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Nachträge zum ersten Teil. 

p. 344. ZI. 4 V. u. far die gleichseitige Hyperbel dem Halbmesser 
gleich. 

Zum § 199 p. '350 will ich zu dem Satze rr' = fe'*, dafs das 
Rechteck der Brennstrahlen eines Punktes im Kegelschnitte dem 
Quadrat des dem seiner conjugirten Halbmesser gleich ist, noch 
folgendes hinzufügen. Nach § 191 ist die Normale des Punktes n==>=^hl}' la 
und somit w* = 5*6'* : a^; man erhält also durch Division rr' : w* == a* : &* 
fär das Verhältnis Tom Rechteck der Brennstrahlen zum Quadrat der 
Normale. 

§ 201, p. 357. Für den Winkel 9 der Normale zum Brennstrahl 
als den halben Winkel P im Dreieck FPF' erhält man aber leicht 
cos* 9 =» 6' : rr* =^ 6* : 6'* (vergl. § 201) und durch Verbindung mit dem 
vorigen n'''co8*qp = &*:a'=p' (§ 198). Für alle Kegelschnitte gilt also 
der Satz: Die Projection der Normale auf den Brennstrahl ist dem 
Linearparameter gleich. Ebenso folgt für die Länge der Normale bis 
zur Nebenaxe (§ 191) n' =» ab* :b durch dieselbe Verbindung n' cos qp*= a, 
ihre Projection auf den Bren/nstrahl gleich der halben Hauptaxe (vergl. 
§ 203, 1). Und wenn für zwei conjugirte Durchmesser der Ellipse von 
den Längen a,, b^ die halben Winkel der Brennstrahlen an ihren End- 
punkten 9 und if) sind, so dafs man hat a^ cos 9 = &^ cos tp =^ b 

oder tan* 9 = ^ — und tan* ^ = ~^j-^ — , so folgt wegen a^* -j" ^1 * 

a« 5« c« 

==a*+6*auchtan*9+tan*i/>= — ^ — = -p also constant; insbesondere 

für die Ellipse mit c = & oder 2c* = a* gleich Eins. Für die Scheitel 
der Nebenaxe ist i/> = 0, tan 9 = 1 bei dieser Ellipse. Für die gleich- 
seitige Hyperbel c* = 2 a*, e = )/2 und für die Ellipse 2 c* = a* (§ 170). 

e = "j/^ist die Projection der Normale auf den Brennstrahl gleich c Y^ 
oder a resp. ^ a. Man vergleiche für diese Kegelschnitte meine Abh. 
in Bd. 6 der „Acta" § 31 — 34 u. die VIII. meiner „Geom. Mittheilungen" 
in der „Vierteljahrschrift derNaturf. Gesellsch. zu Zürich" 1844 p. 352 f. 
u. p. 360 f. Die Abschnitte der Tangente und ihre Projectionen auf 
den Brennstrahl stehen natürlich in denselben Beziehungen zu dem 
confocalen Kegelschnitt durch denselben Punkt. Auch die Projectionen 
der Strecken bis zu den Directrixen verdienen Beachtung; sie sind 
natürlich den Brennstrahlen gleich (vergl. deshalb § 248). Die Projection 
des Krümmungsradius auf den Brennstrahl (§ 235) ist q cos 9 := &'* : a, 
was zu n cos 9 = 6* : a zu halten. 
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p. 399 § 234 zum Ende des vorletzten Absatzes: In den imaginären 
Schnittpunkten mit den Directrixen ist er Null. 

p. 402 B. 6) Daher (1) geht der Kreis durch die Fufspunkte von 
dreien der Normalen durch den diametral entgegengesetzten Punkt 
von dem der vierten. Bezeichnet man mit nk den zur Sehne ik für 
(i,k =» 1 , 2 , 3 , 4) parallelen Halbmesser des Kegelschnittes , so ist 

n.' + U,' = a« + ^\ 



C. Kap. XIV—XVII. Projectivisclie Behandlung der 

Eegelschnitte. 

67) § 268, p. 433. Vergl. Note 4 in Teil I. 

68) § 273, p. 440. Vergl. Foncelet's „Traitä des propriät^s projec- 
tives des figures" 2, Ausg. Bd. 1, Nr. 48 f., 56 f. Dazu die Be- 
trachtungen von Chasles im „Aper9u hiatorique" chap. V, §§ 11 — 17, 
und §§ 365, 431 des Textes. 

69) § 273, 3. p. 441. Vergl. meine „Geometrische Mittheilungen" 
VII in Bd. 29 der „Vierteljahrschrift der Züricher Naturf. Gesellsch." 
p. 343, insbes. p. 346 f. 

70) § 278, 2, p. 446. Vergl. PonceleVs vorher genanntes Werk; 
Bd. 1, Art. 427. 

71) § 280, p. 448. Der Satz von Brianchon steht zuerst im 13. Heft 
des „Journ. de T^cole polyt.** p. 301. Der besprochene Einwand ist 
von Todhunter, 

72) § 284, p. 456. Plüchr gab diesen Satz „Entwickel." Bd. 1, 
p. 240 und 257. Vergl. überhaupt den Schlussparagraph 10 daselbst. 

73) § 285, p. 456. Der PuscaVsche Satz steht dem Inhalt nach 
in der Schrift von 1640: „Essais pour les Coniquea**. Bericht von Leibniz 
über den ihm vorgelegten geometrischen Nachlafs von Pascal in einem 
Briefe an Perier vom 30. Aug. 1676. 

74) § 285, p. 456. Für eine Erweiterung desselben Beweisver- 
fahrens und des Pascarschen Satzes etc. vergl. LachlarCs Note in Bd. 15 
des „Messenger of Mathematics** p. 155 f. 

75) § 285, 2, p. 457. Der Beweis ward dem Verfasser unabhängig 
von de Morgan und Burnside mitgetheilt. Aus § 228 letzter Zusatz 
folgt, dafs die vier Kreise, welche den Dreiecken aus vier Geraden 
umgeschrieben sind, durch einen Punkt, den Brennpunkt der zugehörigen 
Parabel, gehen. Für fünf Gerade bewies Miqvtel (Catalan's „Theoremes 
et Problämes de Gäomätrie äl^mentaire" p. 93), dafs die Brennpunkte 
der fünf Parabeln, welche sie zu vieren berühren, auf einem Kreise 
liegen. Die Kreise, die in solcher Art den sechs Fünfseiten aus sechs 
Geraden entsprechen, gehen durch einen Punkt, und aus den von sieben 
Geraden gebildeten Sechsseiten erhält man so sieben Punkte eines 
Kreises; etc. in inf. Glifford „Educat. Times" Dec. 1870, jetzt „Mathema- 
tical Papera by W. K. Glifford" p. 38—54. 

76) § 285, 3, p. 457. Der Beweis in B. 3 ist von Moore. 
IT) § 286, p. 458. So sprach den Satz Maclatf/rin 1685 aus. 

78) § 286, p. 465. Steiner lenkte die Aufmerksamkeit der Geometer 
auf die vollständige Figur des PascaVschen Sechsecks in „Gergonne's 
Annal." Bd. 18, p. 319. 1827. „Werke" I, p. 450, f. Seine Sätze er- 
gänzte Plüeker „Crelle's Journ." Bd. 5, p. 268 (vergl. Steiner „System. 
Entwickel." p. 311); später haben Hesse ibid, Bd. 24, p. 40, Bd. 41, 
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p. 268; Cayley Bd. 41, p. 66; Kirkmann ^^Gambridge and Dublin Math. 
Journ."Bd. 5, p. 185 das System untersucht; sodann Grosswann „Crelle's 
Journ." Bd. 58, p. 174, v. Staudt, Cayley und Hesse (ibid. Bd. 62, 
p. 142, „Quarterly Journ." Bd. 9, p. 348 und „Crelle's Journ." Bd. 68, 
p. 193) neue Beiträge dazu gegeben. Siehe Hessens „Vorlesungen a. d. 
analyt. Geom. d. Kreises u. d. g. Linie", Leipzig 1865. Vorl. 10, u. 
Steiner' s Vorlesungen „Theorie der Kegelschnitte" v. Schröter (Leipzig 
1867) p. 128 f. (1876 p. 126 f. u. 217 f.). Cayley leitete die Eigenschaften 
der Figur aus der Projection der Durchschnittslinien von sechs Ebenen 
ab; ebenso neuestens Cremona die sogleich zu erwähnenden neuen Er- 
gebnisse von Veronese durch Projection der fünfzehn Geraden einer 
Fläche dritter Ordnung mit Doppelpunkt aus diesem (an dem sogleich 
anzuführenden Orte). 

Die Dualität zwischen den entdeckten Eigenschaften der Figur des 
vollständigen PascaV sehen Sechsecks ist durch Gius. Veronese näher 
bestimmt worden in „Nuovi Teoremi sulF Hexagrammum Mysticum^^ 
Bd. 1 der 3. Ser. der „Memor. della Classe di Scienze fisische, matemat. 
e natural!*' der R. Accademia dei Lincei (1877, 4. 61 p.) Die Unter- 
suchungsmethode ist die der perspectivischen Dreiecke wie in § 287, 
288 des Textes; sie wird erweitert in der Betrachtung der 27 Dreiecke, 
welche von dreimal drei Punkten A^, A^, A^; Bi^ J?j, Bg ? ^i» ^2» ^s 
auf drei Geraden aus einem Punkte gebildet werden; diese Dreiecke 
bilden 36 Temen und die Perspectiv-Axen jeder Terne gehen durch 
einen Punkt, die so erhaltenen 36 Punkte liegen zu vier in 27 Geraden; 
femer für vier Dreiecke und vier Vierecke, welche das erste mit dem 
zweiten, das zweite mit dem dritten, das dritte mit dem vierten und 
das vierte mit dem ersten perspectivisch liegen — wenn die vier Per- 
spectivcentra der Dreiecke in einer Geraden sind, so gehen die Perspectiv- 
Axen durch einen Punkt und für die Vierecke liegen die vier aus ihren 
Dreiecken also entspringenden Punkte in einer Geraden; und aus zwei 
perspectivischen Dreiecken A^ B^ C^ , A^ B^ C^ wird durch die Ecken 
JBiCj, B^Cy^ oder -4g, C^A^^ C'^A oder B^ und AJSj,, A^B^ oder 
Cg ein drittes zu beiden perspectivisches Dreieck gebildet una gezeigt, 
dafs die drei Perspectivcentra in einer Geraden liegen. 

Nach Ableitung der 10 conjugirten Paare der Steiner*schen Punkte 
G und der 60 den Pascarschen Geraden p zugeordneten Kirkmann^schen 
Punkte H folgen die wichtigen Sätze: Die 60 Geraden p und die 
60 Funkte II bilden sechs Figuren it von je 10 Punkten H, die zu drei 
auf entsprechenden Geraden liegeii, je 10 Paare entsprechender Elemente 
von sechs verschiedenen Polarsystemen. Zwei dieser Figuren n haben 
vier Punkte G in einer Geraden ; und die vier entsprechenden Geraden 
g aus einem Punkte J gemein; dazu sechs der 45 Punkte P, in denen 
sich die 15 Fundamentalgeraden in Paaren schneiden, welche zu drei 
in vier Geraden p liegen, die einzeln den vier übrigen Figuren tt an- 
gehören und durch jene vier Punkte G gehen. Drei der Figuren tc 
haben einen Punkt G und die entsprechende Gerade g gemein. Die 
45 Punkte P bilden 15 Dreiecke Jik-f welche den 16 Paaren i, k der 
sechs Figuren n entsprechen; durch die Ecken von Jik geht keine der 
Geraden g der Systeme i, k; die 30 Punkte P einer Figur n werden 
von den Ecken der Dreiecke Jik der 10 Paare aus den fünf andern 
gebildet. Die 12 Geraden g durch die Ecken von ^ik schneiden sich 
8 mal zu dreien in vier Punkten G und in vier Punkten H; jene liegen 
in den vier Geraden g, diese entsprechen vier Geraden p beider Figuren it. 
In zwei Figuren n giebt es zwei Vierseite aus Geraden p, deren Ecken 
Punkte H sind und deren Seiten sich paarweise in Punkten P des 
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Dreiecks Jik der beiden Figuren und in Punkten G ihrer Geraden j 
begegnen; die 12 Ecken derselben liegen in Paaren auf sechs Geraden 
v^i^ welche paarweis durch die Ecken des Dreiecks /ia gehen und mit 
seinen Seiten harmonische Gruppen bilden, so dafs alle sechs in vier 
Punkten Z^ zu dreien zusammentreffen; es giebt 90 solche Geraden 
und durch jeden Punkt H gehen drei von ihnen; der Punkte Z^ sind 
60 und in jeder Geraden v^^ liegen zwei. Die vier Punkte G einer 
Geraden j und die Schnittpunkte Y derselben mit zwei Seiten des 
Dreiecks dik der zugehörigen Figuren n bilden eine Involution. Drei 
Punkte Z«, welche den Geraden p eines Punktes G entsprechen, liegen 
in einer Geraden g; die vier Geraden g zweier Figuren n und zwei 
der Geraden aus ihrem Punkte J nach Ecken des gemeinsamen Dreiecks 
Jik bilden drei Paare einer Involution. Zwei Figuren n enthalten zwei 
Vierecke von Punkten H paarweis in vier Geraden g aus dem zu- 
gehörigen Punkte J, und die Perspectiv* Axen ihrer Dreieckspaare sind 
die Linien p, welche in den vier andern Systemen n durch die ersten 
bestimmt werden. Ihre Polaren in den beiden Figuren n begegnen 
sich paarweis in den vier Punkten G der Geraden j derselben und in 
den vier Perspectivcentren Z^ ihrer Geradencf. Somit correspondiren 
die Punkte Z, den Geraden p und fünf der Figuren n bestimmen daher 
die sechste» 

In zwei Figuren n liegen die 12 Ecken H der zwei Vierseite ihrer 
p paarweis in sechs Geraden m, welche zu zweien durch die Schnitte 
ihrer Geraden j mit den Seiten des Dreiecks Ja gehen und die sich 
noch in 12 Punkten T schneiden, welche paarweis in den sechs Geraden 
Vi2 derselben liegen; es giebt 90 Gerade m und 180 Punkte T, Die 
drei Punkte Z^, welche denp aus einem JET entsprechen, liegen in einer 
Geraden z^; solcher sind 60, durch jeden Punkt 2/^ gehen drei und sie 
begegnen sich überdies zu drei in den 20 Punkten G, Sie entsprechen 
einerseits den p, andrerseits den H. Die 90 Geraden Viq schneiden 
sich paarweis in 180 Punkten £J, die zu drei in den 60 p liegen und 
in jeder derselben mit den drei H Paare einer Involution bilden. Die Z, 
Ufa z^ bilden wie die JF/ und p sechs Figuren n von je zehn Paaren von 
Polarsystemen. Die Ptmkte G und J u/nd die Geraden g, j u/nd v^^ 
sind den Systemen (Hp) wnd (Zz\ gemein. Fünf dieser Systeme be- 
stimmen ein sechstes der jedesmal andern Art, und so fort. 

Das Hexagramm setzt sich aus unendlich vielen Systemen (Zz) zu- 
sammen, deren jedes aus sechs Fiyuren n besteht, von denen fünf eine 
Figur des vorhergehenden u/nd eine des folgenden Systems bestimmen^ 
mit Ausnahme von {Hp)^ bei welchem fünf Figuren it die sechste des- 
selben Systems und eine des Systems {Zz\ bestimmen. Die Punktpaare 
Z^Zq, Z^Zf,, . . . respective Strahlenpaare z^z^, z^z^^ ... in einer a re- 
spective um einen G bilden Involutionen, mit den zugehörigen Punkten 
H und J respective den zugehörigen Strahlen p und g als Doppel- 
elementen; etc. 



79) § 286, p. 469. Der Satz B. 4 ist von Burnside. 

80) § 289, p. 469. Der Satz in B. 6 rührt von Boberts her. 

81) § 299, p. 479. Eine vollständige Theorie der Kegelschnitte 
aus den projectivischen Grundeigenschaften begann Chasles „Traitä des 
sectiong coniques*' (Paris 1866), ohne Fortsetzung. Vergl. Steiner's 
Vorlesungen „Theorie der Kegelschnitte" von Schröter. Leipzig 1867, 
und 2. Aufl. 1876. 

82) § 296, 1 p. 480. Die Ausdrucks weise des Satzes in B. 1 
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gab Toumsend in dem Werke: „Chapien on the modern geometzy*\ 
Dublin 1865, Bd. 2, p. 165. Yergl. die elegante Behandlung eines 
allgemeinen Problems über projectivische Büschel von Hesse in „Crelle's 
Joum." Bd. 62, p. 188, und im allgemeinen für diesen Gegenstand 
desselben Autors schon genannte ,, Vorlesungen** (3 bis 7). 

83) § 297, 2, p. 483. VergL Schröter's „SUiner, Theorie der 
Kegelschnitte" (1867), § 37 (1876. § 38). 

84) § 298, 4, p. 485. Chasles' „M^m. de GtSometrie" ^Aper^u bist). 
Nachtrag zu p. 489 ZL 4 y. o. Der Hauptkreis insbesondere die 

Directrix ist der Ort der Schnittpunkte symmetrischer Polar- 
involutionen. 

85) § 301, p. 493. Der Hauptsatz wird zuweilen als von ^urtn 
bezeichnet; „Gergonne's Annal/* Bd. 17, p. 180. Er ist aber bereits 
von Desargues in dessen Schrift „Brouillon project d*une atteinte aux 
J^v^nemens des rencontres d'une cone avec un plan (1639) gegeben 
worden, — vergl. „Oeuvres de Desargues** par M. Poudra; Paris 1861, 
p. 97—238. Dieser Erfinder der Involution hat dieselbe bereits mit 
aafserordentlicher Vollständigkeit entwickelt. Vergl. meine „Darstell. 
Geom.** Bd. 1, (3. Aufl.) in den „Quellen- u. Liter. Nachw.** die Noten 
zu den Abschn A) u. B). Ebenda findet man zuerst den Begriflt 
harmonischer Pole oder coigugirter Punkte. 

86) § 301, 17 u. 18, p. 496, vergl. Steiner's Vorlesungen von Schröter * 
(1867), § 39 resp. § 40 (1876). 

87) § 308, 3, p. 509. Der Satz rührt von Towf^se^id her. 

88) § 311, p. 513; ve^l. § 334, 6, p. 577. Die Aufgabe ward zuerst 
für das Dreieck und den £reis von Cramer an Castillian vorgelegt und 
fand in den Berliner Memoiren von 1776 Lösungen von diesem und 
Lagrange; des letzteren Formel construirte Euler. (Petersburger 
Mäm. IV.) Die Ausdehnung des Problems auf Polygone gaben Oltajano 
und Malfatti; zu Kegelschnitten gingen für das Dreieck Brianchon und 
Gergonne über; die Lösung von Poncelet steht in seinem „Trait^ des 
propriätäs proj.** p. 352, 2. Ausg. p. 340. Der gegebene Beweis der 
Poncelet^schen Construction ist von Townsend. 

89) § 313, p. 518. Dieselbe ist zuerst Von Flücker aufgestellt 
worden. 

90) § 313, 9, p. 522. Vergl. in „Mathemat. Annalen** Bd. 5 spätere 
Entwickelungen von Schröter und Durege. Insbesondere giebt der 
erstere in p. 51 f. die Eigenschaften der Brennpunktscurve der Kegel- 
schnittschaar. Meine Entwickelung des Satzes von dem Erzeugnifs der 
projectivischen Involutionen mit sich selbst entsprechendem Scheitel- 
strahl war die darstellend geometrische, die man in meinem Werke: 
„Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie 
der Lage**, 3. Aufl. 2. Bd. p. 182 findet; im 3. Bd. §§ 54 f. desselben 
wird die daraus entspringende Theorie der Curven dritter Ordnung 
weitergeführt. 

91) § 314, 3, p. 524. Die Lösung der Aufg. 3 ist von Burnside. ' 

92) § 314, 6, p. 525. Diese Ableitung gab W. B. Hamilton. 

93) § 315, p. 526. Die vorhergehenden Sätze sind von Bohülier 
in „Gergonne's Annales des Mathem.** Bd. 18 p. 320 gegeben worden. 

94) ibid. p. 527 — eine von Hermes in seinem Programm von 1860 
gegebene Gleichung. 

95) § 316, 2, p. 530 — eine von Hart herrührende Gleichung. 

96) ibid, 6, p. 531. Dieser Übergang ward von Hart gezeigt. 

97) § 317, p. 531. Vergl. Witworth „Messenger of Math.** Heft 10, 
p. 71. 
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98) § 317, 1, p. 683. Die gegebene Lösung ist von P. Sertet, 
„Nouvellea Annales*^ Bd. 24, p. 146. 

99) § 317, 2, p. 684. YergL Hessens Abhandlung „De Curvis et 
Superficiebus secundi ordinis", ,,JournaI f. Math.** Bd. 20, p. 801. Dafs 
die harmonisch conjugirten in den Diagonalen eines Vierecks zu den 
Punkten einer Geraden wieder in einer Geraden liegen, bemerkte 
J". Steiner „Journal f. Math." Bd. 8, p. 212. In Hess^s Abhandlung 
findet man auch den Begriff harmonischer Pole oder conjugirter Punkte, 
zuerst wieder; Desargues' Schriften fehlten noch. 

100) § 317, 6, p. 686. Ein Satz von Möbius in der Abhandlung 
„Journal f. Math." Bd. 26, p. 26 f.; jetzt „Werke" I, p. 687. 

101) § 317, 6, p. 686. Beweis von Burnside zu einem Satze von 
Sylvester, 

102) § 317, 12, p. 688. Vergl. Cayley „Joum. f. Math." Bd. 68, 
p. 178. 

103) § 819, p. 640. Diese Methode wurde von Joachimsthal ein- 
geführt in „Journal f. Math." Bd. 88, p. 373. 

104) § 822, 2, p. 646. Yergl. Heam'« „Besearches on conlc sections". 
106^ § 322, 3, p. 646. Man findet weiteres in Abh. von Cayley 

„Cambridge and Dublin Math. Joum." Bd. 6, p. 148 u. „Quarterly 
Journal of Math." Bd. 6, p. 26; Bd. 8, p. 21 u. 220. 

106) § 826, p. 661. Man kann vergl. Hessens „Vier Vorlesungen 
a. d. analyt. Geom." Leipzig 1866. 

107) § 326 , 4, p. 668. Vergl. die an unbewiesenen Sätzen reiche 
Abh. /. Steiner'8 „Journal f. Math." Bd. 46, p. 189 u. „Werke" II, 
p. 447 f. Für vollständige geometrische Ableitung sehe man meine Abh. 
„Acta mathem." Bd. 6, p. 881—408: „Über die Durchdringung gleich- 
seitiger Rotationshyperboloide mit parallelen Axen". 

108) § 326, 7, p. 664. Vergl. „Journal f. Math." Bd. 1, p. 161 f. 
u. „Werke" Bd. 1, p. 19 f. § IV. Einen geometrischen Beweis gab 
Hart „Quart. Journ." Bd. 1, p. 219. Siehe den nach Steiner* 8 Weg- 
weisung entwickelten von Schröter „Crelle^s Journ." Bd. 77, p. 280. 
Femer Äffolter in „Math. Ann." Bd. 6, p. 597. 

109) § 326, 8, p. 666. Vergl. Plücker „Anal.-geom. Entwickel." 
Bd. 2, § 689. (1881.) 

110) § 3*27^ p. 667. Das Theorem von Camot findet sich in dessen 
„Göomötrie de position" p. 437. Vergl. Chasles, „Trait^ des sections 
coniques". Den Specialfall des Satzes in B. 8 bewies Steiner ,,Gergonne*s 
AnnaL" Bd. 19, p. 3. 

111) § 829, p. 662. Die Methode dieses § gab Ärotihold in „Orelle's 
Joum." Bd. 61, p. 102. Vergl. auch Gundelfinger in „Annali di 
Matem." Bd. 6. 

Nachtrag zu p. 667. Das Verschwinden eines Äik oder aik hat 
harmonische Trennung des bezüglichen Punkt- oder Tangentonpaares 
durch die vereinigt liegenden Fundamentalelemente zur Folge. 

112) § 380, 8, p. 668. Vergl. /. Steiner's Abh. in Bd. 19, p. 87 f. 
der „Annales" oder „Werke" I, p. 189, speciell p. 198. 

113) § 332, 3, p. 670. Siehe Feuerhach's „Eigensch. einiger merkw. 
Punkte des geradl. Dreiecks etc." 1822, p. 88, § 57. Der folgende 
Beweis ist von Casey und die Ausdehnung auf die Kreise des Apollonischen 
Problems, die er gleichfalls beweist, war von Hart gegeben. Die Aus- 
drücke in B. 8 rühren her von Cathcart. 

114) § 834, p. 676. Der Satz von dem Polareubüschel eines Punktes 
ist von Lami: „Examen des diffärentes mäthodes employ^es pour rd- 
soudre les probl^mes de Geometrie". Paris 1818. 
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116) § 334, 4, p. 577. Der Satz ist von Bii/rnside. 

116) § 334, 6, p. 677. Dieser Satz rührt her von William^on und ist 
eine Form der Construction von Curven vierter und dritter Ordnung aus 
projectivi sehen Involutionen, mit selbst entsprechendem Scheitelstrahl. 



D. Kap. XVIII— XXII. Invariantentlieorie. Metliodeii der 

Reciprocität nnd der Projection. 

117) § 338, p. 586. Vergl. Gayley's „Fifth Memoir upon Quantics" 
in „Philosoph. Transactions" Bd. 148, p. 434, und meine „Elemente 
der neueren Geometrie und der Algebra der binären Formen^^, Leipzig 
1862. I. Kap. Für die Resultante als Discriminante § 342. 

118) § 339, p. 588. Man studiere AronhoMs Abh. „Über eine 
fundamentale Begründung der Invariantentheorie" in Bd. 62 des „Journal 
für Math." p. 281—345. 

119) § 346, 1, p. 601. Die Theorie der Doppelverhältnisse von 
vier Elementen gab zuerst Möbius in „Barycentr. Calcul" (1827) p. 
246 f., jetzt „Werke" I, 222 f. Die Gleichheit der drei fundamentalen 
Doppelverhältnisse ist zuerst erwähnt und bestimmt in des Autors 
„Higher plane Curves" 1852, § 105, p. 192. Vergl. Schröter „Zur 
Construction eines äquianharmonischen Systems" in Bd. 10, p. 420 der 
„Mathem. Annalen". 

120) § 347, p. 604. Battaglmi in „Giornale di Matem." Bd. 2, 
p. 170 etc. und Bd. 3, p. 24 etc. hat dieselbe Theorie ausführlich 
dargestellt. 

121) § 348, p. 607. Diese Darstellung ist dem Manuscripte von 
Clehsch entnommen, welches er mir nach dem Erscheinen meiner in 
Note 117 genannten Schrift von 1862 als seine Bearbeitung desselben 
Gegenstandes mittheilte. Man vergl. sein Werk „Theorie der binären 
Formen", Leipzig 1871. 

122) § 349, p. 610. Für die Theorie der Involution erscheint 
wichtig die Abhandlung von Cayley „IVansact. of the Cambridge Philos. 
Soc." Bd. 11, p. 21 (1865). Vergl. „Vorlesungen" 2. Aufl. Kap. XVI. 
Art. 177 f. 

123) § 352, 1, p. 616. Das Beispiel ist von Gremona. 

124) § 353, p. 619. Siehe Gordan' s Entwickelung im 69. Bd. des 
„Journal für Math." u. die Darstellung von Sylvester im „American 
Journal of Math." nach der Methode von Cayley. 

125) § 356, p. 625. Die Gleichung Fz^^+^^^a+^^i + A= 
findet sich zuerst in Lami: „Examen des difförentes methodes". 

126) § 358, p. 627. Vergl. die Dissertation von Kemmer, Giefsen 1878. 
Nachtrag zu p. 630, B. 6) So auch aus § 315 f. Analog für 

Kegelschnitte, deren einer dem Fundamentaldreieck um- oder ein- 
geschrieben ist, während der andere es zum Tripel harmonischer Pole 

hat; nämlich resp. («nagg^) -j- • • = 0' und (aj^fln"^) + * * =» 0« 

In der ersten Formel B. 6) ist natürlich zu lesen («^ a jg) + 

127) § 358, 2, p. 629. Vergl. meine Abhandlung in Grunert's 
„Archiv d. Math." Bd. 37, p. 20. 

128) § 360, 2, p. 634. Vergl. Hessens „Vier Vorlesungen", Leipzig 
1866 (Satz 17), u. P. Serrefs „G^om. de direction" (Paris 1869), p. 130. 
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129) § 361, p. 636 und § 362. Vergl. die gehaltvolle Abhandlung 
von H. J. Stephen Smith „On some geometrical constructions" in Bd. 2 
der „Proceedings of the London Mathem. Society'- (1868) p. 87, und 
die Schrift von H. Picquet „Etüde g^om, dea syst^mes ponctuelles 
et tangentielles des sections coniques**, Paris 1872 (183 p. 8vo). 
Aufg. § 362, 6 löste zuerst de Jonqmeres „Nouvelles Annales** Bd. 14, 
p. 436. Für die Vorhergehenden vergleiche man St. SniitWs genannte 
Abhandlung. 

130) § 363, 1, p. 640. Satz von Farne: „Nouvelles Annal." Bd. 19, 
p. 234. Ibid. Salmon^s Entwickelungen p. 347. 

131) § 363. Der Satz in B. 4 ist von Hart, 

132) § 363. Der Satz des B. 5 rührt her von Bwnside. Vergl. 
„Zeitschrift f. Math." Bd. 6, p. 140. 

133) § 364, p. 642. Zu diesem und dem vorigen § vergleiche die 
Note von Beltrami „Giornale** Bd. 9, p. 341, welche von der Be- 
trachtungsweise des § 303 ausgeht. Die Bedingung für das ein- und um- 
geschriebene Dreieck ward von Gayley in „Philosoph. Magaz." Bd. 6, 
p. 99 mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen gegeben — 
wie vorher Jacohi „Crelle's Journ." Bd. 3, p. 396 für den Kreis und 
Richelot ibid. Bd. 5, p. 250 für Kugelkreise gethan. Er beweist auch, 
dafs, wenn die Quadratwurzel aus 

nach Potenzen von k entwickelt durch A'{- Bk-{- Ck^ -f- etc. dargestellt 
wird, die Bedingungen für die Möglichkeit eines dem Kegelschnitt iS>a»0 
umgeschriebenen und dem Kegelschnitt iS' :=» o eingeschriebenen nEclss 
für w =« 3, 4, 5, 6, 7, 8 durch die Ausdrücke 

(7=0, i> = o, CE—D^ = o, DF— je;« = o, 

CEG+2DEF—GF^—D^G-E^^0,DFH+^EFG-DG'-WH-F^==^0, 

etc. — sämmtlich Determinantea der Coefficienten der Entwickelung — 
gegeben sind. Man vergl. Bosanes und Pa^ch in „Crelle's Journ.** 
Bd. 64, p. 126, Moutard im Anhange zu PonceleCs „Applications 
d'analyse et de g^om^trie" Bd. 1, p. 336, und besonders neuestens 
M, Simon in Bd. 81 von „Crelle's Jouro.** p. 304 f. und Gundelfinger 
in Bd. 82, p. 171 respective für die Invariantenrelationen und die Be- 
ziehung zur Bildung von Covarianten des Büschels. 

134) Vergl. „Vorlesungen über die Algebra der linearen Trans- 
formationen, 2. Aufl. § 132. 

136) § 368, p. 649. Die Wichtigkeit dieser Kegelschnitte als 
Covarianten betonte zuerst der Verfasser „Cambridge and Dublin Math. 
Journ." Bd. 9, p. 30. Entdeckt hatte dieselben bereits v. Staudt in 
seinem Nürnberger Programm von 1834. (Vergl. § 433, 8.) 

136) § 369, p. 663, B. 3. Siehe Gtmdelfinger's Abhandl. „Zur 
Theorie des Kegelschnittbüschels" in der „Zeitschrift für Math. u. 
Physik" von 1874, p. 163 f. 

137) § 369, 8, p. 666. Cayleij hat in „Quart. Journ." Bd. 1, p. 344 
das Problem untersucht, den Ort der Spitze eines Dreiecks zu finden, 
das einem Kegelschnitt S umgeschrieben ist, indess die Basisecken 
gegebene Curven duichlaufen. Sind diese Kegelschnitte, so ist der Ort 
von der Ordnung acht und berührt S in den Punkten, in denen ihn die 
Polaren ihrer Schnittpunkte in Bezug auf S schneiden. 

138) § 369, 10, p. 666. Vergl. „Philos. Mag." Bd. 13, p. 337. 

139) § 369, 11, p. 656. Der Satz rührt von Faure her. 

140) § 370, B. 1, p. 669. Cayley gab im Wesentlichen diese all- 
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gemeine Auflösung des Problems der Berührungen; ,,Grelle'8 Journ.'* 
Bd. 39, p. 4. Vergl. „Philosoph. Magazine", Bd. 27, p- 42. 

141) § 370, 3, p. 662. Diese Gleichung erhielt zuerst Casey durch 
Betrachtungen der sphärischen Geometrie. („Proceedings of the R. Irish 
Acad." 1866.) 

142) § 370, 4, p. 663. Für diese Ausdehnung des Feuerhach' sehen 
Satzes und ihre Erweiterung siehe „Quarterly Joum." Bd. 6, p. 67. 

143) Vergl. Aronhold's „Fundamentale Begründung der Invarianten- 
theorie" in Bd. 62 des „Journal f. Math." § 11. 

144) § 371, p. 667. Für die Transformation auf die Hanptaxen 
studire man die Abhandlung von Jacobi, „Crelle's Joum." Bd. 12, 
p. 60; vergl. Bd. 19, p. 309, und Hesse „Vorlesungen über analytische 
Geometrie des Raumes", Leipzig 1861, p. 237 f.; Weierstrctss „Berichte 
der k. Prenfs. Akad. d. Wissensch.** 1858, p. 207. Vergl. § 411. 

145) § 371, 2 f., p. 668. Vergl. Chmdelfinger „Zeitschrift f. Math, 
u. Physik" 1874, p. 163 f. 

146) § 371, p. 670. Die Gleichungen der Schnittpunkte zweier 
Kegelschnitte in 6, sowie die Darstellung der Transformation auf das 
gemeinsame System harmonischer Pole in 7 hat Äronhold a. a. 0. 
gegeben; siehe p. 319 f., p. 328 f. 

147) § 373, 4, p. 677. Vergl. Beltrami „Giornale" Bd. 1, p. 112. 

148) § 374 p. 679. Vergl. für das vollständige System „Vor- 
lesungen über Geometrie von A. Clehsch*' (Lindemann) (1876) die Auf- 
stellung und Ableitong von Gordan p. 291 f. 

149) § 375, 3 p. 681. Prof. Gtmdelfinger erinnerte mich an dies 
Beispiel. Das Beispiel 4) § 375 ist von Bumside. BetrefiPs der Cayley- 
Hermite'schen Curven merken wir an, dafs Cayley's erste Untersuchung 
„A Memoir on curves of the third order" („Philos. Transact." 147. Bd.) 
von 1857 ist, während HermMs Arbeit in Bd. 57 (1860) des „Journal 
für Math." steht. Weiteres findet man in der Theorie der Curven dritter 
Ordnung in meiner Bearbeitung von G. SdlmorCs „Analyt. Geometrie 
der höheren ebenen Curven" 2. Aufl. 1882. Kap. V. 

150) § 377, p. 684. Sie ward zuerst von Sylvester gegeben und die 
Relation jr= 0*i2s — ®^' ^^^ Bumside. Zum System von drei temären 
quadratischen Formen sehe man Gundelfinger's an Hermite anknüpfende 
algebraisch weiterführende Untersuchungen in Bd. 80, p. 73 f. von 
„Crelle's Journal". 

151) § 380, 3 u. 4, p. 689 u. § 381, 2, p. 690 sind von Burnside 
beigetragen. 

152) § 382, p. 691. Vergl. Hensley „Quarterly Joum." Bd. 5, p. 177, 
p. 273, und Cayley über die durch die Brennpunkte eines Kegelschnitts 
gehenden Kegelschnitte, ibid. p. 275. Über die Behandlung des Problems 
der Brennpunkte als der Algebra binärer Formen angehörig gab Siebeck 
eine interessante Abhandlung in „Crelle's Joum." Bd. 64, p. 175. 

Die Anwendung der in den B. von § 382 enthaltenen allgemeinen 
Resultate auf die einem Dreieck um- und eingeschriebenen Kegelschnitte 
(§ 315 f.) und auf die Kegelschnitte mit demselben Tripel harmonischer 
Pole (§ 312) liefert zahlreiche interessante Ergebnisse. Vergl. Steiner's 
„Vermischte Sätze und Aufgaben" aus Bd. 55 des „Joum. f. Math." 
oder „Werke" II, p. 669 f. und die darauf bezügliche Dissertation 
„Über einem Dreieck um- und eingeschriebene Kegelschnitte" von 
Börholt (Münster 1884). 

153) § 383 bis 389, p. 695. Die hier entwickelte Theorie gab 
zuerst Cayley in seinem „Sixth Memoir upon Quantics" in „Philosoph. 
Transactions" Bd. 149. 
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164) § 387, p. 702. Vergl. F. Klein „Über die sogenannte Nicht- 
Euklidische Geometrie^^ Math. Ann. Bd. 4, p. 573 f. und Bd. 6, 
p. 112 f. 

Die Beziehungen dieser Fragen zur Cayley^ sehen Mafsbestimmung 
kannte der Herausgeber vor dieser Veröffentlichung, und sie waren 
auch Beltrami bekannt. Hier ist die ausgedehnte Literatur dieser 
Frage nicht aufzuzählen, doch sind Beltrami* s Arbeiten „Giornale** Bd. 6 
(1868) und „Annali" Bd. 2 (2. Ser.) (1868—69), vorher Bd. 7 (1. Ser.) 
(1866) hervorzuheben. 

155) § 392, p. 709. Vergl. F, Kleines vorher bezeichnete Abhandlung 
Bd. 4, p. 600. 

156) § 394, 6, p. 717. Vergl. Cremona's Untersuchungen über den 
Flächeninhalt des Segments zwischen Gerade und Kegelschnitt etc. in 
„Giornale di Matern." Bd. 1, p. 360. 

157) § 395, 2, p. 720. Der Satz über den Zusammenhang der vier 
von einem Punkte ausgehenden Normalen rührt von Joachimsthal her 
(siehe „Crelle*s Journ." Bd. 26, p. 172; Bd. 38); seine allgemeine Form 
gab ihm Gayley in .,Crelle'8 Journ." Bd. 56, p. 182. 

158) § 395, 3, p. 731. Zum Studium ist zu empfehlen die Ab- 
handlung von Glebsch „Crelle's Journ." Bd. 62, p. 64. 

159) § 402, p. 732. Die Methode der reciproken Polaren gab 
Poncelet „Grelle Journ." Bd. 4, p. 1 f. Siehe auch den 2. Bd. des 
„Traitö des propri^t^s projectives des figures" (1866) von Poncelet 
p, 57 f. Im 4. und 5. Kap. des 3. Abschnitts des Werkes „Der bary- 
centrische Calcul" („Werke" I.) handelt Möhius mit gewohnter Umsicht 
von der Polarreciprocität und von dem allgemeinen projectivischen Ent- 
sprechen zwischen Punkten und geraden Linien unabhängig von Poncelet. 
Man vergleiche auch die Darstellung von Magnus „Aufgaben u. Lehr- 
sätze" Bd. 1 , p. 31 f. 

160) § 414, p. 752. Die Parabel als Directrix der Reciprocität 
hat besonders Chasles empfohlen: „Correspond. math^m." von Quetelet. 
Bd. 5, 6. 

161) § 415, p. 754. Die Methode der reciproken Radien vectoren 
ward als „Princip des images" gegeben von W. Thomson in „Liou- 
viUe's Journ." Bd. 10, p. 364. Vergl. Liouville Bd. 12, p. 365. Schon 
Jacohi hatte sich mit solchen Betrachtungen beschäftigt, siehe „Crelle's 
Journ." Bd. 15, p. 309 und vielfache Spuren sprechen für Steiner' s 
Kenntniss derselben. Neuestens ist diese Methode auf elementarem 
Wege als Circular-Inversion von Townsend (siehe „Chapters on the 
modern Geometry" Bd. 2, p. 363) entwickelt worden. Hart wendete 
sie auf das System des Feuerbach'schen Kreises an und gab eine Gruppen- 
theilung des Systems der Berührungskreise von drei Kreisen („Quarterly 
Journ." Bd. 5, p. 260). Ca^ey gelang ein einfacher Beweis derselben 
(ibid. Bd. 5, p. 318). Vergl. oben Note 113. Zum besonderen Studium 
ist zu empfehlen: Möhius „Die Theorie der Kreisverwandtschaft" in 
„Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch." Bd. 4, p. 531 oder „Werke" 
II, p. 243. 

162) § 415, p. 754. Dies ist zuerst bemerkt in meinem Aufsatze 
„Die birationalen Transformationen in der Geometrie der Lage" in 
Bd. 21, Heft 4 der „Vierteljahrschrift der Naturforsch. Gesellsch. in 
Zürich". 

163) § 416, 3, p. 758. Vergl. Steiner's „Systematische Entwickelung" 
p. 305, Aufg. 39. „Werke" I, p. 446. 

164) § 417, p. 759. Das Entsprechen von Punkten in Bezug auf 
das Büschel von Kegelschnitten entwickelten Steiner (a. a. 0. p. 266) 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelscbn. ,5. Aufl. b 
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und Magnus „Crelle's Journ." Bd. 8, p. 51. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 
Bd. 1, §§ 60, 63. Für Beispiele siehe Bauer „Crelle's Journ." Bd. 69, 
p. 293. 

165) § 418, p. 1^62. Die Methode des Entsprechens von Geraden 
in Bezug auf ein Vierseit begründete Steiner (,, Systematische Ent- 
wickelung'* p. 277); die Anwendung auf das Problem der Normalen 
verdanke ich Cremona. 

166) § 419, p. 764. Für die geometrische Entwickelung der Methode 
der Projection vergleiche man des Herausgebers „Darstellende Geo- 
metrie etc." (Leipzig 1872. 3. Aufl. 1883.) Für die Anwendung ^uf 
die Theorie der Kegelschnitte besonders die §§ 24 — 36, Bd. I. Die 
involutorische GolLineation oder die Centralprojection mit J == — 1 
findet man in §. 20 und ihre Anwendung auf die Theorie der Kegel- 
schnitte in § 30 f. 

167) § 421, p. 766. Die Methode der Projection als Entdeckungs- 
methode verdankt man Poncelet: „Traitä des propri^t^s projectives 
des figures". 1822. (Bd. 1 der 2. Ausg. 1865.) Man kann dies Werk 
als grundlegend für die neuere Geometrie (in einem weiteren als dem 
üblichen Sinne des Wortes) bezeichnen. 

168) § 422, 1, p. 768. Siehe des Herausgebers „Darstellende Geo- 
metrie etc." S. Aufl., I, § 22, f) und g), sowie den Überblick A, der 
diese SpecialMle auf die Beciprocitat überträgt, p. 116. 

169) § 423, p. 770. Die Einführung gleichbenannter Brüche für 
Cartesisch-Plücker'sche Coordinaten zur Überführung der Gleichungen 
zwischen ihnen in homogene Form — wie bei Hesse (z. B. „Vorlesungen 
aus der analyt. Geom. der ger. Linie, des Punktes u. des Kreises" 
1865, p. 98) — ist also stets zugleich Übergang zur Untersuchung 
einer Projection der ursprünglichen Figur an ihrer Stelle. 

170) § 424, p. 772. Vergl. auch a. a. 0. § 11. Überdies schneidet 
die projicirende Ebene, welche der Ebene beider Gegenaxen parallel 
läuft, aus Original- und Bildebene diejenigen Geraden aus, welche 
entgegengesetzt gleiche Reihen enthalten; dieselben liegen symmetrisch 
zur Collineationsaxe in Bezug auf die Gegenaxen. Endlich bestimmt 
die zur Ualbirungslinie des Drehungswinkels beim Umklappen parallele 
projicirende Gerade in der Original- und Bildebene die Scheitel ent>- 
sprechend gleicher Büschel von entgegengesetztem Drehungssinn, zwei 
Punkte, welche in Bezug auf die Gegenaxen symmetrisch liegen 
zum CoUineationscentrum. Man sieht, dafs in vereinigten projectivischen 
Gebilden erster Stufe die symmetrischen der Doppelelemente in Bezug 
auf die Gegen- oder Grenzelemente sich entsprechen. Vergl. „Dar- 
stellende Geometrie" etc. § 14; § 15, 4 und § 18, 10; dazu den Aufsatz: 
Über die Symmetrie" etc. in Bd. 21 der „Vierteljahrschrift der Naturf. 
Gesellsch. in Zürich". Für entsprechende Eigenschaften der Strahlen- 
und Ebenenbündel vergl. man Bd. 111 des genannten Werkes § 71. 

171) § 426, p. 775. In der Geometrie der Alten betrachtete man 
bis auf Apollonius (250 v. Chr.) die Kegelschnitte nur am geraden 
Kegel und nur unter der Voraussetzung, dafs die Schnittebene zu einer 
Kegelseite (der einen Seite des Axendreiecks) senkrecht sei, d. i. dafs 
MN senkrecht auf OB. Darnach wurden die Kegelschnitte eingetheilt 
in Schnitte des reditwinJdigen spitz- oder stumpfwinkligen Kegels, und nach 
Eutochius, dem Commentator des Apollonius, wurde die Schnittcurve 
Parabel, Ellipse oder Hyperbel genannt, je nachdem und weil der Winkel 
des Kegels gleich, kleiner oder gröfser als ein rechter Winkel war. 
Schon Archimedes kannte die Namen Parabel und Ellipse. Apollonius 
war es aber, welcher zuerst bewies, dafs alle d/rei Kegelschnitte am dem 
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nänüichen Kegel geschnitten werden können, und der, ebenso wie Pappus, 
ihnen die Namen Parabel, Ellipse) Hyperbel aus dem im § 206 an- 
gegebenen Grunde beilegte. 

172) § 430, p. 778. Der Hauptsatz rührt von Qtietelet und Dandelin 
her; man findet die genauere Entwickelung bei Steiner „Vorlesungen 
über synth. Geom." Bd. 1, § 24, bei Schlömilch „Geometrie des Mafses" 
II. Buch. Vergl. auch „Darstellende Geometrie etc." Bd. II, § 9. Endlich 
Chasles (Sohnke) „Geschichte der Geometrie*' p. 289. 

173) § 430, Anmerk., p. 779. Vergl. Mulcahy „Principles of 
modern Geometry", 2. Aufl. Dublin 1862. 

174) § 431, p. 781. Das Princip der Continuität stellte Poncelet 
in seinem mehrgenannten Hauptwerk auf. Vgl. über seine Begründung 
desselben Chasles (Sohnke) „Geschichte der Geometrie*' p. 193 f. 

175) § 433, 8, p. 786. Vergl. Steiner „Crelle's Journ." Bd. 45, 
p. 219. „Werke" II, p. 477 f. 

176) § 437, 1, p. 794. Dieser Beweis des Satzes von Mac Cullagh 
ist von Graves gegeben worden. 

177) § 438, p. 795. Vergl. des Herausgebers obengenannte „Dar- 
stellende Geometrie'* 3. Aufl. I, § 10; für das Orthogonalsystem den 
3. Bd. § 74. 

178) § 439, p. 799. Für die Ausdehnung auf die Construction 
der Kreise, welche drei gegebene Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneiden {Steiner im 2. Bd. von „Crelle's Journ.") vergleiche man 
eine Abhandlung von Darhoux in Bd. 1 der 2. Ser. von „Annales de 
Tdcole normale** p. 323, besonders p. 377 f. 

179) § 440, p. 799. Die Entwickelung der „Cyklographie** als 
einer Methode der UnJ^ersuchung der Kreis- und Kugelsysteme knüpfte 
ich an die Benutzung des Distanzkreises zur Festlegung des Centrums 
in der Centralprojection. Siehe mein Programm von 1860. Sie ist 
elementar dargestellt in meiner Schrift „Cyklographie*' (263 S. mit 
16 Tafeln), Leipzig 1882. 

180) § 440, p. 800. Dasselbe führt auch in den Fällen 'zum Ziel, 
wo die rein planimetrische Methode nicht direct anwendbar bleibt, wie 
bei Kreisen mit einerlei Centrale. Das wesentliche Fortbestehen der- 
selben Construction für die Kreise, welche drei gegebene unter vor- 
geschriebenen Winkeln schneiden, ist a. a. 0. §§ 126 bis 131 gezeigt. 
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Druckfehler. 

Seite 

186 ZI. 9 Y. o. zweite Formel lies Qcc'ß^. 

186 ZI. 13 V. u. lies — Agg, ZI. 10 v. u. erste Formel lies im Zähler 

— «asAgg, zweite Formel — «aiA^g. 
209 ZI. 11 V. o. streiche paare. 
236 B. 7) in der Determinante lies erste Reihe x^ + 2/^ ~ ^^ii ^* + 2/^ ~~ ^21 

x^ + y*' — A3. 
331 ZI. 4 y. u. lies eingeschlossenen. 
404 ZI. 6 V. 0. lies § 297, 2 f. 
504 ZI. 12 V. o. lies — ii{ 
621 B. 9) ZI. 2 lies circulare statt bicirculare. 
642 ZI. 17 V. u. lies a?,' x^ — 
567 ZI. 2 V. o. lies d'^ =- — 
580 B. 1) ZI. 2 lies ta statt a^r. 
584 ZI. 9 V. o. lies § 370, 1. 
592 letzte Zeile von B. 2) lies 367 u. 369. 
695 ZI. 12 V. 0. lies 5, S\ F. 

617 B. 3) ZI. 2 streiche das Wort conjugirt u. verweise auf § 362. 
628 B. 2) ZI. 6 lies § 367, 3. 
661 B. 2)* ZI. 4 lies solchen statt andern. 
690 ZI. 3 V. o. sind die Doppelproducte negativ. 
700 ZI. 14 y. 0. lies also statt als. 
705 letzte ZI. fehlt die Klammer ( nach a^^. 
723 ZI. 6 V. u. fehlen in der 2. Gleichung die + • • 
754 ZI. 18 V. o. lies Ordnungscurven. 
758 ZI. 7 y. o. lies Harmonikaien. 
760 ZI. 10 V. 0. lies nur. 



Vierzelmtes Kapitel. 

Lineare Systeme von Kegelschnitten. 



268. Eegelsohnittbiischel. Nachdem in den fünf vorher- 
gehenden Kapiteln fast durchgängig die Methode der Gartesi- 
sehen und nur einigemal die der Plücker'schen Coordinaten 
gebraucht worden ist, wiederholen wir nun den Entwickelungs- 
gang des vierten Kapitels an dem mehr umfassenden Object 
der Gleichungen vom zweiten Grade, um uns dadurch end- 
lich in den vollständigen Besitz der allgemeinen Hilfsmittel 
und Gesichtspunkte zu setzen, welche dort entwickelt worden 
sind. Dabei tritt wieder zuerst die Anwendbarkeit und der 
grofse Nutzen einer äbkür0enden Symbolik^'^) hervor (§ 61). 

Wenn wir dabei diese Symbole zunächst als auf Punkt- 
coordinaten bezogen denken und sie demgemäfs interpretieren, 
so ist zu bemerken, dafs ihre Interpretation in Liniencoordi- 
naten (§ 79) ohne weiteres zu den dualistisch entsprechenden 
Sätzen der abgeleiteten führt (§ 282). 

Nach § 141 ist die Angabe eines Punktes der Curve 
eine lineare Bedingung zwischen den fünf verfügbaren Con- 
stanten der Gleichung zweiten Grades. Die Angabe von vier 
Punkten gestattet daher in der allgemeinen Gleichung vier 
Constanten durch die fünfte, noch unbestimmt bleibende Con- 
stante und gegebene Gröfsen auszudrücken. Die Gleichung 
eines durch vier gegebene PunJcte gehenden Kegelschnittes ent- 
hält linear eine verfügbare Constante, einen Farameter, 

Nun können irgend vier reelle oder in Paaren conjugiert 
imaginäre (§ 19) Punkte als die Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte von reellen Gleichungen angesehen werden. Wenn 

Salmon-Fiedler, anal. Oeom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 28 
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also Si = 0, 82 = die Gleichungen von zwei Kegelschnitten 
symbolisch bezeichnen, so kann die Gleichung jedes Kegel- 
schnittes, welcher die vier Schnittpunkte jener enthält, in der Form 

S^ — ÄÄg = 

dargestellt werden. Und umgekehrt definiert jede quadratische 
Gleichung, welche einen Parameter linear enthält, einen durch 
vier gegebene Punkte gehenden Kegelschnitt*). 

Gibt man dem Parameter alle möglichen Werte, so bildet 
die Gesamtheit der Kegelschnitte 8^ — /: fi^g = ein Kegel- 
schnitfbüschel; die vier allen gemeinsamen Punkte heifsen die 
Grundpunicte desselben. Durch jeden Punkt der Ebene geht 
ein Kegelschnitt des Büschels, denn ein Parameterwert k' wird 
dadurch bestimmt, dafs die Gleichung durch die Coordinaten x{ 
irgend eines fünften Punktes befriedigt sein soll. 

269. Folarenbüsohel. Wenn man die Gleichung der Polare 
eines Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt 8^ — kS^ = 
bildet (§ 157), so enthält sie den Parameter k ebenfalls linear. 
Daher bilden die Polaren eines Punktes in Be0ug auf die 
Kegelschnitte eines Büschels selbst ein 8trahlenbüschel, dessen 
Scheitel der zu dem gegebenen in Bezug auf das Büschel doppelt 
conjugirte Pol heifst Man erkennt in diesem Satze eine nur 
formale Erweiterung derselben Erörterung über das Kreis- 
büschel (§ 125). 

Zunächst erhellt daraus die geometrische Bedeutung des 
Parameters k als einer Proportionalzahl zum Sinusteilver- 
hältnis im Polarenbüschel irgend eines Punktes. Sind ins- 
sondere 2^ = 0, T2 = die Tangenten an 8^ = 0, 8^ = 
in einem der Grundpunkte, so ist T^ — kT^ = die Tan- 
gente an 8^ — k 82=^0 in demselben. Es ist also 8^ : 8^ 
= T^ : Tg = k, wenn man in die Functionen die Coordinaten 



*) In derselben Art enthält die allgemeine Gleichung eines Kegel- 
schnittes, welcher drei Bedingungen unterliegt, zwei unabhängige Con- 
stante, etc. Die Gleichungen der Ortbogonalkreise eines gegebenen 
Kreises (§ 128) und der Kreise durch einen Punkt geben dazu Bei- 
spiele (vgl. § 283, 316). Aber die Kegelschnittsgleichungen, die zwei 
lineare Parameter enthalten, definiren nicht umgekehrt stets Curven 
durch drei Punkte. 
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eines Punktes eingesetzt denkt, durch welchen S^ — ÄSg = 
geht. 

Sind femer P, P' zwei doppelt conjugirte Pole, so wird 
ihre Verbindungsgerade durch jeden Kegelschnitt des Büschels 
in einem zu PP' harmonischen Punktepaar geschnitten. 
Spedell der durch P gehende Kegelschnitt hat die VerUndungs- 
gerade mit P' als die ihn in P berührende Tangente, denn sie 
ist eine der zu P gehörigen Polaren; ebenso berührt PP' den 
durch P' gehenden Kegelschnitt in P'. 

Umgekehrt liegen in jeder beliebigen Geraden zwei 
doppelt conjugirte Pole P, P'. Denn ihre Schnittpunktepaare 
mit den Curven jS^ = 0, /Sg = besitzen ein gleichzeitig zu 
beiden harmonisches Punktepaar P^P' (§ 15). Nach Definition 
schneiden sich aber die Polaren von P bezüglich /S^ = und 
ßfg == in P', also auch alle anderen Polaren im Büschel. 
Somit wird jede Gerade von zwei Kegelschnitten eines gegebenen 
Büschels berührt und von den übrigen in zu den Berührungs- 
punJcten harmonischen Punhtepaaren geschnitten. 

270. Linienpaare im Büschel. Es gibt drei Werte von h, 
für welche 8^ — hS2 = ein Linienpaar darstellt, d. h. unter 
den Kegelschnitten eines Büschels gibt es stets drei Linienpaare, 
Denn die Bedingung, unter welcher dies stattfindet, wird 
gefunden, indem man in D = oder (§ 163) 

^11^22^33 1 ^^23^1^12 ^11^23 ^22^81 %8^12 '^^ ^ 

für «11, «12, etc. die Werte «n — Äfcn, a^^ — Ä612, etc. ein- 
setzt. Das Resultat dieser Substitution ist offenbar in h vom 
dritten Grade. Wenn also die Wurzeln dieser cubischen Glei- 
chung in k durch Je, 1c\ H" bezeichnet werden, so repräsentiren 

8^ ^¥8^ = 0, 8, -r 8^ = 0, 8^ -r' 8^ = 

die drei Paare von Sehnen, welche zwischen den vier Schnitt- 
punkten beider Kegelschnitte 8^ = 0, 82 = gezogen werden 
können (§ 230). 

In dem vollständigen Viereck der Grundpunkte ist jedes 
Gegenseitenpaar ein zerfallender Kegelschnitt des Büschels, Von 
diesen Schnittsehnen ist stets ein Paar reell (§ 230), die beiden 
andern können aus reellen oder conjugirt imaginären Geraden 

28* 
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bestehen oder selbst complexe Gleichungen haben. Einer der 
beiden ersten Fälle tritt ein, wenn die cubische Gleichung drei 
reelle, der letzte, wenn sie eine reelle und zwei complexe 
Wurzeln besitzt. Eine nähere geometrische Unterscheidung 
dieser Fälle folgt unten; für die algebraische ist auf Lehr- 
bücher der Algebra etc. zu verweisen. 

271. GemeinBames Polardreieok. Da die harmonische 
Beziehung zwischen Pol und Polare durch ein dem Kegel- 
schnitt eingeschriebenes Viereck vermittelt werden kann 
(§ 158), so sind in dem Diagonaldreieck P^^P^P^ des Vierecks 
der Grundpunkte jede Ecke P, etc. und die Gegenseite 
P3P3, etc. Pol und Polare in Bezug auf jeden Kegelschnitt, 
der durch die Grundpunkte geht. Das Dreieck P^P^P^ ist 
somit in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels ein ge- 
meinsames Polardreieck (§ 159). 

Es gibt aber auch nicht mehr als drei Punkte, welche 
in Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels dieselbe Polare 
haben. Denn sind P^ ^ 0, Pg = die Polaren von x' \ y' 
in Bezug auf S^ = 0, Ä2 «== 0, so mufs identisch P^^^» xP^ 
sein, damit jene Polaren unter einander, also auch mit 
Pj — xP^ = identisch seien. Daher mufs rr' \y' bestimmt 
werden ; aus den drei in x linearen Bedingungen, dafs die 
Goefficienten von x, von y und die constanten Glieder in P^ 
und Pg proportional seien. Dies ist aber nur möglich^ wenn 
die Determinante dieser drei Gleichungen verschwindet^ d. h. 
X aus einer Gleichung dritten Grades bestimmt wird*). 

Jedes Kegelschnittbüschel besitzt in dem Diagonaldreieck des 
Vierecks der Grundptmkte das einzige gemeinsame Polardreieck. 

Dies Diagonaldreieck ist reell, sobald alle Grundpunkte 
ghichmtig reell oder imaginär sind. Für den Fall imagi- 
närer Grundpunkte können diese, da sie paarweise conjugirt 
imaginär sind, nach der Bezeichnungsweise des § 16 durch 
^il^ij ^il^iJ ^2 1^2? ^2 1^2 dargestellt werden. Die Träger 



*) Man überzeugt sich leicht, dafs diese Bedingungsgleichung iden- 
tisch ist mit der aus der Einsetzung von a^^^ — x&,.^ in die Discrimi- 
nante D »s 0. 
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dieser Paare mit dem Schnittpunkt P^ sind reell^ die übrigen 
Schnittsehnen in Paaren conjugirt imaginär: ^iltfu x^ly^] 

^i|yi> ^ilVi i^nd a?i|yi, ^2 1^2; ^ilVu ^^IVif also von den 
Gleichungsformen L + Mi = und i' + Jf'i «« 0. Ihre 
Schnittpunkte P^ und Pg sind also ebenfalls reell ^ nämlich 
L = 0, Jlf — und r =- 0, Jf' — 0. 

Von dem gemeinsamen Polardreieck ist nur eine Ecke tmd 
die Gegenseite reell, die andern Paare sind conjugirt imaginär, 
wenn von den Orundpunkten zwei reell und zwei conjugirt ima- 
ginär sind. Sind die Punkte x' \ y\ x" \ y" reell, x\y, x\y 
imaginär, so sind die Schnittsehnen x' \ y\ x''\y"\ x\yy x\y 
reell, x\y\x\y]x\y'\^\y und x' \ y'\ a? | y ; x"\ y\ ^ | y con- 
jugirt imaginär, also auch die Schnittpunkte x'\y\ x\y\ 

^' I y"> * I y ^°^ ^'\y\ ^\y\ ^' I y\ ^ I y conjugirt imaginär. 

Beispiele für diese beiden Fälle bieten die Ereisbüschel; 
bei reellen Grenzpunkten bilden diese mit dem unendlich 
fernen Punkt der Radicalaxe das reelle Diagonaldreieck der 
imaginären Schnittpunkte, bei imaginären Grenzpunkten sind 
jene Richtung und die Centrale die einzigen reellen Ele- 
mente desselben. 

272. Gattungen der Segelsohnitte im Büschel. So lange 
im Viereck der Grundpunkte zwei reelle Schnittsehnen eines 
Paares einen endlichen Winkel einschliefsen, können wir sie 
als die beiden Coordinatenaxen annehmen. 

Nennen wir die Axenabschnitte A, A' bez. ft, \^, so sind 
in einer Gleichung zweiten Grades, welche sich für y = 
bez. rc = reduciert auf oi? — (A + A') a? + ^'^^ = hez. 
y^ — (f* + f'') y + f*f*' *=* 0, die Coefficienten zu bestimmen aus 

2^18 = — »11 (A + A'), 2^28 = — «22 {^ + /t^'); 

«83 " «11 AA' = a^^}x\jJ, 
während ay^ «== k völlig unbestimmt bleibt. Mit a^^ «= kX'fifi 
können wir also die Gleichung des Büschels schreiben 

lilio(^ + 2kxy + AA'y* — (i(i (A + A')rc 
— AA' (fi + |it') y + AA>ft' = 0. 

Hier kann man sofort den Einflufs des Umstandes er- 
kennen, ob die Grundpunkte ein einfaches Viereck mit lauter 
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ausspringendeu Winkeln oder mit einem einspringenden Winkel 
zulassen. Das hängt nur davon ab, ob die Producte kX' und 
Uli gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. Im letzten 
Falle ist Xk'fifi negativ, also kann auch a^ia22 — Ä^ für 
reelle Je nicht positiv oder Null sein. Daher enthält ein 
Büschel, von dessen Grundpunkten einer im Dreieck der übrigen 
liegt, keine reellen Ellipsen oder Parabeln (§ 145). In der Tat 
mufs oflFenbar der einem solchen Viereck umgeschriebene 
Kegelschnitt eine Hyperbel sein, deren beiden Aesten ein 
und drei Punkte bez. angehören. 

Ist dagegen AA'ft/it' > 0, so liefern die Parameterwerte 
ifc^ < AA'/Lt|[t' reelle Ellipsen und speciell Jk = + ^/(Ayl'ftft') 
Parabeln. Einem convexen Viereck sind stets zwei reelle Paror 
heln umgeschrieben. Dasselbe gilt auch für ein Viereck von 
zvsrei Paaren conjugirt imaginärer Punkte, da dann auf den 
reellen Schnittsehnen die Producte kk\ ftft' wesentlich positiv 
sind. Aus demselben Grunde entspringt die Unterscheidung: 
Büschel mit zwei reellen Grundpunkten enthalten keine reellen 
Ellipsen und Parabeln , wenn jene durch den Träger der imch 
ginären Grundpunkte getrennt werden, 

B. l) Der Ort der Centra der Kegelschnitte eines Büschels 
ist ein Kegelschnitt, welcher durch die Seitenmitten und die Diago- 
nalpunkte des vollständigen Vierecks der Q-rundpunkte geht. (Neun- 
punktekegelschnitt des Vierecks,) 

Denn das Centrum des Kegelschnittes von der Gleichungs- 
form des Textes ist gegeben durch 

a^^x + ky + ai3 = 0, kx + a^^y + Ogg = 
mid durch Elimination von k entsteht der Ort 

Die Curve geht durch die Punkte | 0, | ^ (;i + A'), i (f* + (i) \ 0, 
Schnittpunkt und Mitten eines Gegenseitenpaares, etc. Uebrigens 
ordnen sich offenbar die sechs Seitenmitten zu drei Parallelo- 
grammen; diese haben daher das Centrum des Neunpunktekegel- 
schnittes zum gemeinsamen Mittelpunkt. 

Der Ort ist eine Hyperbel, wenn XX' und (i(i gleiche Vor- 
zeichen haben, die Grundpunkte ein einfaches convexes Viereck 
bilden; die beiden Asymptotenrichtungen a^x^ — f^iiV^ "^^ ^ 
geben also die Axenrichtungen der Parabeln des Büschels, Im 
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Falle eines Büschels aus lauter Hyperbeln ist der Ort ihrer 
Mittelpunkte eine Ellipse. 

2) Jedes Büschel enthält eine gleichseitige Hyperbel. Ihr 
Parameter folgt aus a^j + 022 = 2Ä cos od (§ 179). 

3) JDwrch vier Ptmkte^ deren jeder der Höhenschnittpimkt im 
Dreieck der übrigen ist, gehen mir gleichseitige Hyperbeln. 

Wir haben nach § 36, 7 nur rechtwinklige Coordinaten 
und X^' = — (1(1 anzunehmen. Wir können auch kürzer sagen: 
Durch drei Punkte geht ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln, 
weil ein vierter mitbestimmt ist. 

4) Der Ort der Centra aller gleichseitigen Hyperbeln, die 
einem Dreieck rnngeschrieben sind, ist der Feuerbachsche Kreis 
desselben (§ 104, 3). 

Die Gleichung des Ortes in 1) gibt mit a^ = Ogg einen 
Kreis, der die Seiten und Eckenabstände des Höhenschnittpunktes 
halbirt. 

273. Die Gleichung des Kegelschnittbüschels kann ver- 
schiedenartig geschrieben werden, indem wir von irgend 
zwei Kegelschnitten des Büschels aus den Parameter zählen. 
Die Abhängigkeit unter diesen Darstellungen liefert der Satz: 
Zwischen den Gleichungen von drei Kegelschnitten eines Büschels 
besteht eine lineare Identität, d. h. sind /S^ = 0, S2 = 0, A3 = 
drei solche, so lassen sich Constante k\ h' so bestimmen, 
dafs identisch ist 

8^ — 1c 82 = VSq* 

Sind die Coefficienten in 8^, 82, 8^ bez. a^, 6»*, c,*, so 
gibt umgekehrt eine lineare Identität \^wischen den 8i sechs 
Gleichungen zur Bestimmung von k und Ä, deren Verträglich- 
keit erfordert, dafs alle Determinanten, die aus je drei Reihen 
der rechteckigen Matrix 

^11? ^22 > ^33? ^8? ^31 > %2 
^11; ^22? ^33? ^23? ^31; ^12 
^11? ^27 ^33? ^28? ^31? ^12 

gebildet werden können, verschwinden. Offenbar sind nur je 
vier solche für die dk linearen Bedingungen unter einander 
unabhängig. Somit wird der Kegelschnitt 8^ — k82 = auch 
durch die Gleichung (U — Ä) ß^i + A'ÄSg = etc. repräsentirt. 
Nun können wir statt der einen oder statt beider Ausgangs- 
curven S^ = 0, /Sa = Linienpaare einführen. Sind etwa 
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ii =0, Lg = 0; ij = 0, ii4 = zwei Schnittsehnenpaare, 

so ist in 

X3L4 — ToLy^L^ = 

die Gleichung jedes dem Viereck umgeschriebenen Kegel- 
schnittes enthalten, jedoch nur dann in reeller Form, wenn 
das Viereck ganz reell oder ganz imaginär ist 

Diese Gleichungsform liefert z. B. den Satz: Sind die 
Schnittsehnenpaare JRechtmnkelpaare, so besteht das Büschel nur 
aus gleichseitigen Hyperbeln, Denn bei rechtwinkligen Coordi- 
naten sind die Coefficienten von a? und y^ dann sowol in 
i^Zg als L^L^, daher auch in L^L^ — TzL^L^y entgegen- 
gesetzt gleich (§ 272, 1). 

Weil aber wenigstens ein Schnittsehnenpaar L^ = 0, 
^2 = reell ist®®), so kann jedes Kegelschnittbüschel durch einen 
Kegelschnitt und ein Linienpaar stets reell definirt werden: 

S — 1cLiL^ = 0, 

wie schon an der Form S — kxy = des § 272 erkenn- 
bar ist. Die Schnittpunkte von 5 = mit i^ = bez. Lg = 
mögen Pj, Q^ bez. Pg, Q2 heifsen. Den Parameterwerten 
k = und k = 00 entspricht S = und iii2 = ^7 ^^^^ 
mufs die cu bische Gleichung zur Bestimmung der Parameter 
der Linienpaare sich auf eine quadratische reduciren. 

B. 1) Wenn drei ^ Kegelschnitte Ä^ = 0, /Sg = 0, -^3 = 
gegeben sind, und zwei andere S' = 0, S" == durch die bez. 
dem ersten und zweiten, dem ersten und dritten von ihnen ge- 
meinsamen Punkte gelegt werden, so liegen die vier gemein- 
samen Punkte dieser letzteren und die des Paares 6*2 = 0, /S'g = 
auf einem und demselben Kegelschnitt. 

Denn die Gleichungen der Kegelschnitte /S", 6"' sind S^ + ä' iS'g = 0, 
Si + k"S^ == 0, und einer der durch ihre Schnittpunkte gehenden 
Kegelschnitte ist k' S2 — k''8^ = 0. 

2) Die Gleichung des Kegelschnittes, der durch 1 1 2, 3 | 5, 



— 1 



4, 



— 1, — 4 I 3 geht, wird erhalten, indem man die 
Gleichungen der Seiten des durch die vier ersten Punkte ge- 
bildeten Vierecks bestimmt und in die Gleichung 

(3x — 2y + l)(6x-'2y + 13)=k(x — Ay+n){Sx — Ay + 6) 

die Coordinaten des fünften Punktes zur Bestimmung von k 
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221 
substituirt. Man findet k = — , also die Gleichung des 

Kegelschnittes 

79aj2 — 320aj^ + 301/ + llOlic — 1665«/ + 1586 = 0. 

3) Man bilde und untersuche die Bedingungen, unter welchen 
drei Kreise demselben Büschel angehören. ^^) 

274. BerührungsbÜBOhel. Aufserst brauchbar ist die Glei- 
chungsform S — TcL^L^^^ 0, z. B. um die speciellen Beziehungen 
zwischen Kegelschnitten in allgemeinerer Form als in § 232 
darzustellen. Die Kegelschnitte 5 = 0, S — JcL^L^ = be- 
rühren einander, d. h. zwei ihrer Schnittpunkte fallen zu- 
sammen, wenn entweder eine der Geraden L^ = 0, L2 = den 
Kegelschnitt S = berührt, oder wenn L^ = Oj L^ ^= sich 
in einem Punkte von 8 = schneiden. 

Wenn also T = die Gleichung der Tangente von 
iS = im Punkte x \ y ist, so ist 

S — T {a^x + a^y + ag) = 

die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes , welcher ä = 
im Punkte x' \ y berührt] noch drei weitere Bedingungen sind 
erforderlich, um die Bestimmung des Kegelschnittes durch 
die Ermittelung von a^, a^, a^ zu vollenden. 

Wenn die Gerade a^x -{- a^y -{- a^ = durch den Punkt 
x\y geht, so fallen drei von den vier Schnittpunkten zu- 
sammen; die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes, welcher 
5 = im Punkte x \ y osculirt^ ist 

S^T[a,{x-^x')+ a, {y - y )} = 0. 
Wenn insbesondere die Gleichung des osculirenden Kreises 
verlangt ist, so haben wir nur auszudrücken, dafs in dieser Glei- 
chung erstens der Coefficient von xy verschwindet, und zweitens 
die Coefficienten von x^ und y^ einander gleich sind, und er- 
halten die Werte von a^ und ag aus diesen Bedingungsgleichungen. 
Die beiden Kegelschnitte haben endlich vier zusammen- 
fallende Schnittpunkte, wenn die Geraden a^a? + «22/ + % = 
und T = zusammenfallen. Die allgemeine Gleichung eines 
Kegelschnittes, welcher mit ä = im Punkte x \ y eine Be- 
rührung dritter Ordnu/ng (Hyperosculation) hat, ist 

S--kT^ = 0. (§ 232.) 
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Ein Kegelschnitt besitzt in jedem Punkte eine hyperoscur 
lirende Parabel, denn von den zwei Parabeln, die durch vier 
Grundpunkte gehen (§ 215) zerfallt nun die eine in T* = 0. 

B» l) Wenn die Axen des Kegelschnittes S^ ^^^ zu denen 
des Kegelschnittes 8^ = parallel sind, so haben auch die Axen 
von 8i — ÄÄ^g *== ö dieselbe Bichtung. 

Denn für Coordinatenaxen, welche den Axen von S^ ^= O 
parallel sind, enthalten weder 8^ noch 82 das Glied xy. Wenn 
z. B. iS^ = einen Kreis darstellt, so sind die Axen von 
8 — Ä/Sg = denen von aS^ «= parallel; wenn jenes ein Linien- 
paar repräsentirt, so geben die Winkelhalbirenden desselben die 
Axenrichtungen und wir erhalten den Satz des § 236. 

2) Sind die Coordinatenaxen den Axen von 8 = und 
denen von 8 — ÄZ^l/g = parallel, so sind L^ und L^ von 
der Form a^x + Og?^ + <*3j ^1^ — %y + ^s* 

3) Gleichung des osculirenden Kreises ftlr einen Oentral- 
kegelschnitt. 

Die Gleichung mufs nach dem Texte von der Form sein 

s+i;-i=(^+T^-i)U(---')+««(y-y')} • 

Die erste Bedingung des Textes reducirt sie auf 

und aus der zweiten Bedingung ergibt sich X = &'* : (6* — c?) 
= — 6'^ : c^ (vgl. § 184); also lautet die Gleichung 

4) Die Gleichung des osculirenden Kreises der Parabel ist 
{f+4.px){y'-]ßx)= {"^yy-pix+x)] {2y2^'+i)(a?— 3a?0}- 
5) Die Gleichung der Parabel, welche einen auf Tangente 

und Normale bezogenen Kegelschnitt im Nullpunkt hyperosculirt, ist 



x" 



a^^x^ + 2a^2xy + -jr- y + ^a^^P = Ö- 

"11 

6) Die hyperosculirende Parabel hat eine zum Durchmesser 
2 a des Kegelschnittes, parallele Axe und den Hauptparameter 
p = 2aH^ : d\ 

275. Doppelberühnmg. Wenn der Kegelschnitt S = 
von den Geraden L^ ^= 0, L2 = geschnitten wird, so rücken 
die Punkte P^ und P^^ Q^ und Q^ bez. um so näher zusammen, 
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je näher die Sehnen der Deckung mit derselben Geraden 
i = kommen. Daher repräsentirt die Gleichung 8 — JcL^ «= 
ein Büschel von Kegelschnitten, welche mit 8^=0 in der gemein- 
samen 8ehne L = je eine reelle oder imaginäre doppelte Be- 
rührung haben (§ 231). 

Ebenso repräsentirt iiig — IcL? =^0 jeden Kegelschnitt, 
der die Geraden i^ = 0, X^ = in den Punkten berührt, in 
welchen sie von der Geraden i = geschnitten werden (§ 156). 
Die Gleichung eines Kegelschnittes, (ler mit S = in den 
beiden Punkten x^\y^y ^2 1^2 ®i^® doppelte Berührung hat, 
kann ebendesshalb auch in der Form 8 — TcT^T^ = dar- 
gestellt werden, wenn 7^ = 0, T^=^0 die Tangenten von 
Ä = in diesen Punkten ausdrücken. 

Ein Büschel doppelt berührender Kegelschnitte hat unend- 
lich viele gemeinsame Polardreieclce, die alle die Berührungs- 
sehne als eine 8eite und ihren Pol als Gegenecke enthalten 
(vgl. § 271). Denn jeder Punkt von i = ist ein zum 
Schnittpunkt Tj = 0, ^2 = conjugirt harmonischer Pol; seine 
Polare geht sowol durch jenen als durch den bezüglich der 
Berührungspunkte zu ihm conjugirt harmonischen Punkt, ist 
also in Bezug auf alle Kegelschnitte dieselbe. Somit bildet 
jedes zu ^i|^i, ^2 1^2 harmonische Punktepaar mit dem 
Pol der Berührung ein Polardreieck. Jede einzelne der Tan- 
genten Tj = 0, Tg = bildet mit i = zusammen eine 
Degenerationsform desselben*). 

276. Unendlich ferne Schnittsehne. Die Gleichungs- 
form 8 — Äi^ig == umfafst namentlich auch die Speciali- 
sirung für den Fall, dafs eine oder mehrere Schnittsehnen 
in die unendlich ferne Gerade fallen. Man hat sich nur zu 
erinnern, dafs deren Gleichung die Form 0'a; + 0-y + c = 
hat und in jedem Gliede von zu geringem Grade eine oder 
mehrere Constante c durch • a? + • y + c ersetzt gedacht 
werden können. 

So ist die Gleichung 8 -^-hL = als der besondere 
Fall der Form S — L^ Lg = anzusehen, in welchem 



*) Das Dreieck i = o, Tj = 0, T, = ist Icein Polardreieck. 
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L2 = * X +0-«/ + ^ ist, Sie repräsentirt daher Kegel- 
schnitte, welche durch die Schnittpunkte von 8 = mit 
L = und 0«a? + 0«y + Ä; = gehen. Diese Gleichungen 
S — hL = stimmen auch offenbar in den quadratischen 
Gliedern alle überein (§ 145), definiren daher bei beliebigem 
L alle Kegelschnitte mit parallelen Asymptoten (§ 242). 
Somit bilden alle ähnlichen und ähnlich gelegenen KegelschniUe 
mit zwei festen Schnittpunkten im Endlichen ein Büschel^ wie 
z. B. das Kreisbüschel (§ 124). Dieses Büschel enthält im 
allgemeinen keine Parabeln, denn zwei der Schnittsehnen- 
paare bestehen aus Parallelen (§ 215). Dagegen sind seine 
Curven ausschliefslich parallelaxige Parabeln, wenn 5 = 
selbst eine Parabel ist. 

Ferner ist auch die Gleichung S = Ä ein specieller Fall 
der Gleichung S = U, nämlich S = Ä;(0.a? + 0.y + cf, 
Sie bezeichnet daher (§ 275) einen Kegelschnitt, welcher mit 
5 = eine doppelte Berührung hat, deren Berührungs- 
sehne .unendlich fem ist. Der Pol derselben ist in jedem 
der Kegelschnitte das Ceutrum (§ 157) und allen gemeinsam. 
Daher bilden alle ähnlichen und coaxialen Kegelschnitte ein 
Büschel mit Doppelb^erührimg , wie z. ß. das Büschel concen- 
trischer Kreise« Da für Parabeln insbesondere die unendlich 
ferne Gerade Tangente ist (§ 274), so bilden die Parabeln 
S = Ä ein OsculationsbüscJiel (§ 244). 

Endlich kann jede nicht-symbolische Gleichung selbst 
als unter der Gleichungsform L^L^ — hL^L^ = inbegriffen 
angesehen werden. Denn im allgemeinen Ansatz 

a^^x^ + 2a^^xy + a^^y'^ + 2a^^x + 2023^ + »ss = 

liefert das erste Trinom, gleich Null gesetzt, ein Linienpaar 
L^L^==^0 aus dem Nullpunkt und das zweite Trinom eine 
durch die unendlich ferne Gerade L^ = zu einem Paar er- 
gänzte Gerade L^ = 0. Die Asymptotenparallelen ig = 
2^4 = treffen die Curve in zwei endlichen Schnittpunkten 

von der Sehne L. = 0. 

■*■ < 

Speciell zeigt die allgemeine Gleichung der Parabel 
{ax + ßyy + {2a^x + 2a^y + a^) <= (§ 211), 



Die Normal- GleichQDgsform des Eegelschnittes. 445 

als von der Form L^L^ — Tel? = 0, dafs die Gerade 2a^^x 
+ 2a28y + «33 = und die unendlich ferne die Curve in 
den Punkten des Durchmessers aa? + /Sy == berühren. Von 
derselben Art ist auch die auf die Asymptoten bezogene 
Hyperbelgleichung xy = ¥ = {0 - x + - y ^If (§ 178), 
nach welcher a; «= 0, y = Tangenten der Curve mit un- 
endlich ferner Berührungssehne sind. 

277. Die Normal-Gleiohtingsform 

l,L,^ + kL,^ + «3 V = 
definirt einen Kegelschnittj bezüglich dessen die Geraden L^ = 0, 
ig = 0, Z3 = Seit-en eines Polardreiecks sind (§ 159). 

Im bisherigen Zusammenhange erkennt man dies^ indem 
man sie in drei äquivalenten Formen schreibt, deren eine Seite 
nur je eines der Quadrate bildet. Denn die Form ^2-^2^ + ''a-^j 



2 



3 



= — h-^i^ zeigt, dafs Zg-^a^ + h^s^ ™= ^ ^^^ Linienpaar dar- 
stellt, das zu dem Paare ig = 0, ig = harmonisch ist 
und aus den Tangenten der Curve zu der Berührungssehne 
ij = besteht. Also ist die Ecke ig = 0, Lg = der Pol 
der Seite i^ =0. Ebenso folgt aus Zgig^ + h^^i^ *= — ^2-^2* 
und Zjii^ + Zgig* = — h^&^9 ^^^s ^3 = 0? ii = die Polare 
ig = und ij = 0, ig = die Polare ig = hat. 

Setzen wir ein reelles Polardreieck voraus, so haben wir 
zu unterscheiden, ob die drei Coefßcieuten l, m, n dasselbe 
oder ob nur zwei von ihnen dasselbe Vorzeichen haben. 
Nur im zweiten Falle ist der definirte Kegelschnitt reell. 
Nehmen wir etwa l^ = Aj^, Zg = Xg*, Zg == — Ag^ an, so sind 
die zu den Seitenpaaren des Dreiecks harmonischen Tangenten- 
paare A2ia + A3ig = 0, k^L^+X^L^^^^O und Aiii + iAgig=0, 
womit die Lage des Dreiecks gemäfs § 159 verdeutlicht wird. 
Speciell für A^^i^^ + l^^L^^ == c(Lq = c) besteht das Polar- 
dreieck aus der unendlich fernen Geraden und zwei con- 
jugirten Durchmessern i^ ==0, ig = 0. 

In gleicher Weise bestätigt man, dafs die Gleichung 

%l-^l + 2012^^2 + 0^22^2 = «sgig 

einen Kegelschnitt bezeichnet^ für welchen der Punkt i^ = 0, 
ig == der Pol der Geraden ig = ist; denn die linke 
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Seite stellt, durch Null gesetzt, ein Liuienpaar durch jenen 
Punkt dar. Ist speciell ij = 1, so haben wir die Central- 
gleichung für das Centrum L^ = 0, L2 = (§ 164). 

Nun besitzen aber zwei Kegelschnitte ein gemeinsames 
Polardreieck, daher können wir im dllgemeinen die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte gleichzeitig auf die Normcdform gebracht 
voraussetzen: 

Jedoch erscheinen diese Darstellungsformen imaginär, wenn 
das Polardreieck imaginär ist, d. L wenn zwei reelle und 
zwei imaginäre Schnittpunkte existiren (§ 271). 

278. Wenn zwei Kegelschnitte mit einem dritten in doppelter 
Berührung sind, so gehen .ihre Berührungssehnen mit diesem 
und eines von ihren drei Schnittsehnenpaaren durch einen Punkt 
und hüden ein harmonisches Büschel. 

Für /S «= als die Gleichung des dritten Kegelschnittes 
sind S + ii* = 0, S + L2^ = die Gleichungen der beiden 
ersten. Durch Subtraction derselben von einander erhält man 
als Gleichung der fraglichen Schnittsehnen L^^ — ^2^ = ^5 
aber die Geraden Zy^ + ig = ^ sind zu den Berührungssehnen 
ii = 0, L2 = harmonisch. 

B. 1) Wenn zwei Kegelschnitte in doppelter Berührung sind, 
so schneiden sich die Seimen, welche ein durch die Berührungs- 
punkte willkürlich gelegter Kegelschnitt mit beiden bestimmt, 
auf der Berührungssehne. 

Die Gleichungen S=0, S+L^^=0, /S'+XiX2=0 enthalten 
den Beweis. Für Linienpaare durch die Berührungspunkte und für 
Hyperbeln mit denselben Asymptoten ergeben sich speciellere Sätze. 

2) Die Berührungssehnen von zwei Kegelschnitten mit einem 
Paare ihrer gemeinschaftlichen Tangenten gehen durch den Schnitt- 
punkt eines Paares ihrer gemeinsamen Sehnen.^®) 

Wenn man den Kegelschnitt S = als ein Linienpaar denkt, 
so erhält man diesen Satz als einen Specialfall des Hauptsatzes. 

Wenn die Asymptoten einer Hyperbel eine Ellipse berühren, 
so sind zwei ihrer Schnittsehnen der Berührungssehne parallel 
und von ihr gleichweit entfernt. 

3) Die Diagonalen eines einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
und die des entsprechenden ihm umgeschriebenen Vierecks gehen 
durch einen Punkt und trennen einander harmonisch. 
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Dies ist der specielle Fall von dem Satze des Textes, in 
welchem die Kegelschnitte iS + X^^ = 0, S -\- L^ = sich auf 
je ein Linienpaar reduciren. Der Beweis kann aber für diesen 
Fall auch direct geführt werden wie folgt: Sind T^ =0, ^2 = 0; 
Tg = 0, T^ = die Gleichungen von zwei Tangentenpaaren und 
Xj =0, Zg = die ihrer Berührungssehnen, d. h. der Diago- 
nalen des entsprechenden eingeschriebenen Vierecks, so kann 
man die Gleichung des Kegelschnittes in jeder der Formen 
Tj T^ — L^ = 0, Tg T4 — Xg^ = schreiben. Daher sind 
diese identisch oder nur um einen constanten Factor verschieden, 
d. h. es entspringt die Identität T^T^—l Tg T4 = L^ — IL^, In 
dieser drückt die rechte Seite durch ihr Verschwinden ein Linienpaar 
aus, das mit Xj == 0, Xg = ein harmonisches Büschel bildet, 
während die linke Seite zeigt, dafs diese Geraden die Punkte verbinden 

Ti = T3 = 0, T2 = T4 = und Ti = T4 = 0, T^^T^ = (^, 

4) Man stelle die Gleichungen der Diagonalen des Vierecks 
auf, welches von den Tangenten eines Centralkegelschnittes in 
den vier Punkten gebildet wird, denen die excentrischen Winkel 
2a, 2/5, 2y, 2rf entsprechen. 

In diesem Falle ist (§ 173) 

Ti = I cos 2a + 1 sin 2a — 1, T^ = |cos 2/3 + | sin 2/5 — 1; 

X = — COS (« + 1^) H" f^ sin (a + /5) — cos (a — j5) , 
und man findet leicht 

T,T^ -L^ sin« („ _ |S) (?! + |1 _ l[, u. s. w. 

Nach den Ergebnissen von 3) findet man für die Diagonalen 

Xj sin (y — tf ) = 4- Xg sin (a — ^). 

279. Wmn drei Kegelschnitte in doppelter Berührung mit 
einem vierten Kegelschnitt sind, so gehen die Schnittsehnen der 
drei Paare y welche sich auf einer Berührungssehne schneiden^ 
viermal zu je dreien durch einen Punkt, 

Denn, sind die Gleichungen der Kegelschnitte von der Form 

so sind die ihrer Schnittsehnen, zu dreien geordnet, 
Li — Xg = 0, X2 — Xg = 0, X3 — Xi = ; 
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Wie in § 278 können specielle Fälle dieses Satzes ge- 
bildet werden^ indem man yoranssetzt, dafs einer dieser Kegel- 
schnitte oder mehrere von ihnen zerfallen. So z. B. bezeichnet 
/S == 0; wenn dieser Kegelschnitt in ein Linienpaar degenerirt, 
zwei gemeinschaftliche Tangenten der Kegelschnitte iS+Lg*™^, 
S + L^^ = 0; wenn dann L^ = eine durch den Schnitt- 
punkt dieser Tangenten gehende Gerade ausdrückt, so zer- 
fällt auch S + Li^ = in ein Paar von Geraden, die durch 
den Schnittpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten gehen. 
Wenn man durch den SchniUpimkt von 0tm gemeinsamen Tan- 
genten zweier Kegelschnitte ein Faar von Geraden sieht, so 
schneiden sich die Verbindtmgsgeraden der Schnittpunkte dieser 
Geraden mit dem ersten und zweiten Kegelschnitt in Punkten 
einer der Schnittsehnen der Kegelschnitte, Dies ist die Er- 
weiterung eines in § 136 für Kreise bewiesenen Satzes und 
läfst erkennen, wie die Schnittpunkte dabei einander zu- 
zuordnen sind. Insbesondere schneiden sich die Tangenten in 
den Schnittpunkten jener Geraden mit den Kegelsdinitten in einer 
der Schnittsehnen. 

280. Satz von Brianchon. Wenn die durch 5+ A^ = 0, 
S + ig^ = 0, S -j- ig^ = dargestellten Kegelschnitte sämmt- 
lich in Linienpaare zerfallen, so bilden sie ein dem Kegel- 
schnitt S = umgeschriebenes Sechsseit; die Schnittsehnen 
sind Diagonalen dieses Sechsseits, und man erhält den Satz 
von Brianchon:'^^) In jedem einem Kegelschnitt umgeschriebenen 
Sechsseit schneiden sich die drei Verbindungsgeraden der Gegen- 
ecken in einem Punkte, Wenn die Seiten des Sechsseits in 
irgend einer Reihenfolge durch 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet 
sind, so sind die Verbindungslinien der Schnittpunkte 12 
und 4 5; 2 3 und 5 6, 3 4 und 6 1 die im Satze bezeichneten 
Diagonalen, deren Schnittpunkt der zu dieser Reihenfolge 
gehörige Brianchon'sche Punkt heilst. 

Durch Vertauschung der Ordnung der Seiten des Sechs- 
seits lassen sich aber aus ihnen ^ • 1 • 2 • 3 • 4 • 5, d. i. 60 ver- 
schiedene Brianchon'sche Sechsseite bilden, und für jedes der- 
selben gilt der ausgesprochene Satz, existirt also ein Brianchon- 
scher Punkt. 
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Der Beweis kann auch folgendermafsen (vgl. § 278, 3) ge- 
führt werden. Sind 

äquivalente Formen der Gleichung des Kegelschnittes S = 0, 
so stellen L^=^ L^ = ig drei Diagonalen dar, die sich in 
einem Punkte schneiden. Da aber keine Regel gegeben ist, 
nach der die durch die Gleichung i^ = + L2 dargestellte 
Diagonale des Vierseits T^T^T^T^ bestimmt werden kann, 
so beweist dieser Schlufs nur dies, dafs die Verbindungs- 
linien der Punkte 12 und 45, 2 3 und 56 sich entweder 
in der Verbindungsgeraden von 3 4 und 6 1 oder von 1 3 
und 4 6 begegnen. Wäre jedoch das letztere der Fall, so 
würden die Dreiecke 1, 2, 3 und 4, 5, 6 perspectivisch col- 
linear liegen (§ 64, 4), daher die Schnittpunkte von 1, 4; 2, 5; 
3, 6 in einer Geraden enthalten sein; wenn wir also fünf 
von diesen Tangenten bestimmen, so müfste die sechste durch 
einen festen Punkt gehen, statt einen Kegelschnitt zu um- 
hüllen. Also ist nur die erste Folgerung zulässig. 

281. Der Satz von Brianchon bietet das Mittel, am fünf 
gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes alle Tangenten desselben zu 
construiren. Dabei sollen keine drei Tangenten durch einen Punkt 
gehen, da sonst die Curve in ein Punktepaar degenerirt (§ 250). 

Denn wenn wir auf einer von ihnen, etwa 1, einen 
Punkt P annehmen, so können wir die zweite Tangente 6 
des Kegelschnittes von P aus mit Hilfe dieses Satzes be- 
stimmen: die Verbindungslinien der Punktepaare 12, 45; 
23, 56; 34, 61 schneiden sich in einem Punkte 0; nach 
der Voraussetzung sind die Geraden 12, 45 und 34, 61 
d. i. 34, P bekannt, somit auch ihr Schnittpunkt 0; zieht 
man daher die Gerade 0, 2 3, so schneidet dieselbe die Tan- 
gente 5 in einem Punkte Q, welcher der Tangente 6 aus P 
ebenfalls angehört; PQ ist also diese Tangente 6. Man kann 
sagen: Die Tangente 6 ist die Basis eines veränderlichen Drei- 
seits, dessen Basisecken sich auf den festen Geraden 1 und 5 
bewegen, während sein Scheitel die Gerade 1 2, 4 5 beschreibt, 
und sei/ne Seiten sich um die festen Funkte 2 3 und 3 4 drehen, 

Salmon-Fi edler, anal. Oeom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 2Si 
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Es fordert nur eine specielle Anwendung dieser Methode, 
um aws fünf Tangenten 1, 2, 3, 4, 5 eines Kegelschnittes den 
Berührungspunkt T einer unter ihnen is. B. von 1 m ermitteln. 

Man läfst die sechste Tangente 6 mit 1 zusammenfallen 
und bestimmt ihren Schnittpunkt T mit derselben (§ 251), 
d. h. man zieht die Gerade 1 2, 4 5 und schneidet sie mit 
2 3, 5 6 oder 5 1 in 0, zieht dann 3 4, und erhält T auf 
1 6 da, wo diese Gerade sie schneidet. So sind also auch die 
Punkte des Kegelschnitts zu construiren und man erkennt, 
dafs die Angabe einer Tangente mit ihrem Berührungspunkt 
der von 0wei Tangenten äquivalent ist. 

Weil die Construction nur Schnittpunkte von Geraden 
und Verbindungsgeraden benutzt, nennt man sie linear. Aus 
fünf Tangenten ist eine Curve zweiter Glosse durch lineare Con- 
struction bestimmt. Die Construction nimmt sehr specielle 
Formen an, wenn sich unter den Tangenten der Central- 
curven eine Asymptote, bei der Parabel die unendlich ferne 
Gerade befindet. 

B. 1) Man soll zu fünf Tangenten das Centrum des Kegel- 
schnittes bestimmen. 

Dazu ist nur nötige die zu einer der gegebenen parallele 
Tangente (PO unendlich fem) und für diese beiden die Be- 
rührungspunkte zu construiren; die Verbindungslinie derselben 
ist ein Durchmesser, sein Halbirungspunkt das Centrum. 

2) Man construire die Hyperbel aus einer Asymptote und 
drei Tangenten. 

Die Asymptote heifse 1 und 2, ihre Richtung ist 12. 

3) Welches ist die einfachste Construction der Hyperbel 
aus den Asymptoten und einer Tangente? 

Man mache die unendlich ferne Gerade zu einer Diagonalen. 

4) Man zeige die Halbirung des Segmentes einer Tangente 
zwischen den Asymptoten durch den Berührungspunkt (§ 188) 
als Specialfall der Construction. 

5) Man construire eine Parabel aus vier Tangenten, ins- 
besondere ihren Berührungspunkt mit einer derselben. 

282. Eegelsohnittsohaar. Die Brianchon^sche Construc- 
tion zeigt deutlich, dafs von den Kegelschnitten mit vier 
festen Tangenten nur einer eine gegebene Gerade der Ebene 
berührt. Wenn wir die Gleichung eines solchen Kegelschnittes 
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in Liniencoordinaten schreiben, so mufs sie also eine un- 
bestimmte Constante linear enthalten, da diese durch Ein- 
setzung eines Wertepaares |' | r{ eindeutig bestimmt sein 
mufs. Daher haben wir nach dem Dualitätsprincip das Recht, 
die symbolischen Formeln auch nach Liniencoordinaten zu 
interpretiren (§ 79). 

Bedeuten 27^ ^= 0, Zl2 = die Tangentialgleichungen 
zweier Kegelschnitte, so stellt die einen Parameter x linear 
enthaltende Gleichung 

jeden Kegelschnitt dar, der die gemeinschaßlichen Tangenten der 
Kegelschnitte 2^^ = 0, 2^2 = berührt. Man nennt das System 
der einem Vierseit von Grundtangenten eingeschriebenen Kegel- 
schnitte eine Kegelschnittschaar. Büschel und Schaar sind duale 
Begriffe*). Wir kennen ein Beispiel schon in der Schaar der 
confocalen Kegelschnitte (§ 250). 

Der Parameter kann wiederum auf dreifache Weise so 
bestimmt werden, dafs die linke Seite der Gleichung Z^ — kZ^ 
in lineare Factoren ^j, ^g zerfallt (§ 270). Dies geschieht 
aber, sobald eine fünfte Tangente gegeben ist, welche durch 
eine Ecke des Yierseits geht. Also sind in dem vollständigen 
Grundvierseit die drei Gegeneckenpaare zerfallende Kegelschnitte 
der Schaar. Eines derselben ist stets reell. 

Daher kann die Gleichung einer Schaar stets in der 
Form geschrieben werden (§ 273) 

S — TcA^A^ = 0, 

wo ^1 «=s 0, ^2 =" ö reelle Schnittpunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangentenpaare darstellen. Die Tangentialgleichung 
eines einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnittes ist von 

der Form (§ 273) 

A^A^ — kA^A^ = 0. 

Die Kegelschnitte Z — tiA^A^^O berühren 2?=0, wenn 
entweder einer der Punkte A^ = Oy A^'^O auf dem Kegel- 



*) Wir wollen diese Gegenüberstellung festhalten, obwol über- 
haupt auch jedes lineare System von Curven, als Orte oder Enveloppen 
betrachtet, ofb als eine Curvemchaar bezeichnet wird. 

29* 
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schnitt 27 = liegt oder die Verbindungsgerade von beiden 
denselben berührt (§ 274). 

Die Kegelschnitte U = und 27 — x^^ = berühren 
einander doppelt, so dafs ^ = den Schnittpunkt der ge- 
meinsamen Tangenten, den Berührungspol bezeichnet. Während 
im allgemeinen zwei Kegelschnitte ein Büschel und eine 
Schaar als ganz verschiedene Systeme bestimmen, häden 
doppeUberührende Kegdschnitte gleichzeitig ein Büschel und eine 
Schaar. Sind insbesondere ^^ = 0, A^ = die Berührungs- 
punkte, A^A,^ = also ein zerfallender Kegelschnitt der 
Schaar, so läfst sich diese auch in der Gleichungsform dar- 
stellen 

A^A^ — kA^ = 0. 

Ferner liefert § 279 den Satz: Wenn drei Kegelschnitte in 
doppelter Berührung mit einem vierten sind, so liegen die 
Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare viermal zu 
dreien in einer Geraden. Man erkennt schon, dafs dies auf 
einen zum Brianchon'schen dualen Satz führen mufs, den wir 
in § 284 auf anderem Wege entwickeln. 

Namentlich aber ist die ganze Polarentheorie dualistisch 
übertragbar. Denn nach der Definition des Teilverhältnisses 
in einer Punktreihe 5 — l^ \ri — Xri in §77 gibt die Ein- 
setzung dieser Coordinaten in eine Gleichung zweiten Grades 
27=0, und die Bedingung, dafs der Coefficient von A in 
dem Substitutionsresultat verschwinde, die Relation (§ 157) 

A,,^^ + A,, (r^ + ni) + A^nn + A,, (r + i) 
+ ^23 iyi +n) + -^83 = 0. 

Ersetzen wir also A^^ etc. durch A^^ — ^^ii' ^tc, so sehen 
wir: Die Pole einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte 
einer Schaar bilden eine gerade Punlctreihe, Die einander so 
zugeordneten Geraden heifsen doppelt conjugirte Polaren. Es 
ist nur ein Specialfall davon: Der Ort der Centra der einem 
Vier seit eingeschriebenen Kegelschnitte ist eine Gerade; nach 
§ 163 sind die Coordinaten der Centra 
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Weil die drei Gegeneckenpaare des Grund vierseits Kegel- 
schnitte der Sehaar sind, welche die Mitten der von ihnen 
begrenzten Strecken zu Mittelpunkten haben, so geht die 
Mittelpunktsgerade durch diese. 

283. Iiineare Eegelsohnittsysteme. Die symbolische 
Bezeichnung führt über die Betrachtung des durch zwei 
Kegelschnitte bestimmten Systems (Büschel und Schaar) 
hinaus. Besteht zwischen den Gleichungen von drei Kegel- 
schnitten in Punktcoordinaten 8^ = 0, S^ = 0, /Sg = keine 
identische, lineare Relation (§ 273), so heifsen dieselben linear 
unabhängig. Bezeichnen ferner k ^^Ic^iTc^y ^l ^^^Jc^i h^ zwei 
durchaus willkürliche Parameter, so bilden die Kegelschnitte, 
deren Gleichungen in der Form 

enthalten sind, ein System, welches wir nach Analogie von 
§ 128 ein KegelschniUnets nennen. Unter den Kegelschnitten 
eines solchen Netzes befinden sich noch unendlich viele, 
welche durch einen gegebenen Punkt gehen und zwar bilden 
dieselben ein Büschel. Denn durch Einsetzung der Coordinaten 
des Punktes gewinnen wir eine Gleichung, welche h^ : \ linear 
durch ifcg-^i auszudrücken gestattet, dürfen also nur noch 
einen linearen Parameter als willkürlich betrachten (§ 268). 
Da das Netz unendlich viele Büschel enthält, sagt man, 
es umfasse zweifach unendlich viele Curven oder das Net0 
ist ein lineares Kegehchniitsystem zweiter Stufe, das Büschel 
ein solches erster Stufe. Die Kegelschnitte des Netzes hängen 
statt von fünf nur von zwei willkürlichen Constanten ab; 
also müssen die fünf Constanten eines jeden drei linearen, 
unabhängigen Bedingungen genügen, wie aus der Algebra der 
linearen Gleichungen bekannt ist. Man kann das drei ge- 
gebenen linearen Bedingungen genügende Netz dadurch bilden, 
dafs man drei Coefficientengruppen aik, htk, Cik bestimmt, 
welche denselben genügen, denn dann befriedigen auch 
\(^ik + \hik + ^Oik dieselben. Somit bilden alle durch 
drei Punkte gehenden Kegelschnitte ein Netz, aber dies 
sind nicht mehr allgemeine Netze, da drei beliebig gewählte 
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Kegelschnitte S^ = 0, Sj = 0, Ä, = keine Punkte gemein 
haben. 

Setzen wir die Gurven als Tangentengebilde Yorans, so 
gelten dieselben Betrachtungen dualistisch. Sind S^ "» 0, 
27j =a 0, £3 = die Tangentialgleichungen von drei Kegel- 
schnitten, welche nicht derselben Schaar angehören ^ so 
definirt 

«i2;i + x,2;, + xs 2:3 = 

auch ein lineares Kegelschnittsystem zweiter Stufe, welches 
man aber etwa als KegelschniUgew^ kennzeichnet. Die Curven 
desselben genügen drei für die Coef&cienten Äa^ Buf Cik 
(§ 163) linearen Bedingungen, können in speciellen Systemen 
z. B. drei feste Gerade berühren. Solchen Systemen sind 
wir in der Lehre vom Kreise nicht begegnet, weil es nicht 
unendlich viele Kegelschnitte gibt, die durch zwei feste Punkte 
gehen und drei weiteren Bedingungen genügen. 

Sind nun femer S^ = 0, Ä^ = 0, Sg = 0, /S4 = bez. 
2?j = 0, 2^2 = 0, 2^3 «=a 0, 2^4 = vier Kegelschnitte, welche 
nicht demselben Netz bez. Gewebe angehören, so stellt die 
drei Parameter enthaltende Gleichung 

Jc,S, + k,S, + Ä3S3 + k^S^ = 0, 
bez. 

x,S, + x,2J^ + XgZg + x,2;, = 

lineare Systeme dritter Stufe dar, welche unendlich viele Netze 
bez. Gewebe enthalten. Und endlich kann man genau so 
zu Kegelschnittsystemen vierter Stufe aufsteigen, welche noch 
einer einzigen linearen Bedingung genügen und durch fünf 
Curven bestimmt sind, die nicht einem System dritter Stufe 
angehören. Man mufs die Systeme unterscheiden, je nach- 
dem man die Kegelschnitte als Punkt- oder Tangentengebilde, 
in X' oder |-Coordinaten gegeben denkt, etwa in punctudl" 
lineare und in tangentiell-lineare Systeme. 

Durch die Gleichungen von sechs ganz beliebigen Kegel- 
schnitten läfst sich demnach die eines jeden vorgelegten Kegel- 
schnittes linear darstellen, denn es sind dann fünf Oonstanten 
verfügbar. 
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284. Wenn drei Kegelschnitte dieselben zwei Punkte gemein 
haben, so gehen ihre drei Schniüsehnen, welche keinen dieser 
Punkte enthalten, durch einen Punkt 

Ist Ä = die Gleichung des einen Kegelschnittes, L = 
die Gleichung der allen gemeinsamen Sehne, so sind die 
Gleichungen der beiden andern Kegelschnitte von der Form 
S + LL^ = 0, 5 + Zrig == 0; die Gleichung ihrer Schnitt- 
sehnen ist daher L{L^ — ig) ==0; die Gerade L^ — i^ = 
geht aber durch den Punkt L^ = 0, ig = 0. Daher gilt der 
Satz aber für alle Kegelschnitte des durch die drei bestimmten . 
speciellen Netzes S + L (Äji^ + Ägig). 

Der Satz dehnt auf diese Kegelschnitte den Satz über 
die Radicalaxen von drei Kreisen aus (§ 121), da diese letzteren 
die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene zur gemeinschaft- 
lichen Sehne haben. Der Satz des § 279 erscheint als fernere 
Erweiterung desselben: drei Kegelschnitte, welche mit einem 
vierten Kegelschnitt in doppelter Berührung sind, besitzen 
vier Radicalcentra, in deren jedem drei ihrer gemeinschaft- 
lichen Sehnen sich schneiden. An die Stelle des sie alle 
doppelt berührenden Kegelschnittes treten im Falle der Kreise 
die zwei Punkte, die ihnen allen gemein sind. Der obige 
Satz kann wie in § 121 so ausgesprochen werden: Die Kegel- 
schnitte eines Büschels bestimmen mit einem festen, durch zwei 
der Grundpunkte gehenden Kegelschnitte Schnittsehnen durch einen 
festen Punkf^^) Man erkennt so, dafs zahlreiche frühere Sätze 
specielle Formen allgemeinerer Sätze über Kegelschnitte durch 
zwei feste Punkte sind. 

B. Durch die Voraussetzung, dafs einer der drei Kegel- 
schnitte in ein Linienpaar OA^ OB de- 
generirt, entsteht der Satz: Wenn man 
durch zwei Schnittpunkte -4, B von zwei 
Kegelschnitten Gerade zieht, welche diese 
in den ferneren Punktepaaren P, p bez. 
§, q schneiden, so schneiden sich die 
Sehnen PQ, pq in der zweiten Schnitt- 
sehne CD der Kegelschnitte, 

Der Satz gilt insbesondere noch, 
wenn A, B m einen Berührungspunkt der zwei Kegelschnitte 
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zusammenrllcken ; er ist dann anch ein speoieller Fall von einem 
in § 279 gegebenen Satze, weil einer der Schnittpunkte der 
gemeinschaftlichen Tangenten von zwei sich berührenden Kegel- 
schnitten in den Berührungspunkt fällt (§ 131.) 

285. Satz von Pascal:'^) Die drei Schnittpunkte der Gegen- 
seitenpaare eines in einen Kegelschnitt eingeschriebenen Sechs- 
ecJcs liegen in einer Geraden, der PascaV sehen Linie desselben. 

Wir bezeichnen die Ecken des Sechsecks durch 1, 2, 3, 
4, 5, 6 und wollen durch L^^ = die Gleichung der Ver- 
bindungsgeraden von 1 mit 2 ausdrücken etc.; dann mufs 
die Gleichnng des Kegelschnittes, da er dem Viereck 12 34 
umgeschrieben ist, sich in der Form schreiben lassen 

L,,L^-L^L,^^0 (§273); 

da er auch dem Viereck 4561 umgeschrieben ist, so mufs 
dieselbe Gleichung in der Form ac^szudrücken sein 

-^46^61 ■"" ^66^14 = 0. 

Die Identität beider Ausdrücksformen gibt die Gleichung 

^2-^84 "" -^46 -^61 = ^14 (-^23 "" -^öc)' 

Die linke Seite der Gleichung, die, gleich Null gesetzt, ihrer 
Form zufolge eine dem Viereck der Punkte 1; 4; 12, 45; 
34, 61 umgeschriebene Figur darstellt, mufs somit in zwei 
Factoren zerlegbar sein, die nur die Diagonalen dieses Vier- 
ecks darstellen können. Nun ist L^^ = diejenige Diagonale, 
welche die Ecken 1 und 4 verbindet, also mufs L^ — Lf^ = 
die andere Diagonale sein, welche die Ecken 12, 45; 34, 61 
mit einander verbindet. Da aber die Form ihrer Gleichung 
sie als eine durch den Punkt 23, 56 gehende Gerade charakte- 
risirt, so liegen notwendig die drei Punkte 12, 45; 23, 56; 
3 4, 6 1 in einer Geraden. '*) 

B. l) Wenn A^ B, C drei Punkte einer Geraden und Ä\ 
B\ C' drei Punkte einer andern Geraden sind, so liegen die 
Schnittpunkte B C\B^ C,G Ä\C' A, A:^ Ä B in einer Geraden. 

Dieser specielle Fall (§ 94) des Pascal' sehen Satzes gilt auch 
dann noch, wenn die zweite Gerade unendlich fern ist, also die 
Linienpaare BC\ C'-4; (7J.', Ä B-^ AB^^ B' parallel zu drei 
verschiedenen Geraden gezogen sind. 

2) Wenn man vier Gerade auf alle Arten zu dreien com- 
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binirt, so entstehen vier Dreiecke; die Höhenschnittpunkte dieser 
Dreiecke liegen in einer Geraden.'^) 

Sind a, 6, c, d die vier Geraden und a\ h\ c\ d' die zu 
ihnen rechtwinkligen Linien der Construction^ so ergibt sich der 
Beweis durch die Anwendung des Satzes von 1) auf die drei 
Schnittpunkte von a^ h, c mit d und die drei unendlich ent- 
fernten Punkte von a\ b\ c , Der Satz folgt auch aus dem 
Steiner'schen Satze in § 229, l, denn die vier Höhenschnittpunkte 
müssen in der Directrix der Parabel liegen, welche die vier 
Geraden zu Tangenten hat. Die Verbindungslinie der Mitten 
zwischen den Paaren der Gegenecken des Vierseits der vier 
Geraden ist zur Axe dieser Parabel parallel, also auf der vorigen 
Geraden rechtwinklig. 

3) Der angezogene Satz von Steiner ist selbst ein specieller 
Fall von Brianchon's Satz;"^*) denn sind a, 6, c drei Tangenten 
der Parabel, und bezeichnen a\ b\ c drei zu ihnen rechtwinklige 
Tangenten, ist überdies oo die unendlich ferne Gerade, so be- 
trachten wir die sechs Tangenten a, &, c, c\ oo, a und sehen, 
dafs die Geraden a&, c'oo; fec, a'cx); cc\ ad sich in einem 
Punkte schneiden; von ihnen sind aber die beiden ersten Höhen 
des betrachteten Dreiecks, und die letzte ist die Directrix, in 
welcher jedes Paar rechtwinkliger Tangenten sich schneidet (§ 227). 

286. FasoaPs Theorem gestattet, aus fwnf Punkten 
eines ^Kegelschnittes denselben Funkt für Punkt zu construiren. 
Dabei sollen keine drei Punkte in einer Geraden liegen, an- 
sonst die Gerade dieser drei Punkte und die Verbindungs- 
gerade der beiden übrigen ein Linienpaar als Degenerations- 
form bilden. 

Denn, wenn wir irgend eine Gerade p durch einen, etwa 
den ersten der gegebenen Punkte 1, 2, 3, 4, 5 ziehen, so 
können wir den Punkt 6 bestimmen, in welchem sie den 
Kegelschnitt ferner schneidet, und so beliebig viele Punkte 
des Kegelschnittes erhalten. Die Schnittpunkte von 1 2 und 
4 5, 2 3 und 5 6, 2 4 und 6 1 liegen nun in derselben Geraden o, 
und nach der Voraussetzung sind die Punkte 1 2, 4 5 und 
3 4, 6 1 (p), also auch die Linie o bekannt; somit bestimmt 
die Verbindungslinie o von 5 mit dem Schnittpunkt von o 
und 23 auf der Geraden p (l 6) den Punkt 6. In andern 
Worten: Der Punkt 6 ist die Spitze eines veränderliehen Drei- 
eckSj dessen Seiten hez, Basis durch feste Punkte 1, 5 hez. 1 2, 
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45 gehen, während seine Basisecken sich längs fester Geraden 
23, 3 4 bewegen. (Vgl. § 46, 2).") 

Diese Construction liefert durch die Specialisirung, dafs 
zwei Punkte mit einander zusammenfallen, die Tangente t in 
einem von fünf gegebenen Funkten eines Kegelschnittes. Nennt 
man z. B. 1 zugleich 6, so verbindet o die Punkte 12, 45 
und 23, 56 (51) und im Schnittpunkt von o mit 34 erhält 
man einen Punkt der Tangente 1 6. 

Ans fünf Punkten ist eine Cnrve zweiter Ordnung durch 
lineare Construction bestimmt und zwar zählt die Angabe 
eines Punktes nebst der in ihm berührenden Tangente für 
zwei Punkte (vgl. § 281). Vereinfachungen bietet die Be- 
nutzung der unendlich fernen Punkte. 

Der Brianchon'sche Punkt eines dem Kegelschnitte umge- 
schriebenen Sechsseits ist der Pol der PascaVschen Linie des 
Sechsecks der Berührungspunkte. Denn, geben wir der Tan- 
gente und dem Berührungspunkt dieselbe Bezeichnung, nennen 
also Sechsseit wie Sechseck 12 3 45 6, so ist die Verbindungs- 
gerade der Tangentenschnittpunkte 1 2, 4 5 die Polare des 
Schnittpunktes der Verbindungsgeraden 1 2, 4 5 der Be- 
rührungspunkte, u. s. w. (§ 157). 

Dieser Satz könnte umgekehrt als eine blofse Folgerung 
aus der Polarentheorie dazu dienen, um aus dem Satze von 
Pascal den von Brianchon abzuleiten oder umgekehrt. Je- 
doch leistet dies schon das Dualitätsprincip des § 79. Nach 
den Erörterungen des § 181 darf jeder rein descriptive Satz, 
der von Punkten einer Curve zweiter Ordnung handelt, un- 
mittelbar auch für die Tangenten einer Curve zweiter Classe 
dual ausgesprochen werden (vgl. § 282). Unser Satz gibt 
aber eine constructiv specialisirte duale Beziehung, welche 
uns erlaubt, die weiteren üeberlegungen an der PascaVschen 
Figur allein durchzuführen. 

Ein sehr nützlicher Specialfall des Satzes entsteht durch 
Zusammenfallen der Seiten- bez. Punktepaare 12, 34, 5 6. 
In einem umgeschriebenen Dreieck schneiden sich die Verbindungs- 
linien der Berührungspimkte mit den Gegenecken in einem Punkt Oj 
und die Schnittpunkte der Berührungsseimen mit den Gegen- 
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Seiten liegen auf der Polare oder der Harmonieale o (§ 64, i) 
von jenem, 

B. 1) Aus fünf Punkten eines Eegelschnittes sein Centrum 
zu bestimmen. 

Man ziehe 1 6 parallel zu 3 4 und bestimme den auf ihr 
gelegenen Punkt 6 des Eegelschnittes; dann sind 3 4 und 16 
zwei parallele Sehnen, und die Yerbindungsgerade ihrer Mittel- 
punkte ist ein Durchmesser. Indem man ebenso auf 5 6^^ parallel 
2 3 den Punkt 6' des Kegelschnittes bestimmt, findet man einen 
zweiten Durchmesser und damit das Centrum. 

2) Man construire die Hyperbel aus den Asymptotenrich- 
tungen 1, 2 und drei Punkten 3, 4, 5. 

3) Man construire sie aus den Asymptoten und einem 
Punkte, insbesondere die Tangente in diesem. 

4) Man construire die Parabel aus der Axenrichtung und 
drei Punkten. 

5) Generationsmethode Mac Laurin's: Man bestimme den 
Ort der Spitze eines Dreiecks, dessen Seiten bez. durch drei 
feste Punkte gehen, während die Basisecken sich in zwei festen 
Geraden bewegen. 

Sind i==0, itf=0, ^=0 die Gleichungen der Seiten 
des von den drei festen Punkten gebildeten Dreiecks, so können 
nach § 60 die festen Geraden ^, ^' in der Form 

IL + mM + nN=0, V L + m'M + «'JV = 

ausgedrückt werden; und ist dann X =3 jititf die Basis, so ist die 
Gerade, welche den Punkt Jf = 0, ^=0 mit dem Schnitt- 
punkt der Basis mit g verbindet, durch (ifi + w) Jlf + n^= 0, 
dargestellt und die Gerade, welche den Punkt X = 0, JV= 
mit dem Schnittpunkt der Basis mit g' verbindet , durch 
(rji* + rn) L -f- n ikN = 0. Die Elimination von p zwischen 
den beiden letzten Gleichungen gibt die Gleichung des gesuchten 
Ortes in der Form 

ImLM = {mM + nN) {V L + nN), 

d. h. derselbe ist ein Kegelschnitt, welcher durch die vier Punkte 

Jlf == 0, J^ = 0; JV = 0, i = 0; X =0, IL + mM + nN= 0; 
-Sf == 0, VL -f m'M -f nN = hindurchgeht. 

287. Die vollständige Figur des Fascarschen Sechsecks. 
Wie im Falle des Satzes von Brianchon können wir eine 
Anzahl von 60 verschiedenen Fascarschen Sechsecken aus 
den nämlichen sechs Punkten erhalten^ wenn wir die Ordnung 
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ihrer Aufeinanderfolge ändern. Die entsprechenden Pascal- 
schen Linien bilden, wie dort die entsprechenden Punkte, ein 
System mit zahlreichen interessanten Eigenschaften. 

Da z. B. der Kegelschnitt des § 285 auch dem Viereck 
23 56 umgeschrieben ist, so kann seine Gleichung auch in 
der Form L^^L^q — ^^s^be = ausgedrückt werden, und ihre 
Identität mit der zuerst gegebenen Form in § 285 gibt 

woraus wir wie dort schliefsen, dafs die Punkte 12, 36; 
3 4, 2 5; 56, 14 in einer Geraden, nämlich der Geraden 
Li4 — L^ = liegen. In gleicher Weise lernen wir aus der 
Identität der zweiten und dritten Form der Gleichung unseres 
Kegelschnittes, dafs die drei Punkte 4 5, 36;61, 25;2 3, 14 
in einer Geraden igs — ^ia = ^ liegen. Nun schneiden sich 
aber die drei Geraden 

in einem Punkte. Damit ist der Satz von Steiner bewiesen: 
Die drei FascaVschm Linien, welche man für die Anordnung 
der Eckmindmiez. Folgen 123456; 143652,163254*) 
erhält j schneiden sich in einem Punkte Da 2 3 45 61 in der- 
selben Weise behandelt nichts Neues gibt, so liegt in jeder 
Pascäl'schm Linie nu/r ein Steiner'scher Punkt; es gibt zwanzig 
solcher Punkte, 

Ebenso erhält man für die PascaVschen Linien von 
123456, 154236, 156342 die folgenden Ergebnisse. 
Die Gleichung des Kegelschnittes hat, weil er den Vierecken 
1245, 543 6, 6321 bez. umgeschrieben ist, die identischen 
Formen 

As -^24 "~ -^12-^45 = 0, 
-^66-^84 -^46-^36 = ^» 

-^16-^28 -^86 -^12 *^ ^• 

Also sind auch identisch 

As -^24 -^34-^56 = ^46 (A2 ~" Aö) ; 

A4 -^66 — A3 Aß = Ae (As — A2) ? 
As Ae ^15 A4 =^ A2 (Ae As) > 

*) Nur die geradzahligen Ecken sind permutirt. 
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d. h. 15, 34; 24, 56; 12, 36; 

34, 23; 56, 16; 45, 12; 
23, 15; 16, 24; 36, 45 

sind dreimal drei Punkte in je einer Geraden, und diese drei 
Geraden gehen durch einen Punkt — ein Satz von Kirkmann. 
Da die cyclische Verschiebung die Gruppen 

234561, 265341, 261453; 
345612, 316452, 312564 

und keine weitern gibt, so liegen in jeder Pascal' sehen Linie 
drei KirJcmann'sche Funkte; die Anzahl dieser Bunkte ist 
sechzig. * 

Man kann jedoch den gröfsten Teil aller der Sätze, 
welche über die Figur des vollständigen Sechsecks bekannt 
geworden sind, auch entwickeln, indem man die einfachsten 
Principien der Combinationslehre mit den elementaren Sätzen 
über perspectivische Dreiecke verbindet (§ 64,4). 

Sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 die sechs Punkte des Kegelschnittes, 
die wir die Punkte P nennen wollen, so werden sie durch 
fünfzehn Gerade verbunden, die wir die Geraden L nennen 
werden. Jede derselben, z. B. 12, wird von den vierzehn 
anderen geschnitten und zwar durch vier im Punkte 1, durch 
vier andere in 2 und also durch sechs in anderen von 1 
und 2 verschiedenen Punkten, z. B. 1 2, 3 4; etc. Wir wollen 
die letzteren als die Punkte P' bezeichnen; ihre Anzahl ist 
fünfundvierzig, denn in jeder der Linien L sind sechs der- 
selben gelegen, und da zwei Linien L durch jeden Punkt P' 
gehen, so ist ihre Zahl die dreifache Zahl der L. Wenn wir 
die Seiten des Sechsecks in der Ordnung 1234 56 nehmen, 
so sagt PascaVs Satz, dafs diejenigen drei Punkte P' in einer 
Geraden liegen, welche als 12, 45; 23, 5 6; 34, 61 erhalten 
werden. Wir können diese Gerade als die PascaFsche Linie 

{i r /. ^ <^ o I bezeichnen, um die drei Punkte bequem er- 
4 5 • 6 1 • 2 o; 

kennen zu lassen, durch welche sie geht. 

Durch jeden Punkt P' gehen vier Pascal'sche Linien, 

nämlich z. B. durch (12, 45) die Linien 123456, 126453, 
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123546^126543; wir finden also die Zahl der Pascarschen 
Linien ; indem wir die Zahl der Punkte P' mit vier multi- 
pliciren und durch drei dividiren^ weil jede von ihnen drei 
Punkte P' enthält; sie ist also gleich sechzig, in der Tat 
die Zahl der verschiedenen möglichen Anordnungen von 
sechs Zahlen. Betrachten wir nun drei Dreiecke I, II, III 
von den Seiten 12, 34, 56; 45, 61, 23; 36, 25, 14 bez., 
so liegen die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten von 
I und II in einer PascaFschen Linie, die Verbindungslinien 
ihrer entsprechenden Ecken schneiden sich also in einem 
Punkte; diese sind aber 

|1 2-4 5 *3 6| |3 4. 6 1-2 51 f5 6.2 3.141 
l3 4.6 1.2 5r I5 6.2 3.14r ll2.45.36r 

d. i. drei PascaVsche Linien, und wir haben Steiner' s Satz 
wieder gefunden. 

Wir werden den Schnittpunkt als den Punkt G und 

(124536 
34.6125 
56-23.14 

wird offenbar, dafs in jeder PascaVschen Linie nur ein einziger 
Punkt G liegt; denn, wenn die durch die beiden ersten Zeilen 
characterisirte PascaFsche Linie gegeben ist, so erhält man 
die Characteristik des bezüglichen Punktes G durch unter- 
setzen der in ihren Verticalreihen nicht enthaltenen Buch- 
staben unter dieselben. Da aber in jedem Punkte G drei 
PascaFsche Linien zusammentreffen, so ist die Zahl dieser 
Punkte gleich zwanzig. Wenn wir die Dreiecke II, IQ und 
I, III betrachten, so sind die Yerbindungslrnien entsprechender 
Ecken in beiden Fällen dieselben, und die drei Axen der 
OoUineation treffen sich somit in einem Punkte; derselbe ist 

|12.34.56 
aber offenbar der Punkt G von der Characteristik 1 4 5 . 6 1 • 2 3 

(36. 25. 14, 

Steiner hat bemerkt; dafs zwei solche Punkte G in Bezug 
auf den Kegelschnitt harmonisch conjugirt sind, sodafs die 
zwanzig Punkte G in zehn Paare geteüt werden. Die 
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bezeichnen. Damit 



Die Sätze von Cayley und Salmon. 
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und 



Pascarschen Linien, welche durch dieselben gehen, sind für 
den betrachteten Fall bez. 

123654, 163452, 143256; 

123456, 163254, 143652. 

B. Man zeige, dafs die Schnittpunkte der sechs Paare ab- 
wechselnder Seiten eines Pascal'schen Sechsecks in natürlicher 
Ordnung ein Brianchon'sches Sechsseit bilden, und dafs ebenso 
die Verbindungslinien der sechs Paare abwechselnder Ecken eines 
Brianchon'schen Sechsseits in dieser Ordnung ein PascaVscbes 
Sechseck bilden. 

# 288. Betrachten wir nun die Dreiecke 
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2 

45 

12 
36 



12, 

35-46 

26 

35 
24 



|12.35-46| |3 
l45-26-13r ll 



M 



•461 
•15/' 



56 

56-24 
23-15 

56-24 
4-35 



(! 



13 
46 

13 
26 



1. 



I 

IV 



34, 

4.26-15 
6-35-24 

(34-26-151 
12513-46)' 

so sind die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten von I 
und IV drei Punkte derselben Pascal'schen Linie. Die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken, welche daher durch 
einen Punkt gehen, sind aber die drei Pascal'schen Linien 

|12-35-46| f34-26-151 |5613-24 
l34-26.15r 156-13-24/' 112-46-35 

wir können den Schnittpunkt bezeichnen als den Punkt H 

ri2-35-46 

34 - 26 - 15i. Sie weicht von der 
56-13-24 

der Punkte G darin ab, dafs nur eine der Verticalreihen die 
sechs Buchstaben ohne Auslassung oder Wiederholung ent- 
hält. In jeder Pascal'schen Linie gibt es drei Punkte H, 

nämlich in | . _ | die folgenden 



]■. 



von der Oharacteristik 



12-34-561 

45-16-23 

36-24-15 



fl2-34-56i 
4516-23 
13-25-46 



\y 



(12-34-56 
45-16-23,, 
26-35-14 



wo der Strich über der einen Golumne die Vollständigkeit 
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derselben anzeigt Darans entspringt Kirkmann's Erweiterung 
des Steiner'schen Satzes: Die PascaV sehen Linien sehneiden 
sich eu dreien nichi nur in Steiner's zwanzig Punkten G, son- 
dern auch in sechzig andern Punkten H. 

Wenn wir ebenso die Dreiecke I und V betrachten, so 
sind die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken die- 
selben wie fär I und IV^ und die entsprechenden Seiten 
schneiden sich daher in einer Geraden, offenbar einer Pascal- 
schen Linie. Endlich müssen sich die entsprechenden Seiten 
Yon IV und V in drei Punkten einer Geraden schneiden, d. h. 
die drei Punkte H von den Characteristiken 



12.35.46 
45.26.13 
36.15-24 




15-34. 26 

24.16.35 

13. 25. 46 

liegen in einer Geraden. Ueberdies mufs die Axe Yon IV 
und V durch den Schnittpunkt der Azen von I, IV und I, V 
gehen, d. h. durch den Punkt 6r, der aus den vollständigen 
Verticalreihen der vorigen Punkte H entsteht, nämlich 

(12.34.56i 
45.16-23 
36.25-14 

Damit haben wir den Cayley-Salmon' sehen Satz: Es gibt zwanzig 
Gerade g, deren jede einen Punkt G und drei Punkte H enthalt 
Ebenso kann man beweisen, dafs die zwanzig Geraden g 
zu vieren durch ßinfzehn Punkte J gehen. Die vier Linien g 
nämlich, deren Punkte G in der vorigen Bezeichnung eine 
Verticalreihe gemein haben, gehen durch denselben Punkt. 
Betrachten wir femer die PascaFschen Linien, welche 
sich in einem Punkte H schneiden, z. B. 

12.35.46| |45.2 6.13| j3 6.15.24| 
45.26-13r I36.15-24r 112-46.35)' 
so können wir, indem wir in jeder von ihnen einen Punkt P' 
wählen, ein Dreieck bilden, welches die Ecken L^L^, L^^L^^, 
-^24^35 ^^*> ^^^^ dessen Seiten daher sind 

|1 3 -26- 451 (26-35.141 (24.13-56 



I 



46-15-23 



1. 1! 



5-24-36 



M 



35-46-12 



) 
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Nehmen wir dann in jeder einen Punkt H, indem wir unter 
jede der obigen Pascarsehen Linien die Zeile 1 6 • 3 4 • 2 5 
schreiben, so entsteht ein Dreieck von den Seiten 

|1 3. 2 6. 4 51 |3 6.15.24| f4 6.12.3 5| 

125.34. I6r I25.34.i6r 125.34.16) 

Die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten dieser Dreiecke, 
d. h. die drei Punkte G von den Characteristikeh 



25.34. 16j |25.34.16 
13.26.45 , 36. 15.24 
46-15.23 14.26-35 



25.34. 16 
46.12.35 
13.56.24 



liegen mit dem vierten, der gleichfalls die Zeile 25.34.16 

25.34.16] 
enthält ^36.12.45i in einer Geraden. Da man fünfzehn 

14.56.23 

verschiedene Producte von der Form 25.34.16 bilden 
kann, so entspringt dem der Satz von Steiner: Die Punkte Q 
liegen m vieren in fünfzehn Geraden, j. 

Hesse hat eine gewisse Dualität zwischen den erhaltenen 
Sätzen hervorgehoben. Es correspondiren den 60 Kirkmann- 
schen Punkten H die 60 Pascal'schen Linien h in folgender 
Art: Es gibt 20 Steiner'sche Punkte 6r, durch deren jeden 
drei PascaVsche Linien h und eine Gerade g gehen; und es 
giebt 20 Gerade g, deren jede drei Kirkmann'sche Punkte 
H und einen Steiner'schen Punkt G enthält, und so wie 
die 20 Geraden g zu vieren durch 15 Punkte J gehen, so 
liegen die 20 Punkte G zu vieren in 15 Geraden j. Diese 
Dualität ist zuletzt durch zahlreiche neue Ergebnisse von 
Veronese näher bestimmt und vervollständigt worden.''^®) 

Die folgende Untersuchung gibt einen neuen Beweis einiger 
vorhergehender Sätze und zeigt, welcher Punkt H der Pascal- 
schen Linie entspricht, die der Ordnung 12 3 4 56 angehört. 
Wir betrachten die beiden eingeschriebenen Dreiecke 13 5, 
246 und bemerken, wie wir bald (§ 296) sehen werden, 
dafs ihre Seiten einen und denselben Kegelschnitt berühren; 
so dafs das Sechsseit aus L^^L^^^L^r^L^^L^v^L^^ ein Brianchon- 
sches ist. Aber seine Diagonalen sind die drei PascaFschen 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelsohn. ö. Aufl. 30 
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Linien^ welche sich in dem Punkte H schneiden von der 

Characteristik 

35. 26. 14 

46.13-25 

15-24.36 

Und da bei Festhaltung der abwechselnden Seiten Z35, Z/jg, Z,3 
durch cyclische Permutation der übrigen drei Brianchon'sche 
Punkte erhalten werden^ die nach dem zu dem Steiner'schen 
dualen Satze in einer Geraden liegen müssen^ so ist bewiesen, 
dafs die Geraden von 1 nach L^L^ und von 4 nach L^^L^ 
sich in der Pascal'schen Linie 12345 6 schneiden, und dafs 
sechs solche Schnittpunkte in jeder Pascal'schen Linie liegen. 



Fttnfeehiites Kapitel.'*') 

Projectivische Eigenschaften der 

Kegelschnitte. 



289. In den Gleichungsformen des letzten Kapitels 
können wir die auftretenden linearen Functionen als mit 
Constanten multiplicirte Abstände interpretiren^ wie schon 
im IV. Kapitel geschehen ist. 

So führt die Gleichung L^L^ — TcL^L^ = (§ 273) zu 
dem wichtigen Satz: Das Product der Abstände eines Pimktes 
des Kegelschnittes von zwei Gegenseiten eines Sehnenvierecks 
steht 0U dem Producte seiner Abstände von den beiden andern 
Gegenseiten in constantem Verhältnis. 

Und L,L^ - JcL^ = (§275) ergibt den Specialfall: 
Das Product der Abstände eines Punktes des Kegelschnittes 
von zwei festen Tangenten steht zu dem Quadrat seines Ab- 
Standes von ihrer Berührungssehne in constantem Verhältnis. 
Für den Kreis ist dies schon in § 116 ausgesprochen. 

Ferner können wir jeden Kegelschnitt in der Gleichungs- 
form 8 — 1cLiL^ = darstellen (§ 273), wo iS = insbe- 
sondere die Gleichung eines Kreises ist. Unter dieser Vor- 
aussetzung bedeutet S die mit einer Constanten multiplicirte 
Potenz eines Punktes in Bezug auf den Kreis (§ 114). Das 
Quadrat der von einem Funkt des Kegelschnittes an einen 
festen Kreis gehenden Tangenten steht m dem Product seiner 
Abstände von zwei Gegenseiten des Vierecks der Schnittpunkte 

*) Das weitere Stndlnm setzt die Durcharbeitung der früheren mit 
dem Stern bezeichneten Abschnitte voraus. 

80* 
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in constantem Verhältnis, Nimmt man Li = 0, L^ «^0 als 
beliebige Sehnen eines gegebenen Kreises S =» 0, so kann 
man hiernach einen Kegelschnitt als Ort erzeugen. Ffir den 
Fall eines unendlich kleinen Kreises hat man speciell: Der 
Ort eines Punktes, für welchen das Quadrat seiner Entfernung 
von einem festen Punkt zu dem Product seiner Abstände von 
zwei festen Geraden in constantem Verhältnis steht, ist ein 
Kegelschnitt. 

Dasselbe gilt auch noch, wenn die festen Geraden zu- 
sammenfallen, also für die Gleichung S — TcL^ = 0: Die 
Tangente aus einem Punkt eines Kegelschnittes an einen doppelt- 
berührenden Kreis steht zu seinem Abstand von der Berührungs- 
sehne in constantem Verhältnis, Endlich erkennen wir hierin 
im obigen speciellen Fall die Fundamentaleigenschaft des 
Brennpunktes und der Directrix (§ 197), so dafs wir den 
Brennpunkt als einen unendlich kleinen Kreis ansehen mQssen, 
der den Kegelschnitt in zwei imaginären Punkten der Direc- 
trix berührt (§ 195). 

Die Verallgemeinerungen für den Falls, dafs /S = einen 
Kegelschnitt bedeutet, resultiren aus § 161. 

Endlich können wir diese Interpretation auch auf die 
Gleichungsformen des § 282 in Liniencoordinaten ausdehnen. 
Bedenken wir, dafs eine lineare Function A von 1 1 r^ den mit 
V (1^ + V^) multiplicirten Abstand des Punktes ^ = von 
der Geraden S |i^ bedeutet, so drückt A^A^^ — xAj^A2 = 
den Satz aus: Das Produkt der Abstände einer Tangente des 
Kegelschnittes von zwei Gegenecken eines Tangentenvierseits steht 
zu dem Product seiner Abstände von den beiden anderen Gegen- 
ecken in constantem Verhältnis u. s. w. 

B. 1) Aus /S — ÄX2 = 0, /S' — Ä;'Z2 = 0far5=0, /S" = 
als Kreise folgt k^S — kS' = 0, d. h. die Schnittpunkte solcher 
Kegelschnitte liegen in einem Kreise, welcher von der Bertihrungs- 
sehne nicht abhängt und fest bleibt, so lange k : k' constant ist. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte einander doppelt berühren, so 
steht für jeden Punkt des einen das Quadrat seines Abstandes 
von der Berührungssehne beider in constantem Verhältnis zu 
dem Eeckteck der Segmente, welche der andere auf dieser Senk- 
rechten bestimmt. 
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3) Wenn eine Gerade von constanter Bichtnng zwei Kegel- 
schnitte in den Punkten P, §; P', §' schneidet, und ein Punkt 
auf ihr so bestimmt wird, dafs die Rechtecke OP» OQ und 
OP ' OQ' in constantem Verhältnis sind, so ist der Ort des 
Punktes ein Kegelschnitt, welcher durch die Schnittpunkte der 
beiden gegebenen Kegelschnitte hindurchgeht. 

4) Der Durchmesser des Kreises, welcher dem von zwei 
Tangenten eines Centralkegelschnittes und ihrer Berührungssehne 
gebildeten Dreieck umgeschrieben ist, ist = b'J/' : p für 6', 6" 
als die den Tangenten parallelen Halbmesser und p als den senk- 
rechten Abstand der Berährungssehne vom Centrum. ''^) 

Wir setzen die Gleichung als durch eine solche Constante 
dividirt voraus, dafs das Substitutionsresultat für die Coordinaten 
des Centrums der Einheit gleich wird (§ 161). Sind dann t\ f 
die Längen der Tangenten, und ist 8' das Resultat der Substi- 
tution der Coordinaten ihres Schnittpunktes, so gelten die Pro- 
portionen 

t'^:};^ = 8'il, r2:6"« = Ä':l; 

ist aber h die senkrechte Entfernung der Berührungssehne, so 
gilt nach § 164 auch die Proportion h;p^=s8':l\ daher ist 
t't" \h =^ h'li" : p. Nach der Elementargeometrie gibt hier die 
linke Seite den Durchmesser des dem Dreieck umgeschriebenen 
Kreises, und der Satz ist bewiesen. 

5) Aus der Formel des vorigen Beisp. geht der Ausdruck 
des § 235 für den Radius des osculirenden Kreises hervor, in- 
dem man die beiden Tangenten zusammenfallen läfst. 

Man erhält denselben auch mittelst des folgenden Satzes:^) 
Wenn «, n die Längen von zwei sich schneidenden Normalen, 
j9, p' die Abstände der zugehörigen Tangenten vom Centrum be- 
zeichnen, und wenn &' der der Verbindungslinie beider Curven- 
punkte parallele Halbmesser ist, so gilt die Relation 

np + np' = 2&'^ 

Denn für 8' als das Resultat der Substitution der Coordi- 
naten des Mittelpunktes der Sehne in die Gleichung des Kegel- 
schnittes, ^, Ti als die Abstände dieses Mittelpunktes von den 
beiden Tangenten und 2ß als die Länge der Sehne folgt, wie 
im letzten Beisp., ß^ => b'^8\ h^=^p8\ h'=sp'8\ und man 
sieht leicht, dafs 

nh + nK = 2/32 

ist. Damit ist aber die angegebene Relation bewiesen. 

6) Man zeigt in Analogie zu § 114 und mit der in § 110 
gegebenen Gleichung des Kreises in Liniencoordinaten, dafs das 
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Resultat der Substitution der Coordinaten einer Geraden in diese 
proportional ist dem Quadrat der von ihr im Kreis bestimmten 
Sehne und erhält dann entsprechend den Ergebnissen des Textes 
die folgende Interpretation der Gleichung S ^= XE' für JB = 0, 
2;' = als Kreise: Die Enveloppe einer Geraden, in welcher 
zwei gegebene Kreise Sehnen von constantem Verhältnis be- 
stimmen, ist ein Kegelschnitt, der die gemeinsamen Tangenten 
beider Kreise berührt. 

290. Doppelverhältnis von vier Elementen eines Kegel- 
schnittes. Bezeichnen, wie in § 66, $|, ^g, s,, 5^ die Abstände 
eines Punktes P von den vier Seiten s^ = 0, Sg "=* ö» ^8 '^ ^; 
^4 = eines Vierecks AG BD, so ist 

SrÄG=PÄ'PCBmÄPC, s^' BC ^ PB' PC sin BPC, etc. 

Bilden wir nach § 81 das Doppelverhältnis der vier von P 
ausgehenden Strahlen, so ist 

Bin ^ PC ^ sin^PD _ fifs ^^ . ^ 
sin BPC ' sin BPD ~ s^s^ ' BC ' BD' 

Dasselbe ist von der Lage von P nicht abhängig, so lange 
s^Sq : «2^4 = K einen constanten Wert behält. Daher gilt 
nach der Interpretation des § 289 der Fundamen talsatz: 

Das Doppelverhältnis eines Strahlbüsdiels, dessen Strahlen' 
einen veränderlichen Punkt des Kegelschnittes mit vier festen 
Punkten desselben in gegebener Beihenfolge verbinden, hat con- 
stanten Wert, und umgekehrt: Der Ort eines Punktes, dessen 
Verbindungsgeraden mit vier festen Punkten in bestimmter Beihen- 
folge ein Doppelverhältnis von constantem Wert ergeben, ist eine 
durch dieselben gehende Curve zweiter Ordnung, 

In der Bezeichnungs weise der §§ 80, 81 können wir die 
Doppelverhältnisgleichheit schreiben 

{PABCD)^7t{ABGD). 

Der Klammerausdruck der rechten Seite ist aus den Seiten- 
längen des Vierecks ABGD ganz so gebildet, als ob die- 
selben in einer Geraden ein Doppelverhältnis bestimmten. 
Der Factor x characterisirt einen bestimmten Kegelschnitt 
des dem Viereck umgeschriebenen Büschels. Daher nennt 
man die linke Seite das Doppelverhältnis von vier Punkten eines 
Kegelschnittes und bezeichnet dasselbe etwa mit [ABGD], 



Doppelverhältnis von vier Punkten und Tangenten. 471 

Es ist darunter also das Doppelverhältnis des die vier Punkte 
aus irgend einem fünften Punkte der Curve projicirenden 
Strahlbüschels zu verstehen. Der Kegelschnitt ist durch vier 
Punkte und den Wert ihres Doppelverhältnisses bestimmt. 
Betrachten wir ferner die Tangenten a, h, c, d, t in den 
Punkten A, B, C, D, P, Nennen wir die Schnittpunkte der 
vier ersten in der letzten Ä\ B', C\ D', die Abstände der 
Ecken aCy bc, ad, bd von t aber a^y 6^, (Jg, a^, so liefert 
die Trigonometrie 

0^ sin ac = ÄC . sin a^ . sin bt, 0^ sin 6c = B'C . sin bt . sin et, 

etc. Das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte ist 

A'C AB' c^a^ Bin ac ^ sin ad 

WU'W^~'ä^^ 'STc'smTd* 

Nun sagt c^6^ =^xa^0^ nach § 289 aus^ dafs t einen Kegel- 
schnitt berührt. Also haben wir den dual entsprechenden 
Hauptsatz: 

Das Doppelverhältnis einer Punlctreihe, deren Punkte in 
einer beweglichen Tangente des Kegelschnittes von viefr festen 
Tangenten ausgeschnitten werden, hat constanten Wert und um- 
gekehrt. 

Schreiben wir wiederum in früherer Art 

{t . abcd) = x(abcd), 

indem wir das Sinusdoppelverhältnis der Winkel der vier 
Tangenten bilden, als ob sie durch einen gemeinsamen Scheitel 
gingen. Hiernach kann man vneder das Doppelverhältnis 
der von vier Tangenten in einer fünften ausgeschnittenen 
Punktreihe (t . abcd) als das Doppelverhältnis {abcd] der vier 
Tangenten des Kegelschnittes auffassen. 

291. Frojeotivisohe Erzeugung der Kegelsolmitte. Die 
vorigen Fundamentalsätze stehen so recht im beherrschenden 
Mittelpunkt der Theorie der Kegelschnitte. Sie knüpfen 
unmittelbar an das an, was in § 83 von den projectivischen 
Strahlbüscheln und Puuktreihen gesagt worden ist, und man 
tritt mit ihnen in den Zusammenhang der allgemeinen Ge- 
dankenentwickelung des y. Kap. wieder ein. Denn sie lassen 
sich so aussprechen: 
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Der Ort der Schnittpunkte 
der entsprechenden Strahlen von 
zwei prcjectivischen Strahlbü- 
scheln in allgemeiner Lage ist 
ein Kegelschnitt, welcher auch 
durch die Scheitel (Träger) der 
beiden Büschel hindurchgeht 



Die Envdoppe der Ver- 
bindungsgeraden der entdecken- 
den Punkte von zwei projectivi- 
schen Punktreihen in allgemeiner 
Lage ist ein Kegelschnitt, welcher 
auch die Träger der beiden 
Beihen berührt. 



Direct werden beide Sätze folgendermafsen bewiesen. 



Sind 
L^ — kL2 = 0, L/ — ÄLj ==0 

die Gleichungen der beweg- 
lichen Strahlen beider Büschel, 
so wird die Gleichung des be- 
zeichneten Ortes durch Elimi- 
nation von Je zwischen den vori- 
gen Gleichungen gefunden, also 
in der Form L^ L^ — L{ Lg = 0. 
Diese Gleichung ist vom zwei- 
ten Grade und enthält sechs 
Glieder, daher fünf unbestimmte 
Coefficienten; sie kann somit 
durch die Bedingung, dafs die 
dargestellte Curve fünf Punkte 
enthalte, zur Gleichung jeder 
beliebigen Curve zweiter Ord- 
nung gemacht werden. 

Geometrisch bestimmen fünf 
Punkte zwei projectivische Bü- 
schel, da drei von ihnen, mit 
den beiden übrigen verbunden, 
drei Paare von entsprechenden 
Strahlen beider Büschel liefern 
(§ 83). Der erzeugte Kegel- 
schnitt geht auch durch die 
•Scheitelpunkte beider Büschel 
hindurch, da seiner Gleichung 



Sind 

die Gleichungen der beweg- 
lichen Punkte beider Reihen, 
so wird die Gleichung der be- 
zeichneten Enveloppe durch Eli- 
mination von X zwischen den 
vorigen Gleichungen gefunden, 
d. h. als Ai A^ — A^ A^=^ 0. 
Diese Gleichung ist vom zwei- 
ten Grade und enthält sechs 
Glieder, daher fünf unbestimmte 
Coefficienten; sie kann somit 
durch die Bedingung, dafs die 
dargestellte Curve fünf Gerade 
berühre, zur Gleichung jeder 
beliebigen Curve zweiter Classe 
gemacht werden. 

Geometrisch bestimmen fünf 
Gerade zwei projectivische 
Reihen, da drei von ihnen, mit 
den beiden übrigen geschnitten, 
drei Paare von entsprechenden 
Punkten beider Reihen liefern 
(§ 83). Der Kegelschnitt be- 
rührt auch die Träger beider 
Reihen, da seiner Gleichung 
die gleichzeitigen Voraus- 
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die gleichzeitigen Voraus- 
setzungen Li = 0, ^2 = 0; ^^^ 
ebenso L^ = 0, L^ == ge- 
nügen. Die Verbindungdinie 
der Scheitel ist für jedes der 
beidenBüschel derjenige Strahl, 
welcher der Tangente des 
Kegelschnittes im Scheitel des 
andern Büschels entspricht. 
Daraus entspringen lineare 
Gonstructionen zur Bestim- 
mung dieser Tangenten. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projectivische 
Büschel, die in zwei beliebigen 
Punkten derselben ihre Scheitel 
haben. Sind deren Gleichungen 
nämlich 

(L^—mL^)— h{Ly — m L^) = 0, 

so ist die Gleichung der Curve 
= 



ly — m 
ly — n 



A'; A' 



also wiederum die obige. 



Setzungen ^i = 0, A^ = Oy und 
ebenso A^ = 0, A^ = ge- 
nügen. Der Schnittpunkt der 
Träger ist für jede der beiden 
Reihen derjenige Punkt in 
ihr, der dem Berührungspunkt 
des Kegelschnittes mit dem 
Träger der andern Beihe ent- 
spricht. Daraus entspringen 
lineare Gonstructionen zur Be- 
stimmung dieser Berührungs- 
punkte. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projectivische 
Reihen, die zwei beliebige Tan- 
genten derselben zu Trägern 
haben. Sind deren Gleichungen 
nämlich 

(A^-fiA^)-x{A^'-~-(iA^')^Oy 
(^1 ~vA^—7c (A^—vA^) « 0, 

so ist die Gleichung der Curve 

= 

A^ — fiA^y A^ — ilA^ 
A^—vA^, A^—vA^ 



1> — f* 
1,-1/ 



A; 
^i', 



'2 



'2 



also wiederum die obige. 



292. Zerfallende Curven zweiter Ordnung oder Classe. 
Wir haben mehrfach gesehen, dafs die Ortsgleichung zweiten 
Grades in Punktcoordinaten bei der Einführung von Linien- 
coordinaten auch eine quadratische Tangentengleichang liefert 

(§ 163). 

Im allgemeinen ist eine Curve zweiter Ordnung auch von 
der zweiten Classe. 

Aber von diesem Gesetz existiren zwei Ausnahmefälle, 
die wir auch schon berührt haben (§ 59) : Es gibt einen Ort 
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zweiter Ordnung, der nicht von der zweiten Glosse ist, und eine 
Envdoppe zweiter Glosse, die nicht von der zweiten Ordnung ist. 



Wenn die beiden erzeugen- 
den projectivischen Büschel 
einen Strahl entsprechend ge- 
mein haben, z. B. L^ ^ L/, so 
sind sie perspectivisch (§ 83). 
Die Gleichungen der beweg- 
lichen Strahlen der Büschel 
nehmen die Form an 

und die Elimination von Tc 
liefert für den Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
die Gleichung 

Der Ort ist ein Linienpaar, 
bestehend aus dem gemein- 
samen Strahl und der Per- 
spectivaxe der Büschel, auf der 
sich alle übrigen entsprechen- 
den Strahlenpaare derselben 
schneiden. 

Es gibt keine Gleichung in 
Liniencoordinaten, welche diese 
beiden Geraden definirt. 



Wenn die beiden erzeugen- 
den projectivischen Reihen 
einen Punkt entsprechend ge- 
mein haben, z. B. A^ ^ ^/, 
so sind sie perspectivisch (§ 83). 
Die Gleichungen der beweg- 
lichen Punkte nehmen die 
Form an 

A^^ — xA^ = 0, A^ — xA^' «=» 0, 

und die Elimination von x lie- 
fert für die Enveloppe der Ver- 
bindungsgeraden entsprechen- 
der Punkte die Gleichung 

^i(^,-^/) = 0- 
Die Enveloppe ist ein PunJcte- 
paar, bestehend aus dem ge- 
meinsamen Punkt und dem Per- 
spectivcentrumderBeihen^nach 
dem die Verbindungsgeraden 
aller übrigen entsprechenden 
Punktepaare gehen. 

Es gibt keine Gleichung in 
Punktcoordinaten, welche diese 
beiden Punkte definirt. 



293. Die Construotion des Kegelschnittes aus projeo- 
tivisohen Elementargebüden geschieht nach der Methode 
des § 94. 

Zwei projectivische Strahl- 
büschel mit verschiedenen 
Scheiteln T, T sind durch die 
Tripel entsprechender Strahlen 
a, 6, c; a\ V, c bestimmt. Das 
Strahlbüschel ah', ab] ac , ac\ 
hc , Vc aus T" ist zu beiden 



Zwei projectivische Punkt- 
reihen mit verschiedenen Trä- 
gern t, ( sind durch die Tripel 
entsprechender Punkte A, B, G\ 
Ä, B\ C bestimmt. Die Punkt- 
reihe ÄB\ AB-, AG', ÄG:, 
BG\ B'G in f ist zu beiden 
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perspectivisch und liefert zu 
jedem seiner Strahlen ein Paar 
d, d' (§ 94). Das perspectivische 
Centrum T" ist der Berührungs- 
pol von T und T\ d. h. der 
Pol des Scheitelstrahles TT. 
Der Schnittpunkt dd' durch- 
läuft einen Kegelschnitt. 



perspectivisch und liefert zu 
jedem ihrer Punkte ein Paar 
D, D' (§ 94). Die perspec- 
tivische Axe t" ist die Berüh- 
rungssehne von t und t'j d. h. 
die Polare des Trägerschnitt- 
punktes tt\ Die Verbindungs- 
gerade DD' umhüllt einen Ke- 



gelschnitt. 

Diese projectivischen Constructionen enthalten unmittel- 
bar einfache Beweise des Pascal'schen und des.Brianchon- 
schen Satzes. 



Sind Ay B, C, D, E, F sechs 
Punkte des Kegelschnittes und 
nehmen wir Ä und E als Schei- 
tel von Strahlbüscheln; so ist 
(E . CDFB) = (A . CDFB), 
also, wenn man die Reihen 
der Schnittpunkte der Strahlen 
mit den Geraden BC, DC be- 
trachtet, 

(CBMB)^(CDNS) (§57). 




Verbindet man dann den 
Schnittpunkt L von AB, DE 
mit diesen Reihen, so haben 
die Büschel die drei Strahlen 
CL, DE, AB entsprechend 
gemein; also fallen auch die 



Sind A, JB, C, D, E, F sechs 
Tangenten des Kegelschnittes 
und nehmen wir A und E als 
Träger von Punktreihen, so ist 
{E . CDFB) = {A . CDFB), 
also, wenn man die Büschel der 
Verbindungslinien der Punkte 
mit den Punkten BC, DC be- 
trachtet, 

Q>.c'deV)=={€.cd!fa) (§57). 




Schneidet man dann die Ver- 
bindungsgerade ad von AB, 
DE mit diesen Büscheln, so 
haben die Reihen die drei 
Punkte c', d, a entsprechend 
gemein; also fallen auch die 
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vierten Strahlen NL^ LM in 
eine Gerade (§59). Somit liegen 
die Schnittpunkte L, M, N 
der Gegenseiten paare in einer 
Geraden. 



vierten Punkte ad,b€ und ad, 
cf in einen Punkt (§ 59). So- 
mit gehen die Verbindungs- 
geraden ady he, cf der Gegen- 
eckenpaare durch einen Punkt. 



B. 1) Für zerfallende Kegelschnitte bestehen die Sätze von 
Pascal und Brianchon fort, nämlich der erste für das Linienpaar, 
der zweite für das Punktepaar. 

2) Eine sich um den festen Punkt P drehende Gerade 
schneidet zwei feste Gerade OÄ, OA! in den Punkten -4, Al\ 
von diesen aus sind constante Längen Aa, Äd auf jede dieser 
Linien in bestimmtem Sinn aufgetragen; dann ist die Enveloppe 
der Verbindungsgeraden aa ihrer Endpunkte ein Kegelschnitt, 
der jene Linien zu Tangenten hat. 

Denn für vier Lagen der sich um P drehenden Geraden ist 

{AB CD) = {ÄB'C'D'\ folglich auch {ahcd) = {ah'cd'\ 
wegen {ÄBCD) = (ahcd) und (Ä B'C D') = lah'c'd'). 

294. Kegelsohnitte durch die Doppelpunkte einer Col- 
lineation. Ist die Oollineation durch die homologen Quadrupel 
A^y J.2, A^, E; A^j A^y A^j E' gegeben (§ 96), so sind col- 
lineare Büschel an den Scheiteln AiAjy AiAj] AiAk, AiA'k] 
AiE, ÄiE' bestimmt. Ihr Erzeugnis ist ein durch -4,-, Äi 
gehender Kegelschnitt Ki. Sind also T, T' homologe Punkte, 
so schneiden sich AiT, ÄiT in einem Punkt Ti des Kegel- 
schnittes Ki ; daher kann man T zu T mittelst zweier Curven 
K^j K^, nämlich mittelst der Punkte Ti, Tg finden. 

Von den Schnittpunkten je zweier Kegelschnitte Ki ist 
einer sofort angebbar, von K^K^ z. B. der Punkt B^ oder 
A1A2J A^A^\ derselbe liegt sicher nicht auf dem dritten, 
z. B. E^, Für jeden der übrigen Schnittpunkte liefert die 
obige Construction den homologen als mit ihm zusammen- 
fallend. Daher haben die drei Kegelschnitte Ki drei allen ge- 
meinsame Schnittpunkte X^, X^, Xg, die Doppelpunkte der Col- 
lineortion. Genau dasselbe gilt überhaupt von allen Kegel- 
schnitten, welche aus den collinearen Büscheln T, F erzeugt 
sind. Zwei derselben reichen zur wirklichen Construction 
dieser Doppelpunkte aus. Dabei ist einer derselben, z. B. X3 
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stets reell, weil der überschüssige Schnittpunkt JBg zugleich 
mit Ä^^ A2 reell ist. 

Ist das ganze Tripel der Doppelpunkte reell, so liefert 
es mit einem weiteren Paare -4, Ä' zusammen die einfachsten 
Constructionen collinearer Zuordnung, denn dann bilden 
(X, . X^X^ÄT) = {X^\ X^'X^'ÄT) und (X^ . X^X^ÄT) 
= (X2 . X^X^ÄT) zwei Paare homologer Büschel. Nehmen 
wir Xj, Z2, X3 als Fundamentalpunkte der Coordinaten (§ 97) 
und sind i,- = 0, !>»• = die Gleichungen der Geraden 
AjAky ÄjÄk, so erzeugen die collinearen Büschel 

die Kegelschnitte 

-^2 ^3 — L2 L^ = 0, L^Lj^ — ijj L^ = 0, LiL2 — Zr^ ig = 0, 
deren von Li ==0, ii = verschiedenen Schnittpunkte die 
Doppelpunkte sind. 

Ebenso umhüllen die Verbindungslinien homologer Punkte 
in collinearen Punktreihen einen Kegelschnitt^ welcher die 
Doppellinien m Tangenten hat Fallen dann zwei Doppel- 
elemente für eine besondere Collineation zusammen (§ 97), 
so gehen die als Orter erhaltenen Kegelschnitte durch die 
Einzelecke, ebenso berühren die als Enveloppen erhaltenen 
die Einzelseite des Tripels, alle Kegelschnitte aber berühren 
die Doppelseite in der Doppelecke. 

295. Gattung des Erzeugnisses. Betrachten wir nur 
Büschel mit reellen Scheiteln, so sind die nach den Asymp- 
totenrichtungen gehenden Strahlen zugleich mit diesen reell. 
Daher ist das Erzeugnis eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, 
je nachdem die projectivischen Büschel zwei Vaare^ ein oder 
'kein Paar paralleler homologer Strahlen enthalten. 

Um diese aufzusuchen, hat man nur durch Parallel- 
verschiebung des einen Büschels bis zur concentrischen Lage 
mit dem andern die Doppelstrahlen dieser vereinigten pro- 
jectivischen Büschel nach § 95 zu ermitteln. Da diese direct 
die Asymptotenrichtungen angeben, so ist der Kegelschnitt 
speciell eine gleichseitige Hyperbel, wenn die Doppelstrahlen 
reell und orthogonal sind, und ein Kreis, wenn dieselben 



478 ^V. ProjectiviBche Eigenschaften der Eegelschnitte. 296. 

• 

absoluter Richtung sind. Somit erzeugen eongruente Büschel 
eine gleichseitige Hyperbel oder einen Kreis (vgl. § 105), je 
nachdem sie ungleichen oder gleichen Drehungssinn haben. 

Zur analytischen Prüfung hat man nur die zu den ge- 
gebenen parallelen Büschel am Nullpunkt der Coordinaten 
einzuführen, d. h. in L^, L^y X/, L^ die constanten Glieder 
gleich Null zu setzen. 

Um die Gattung des durch projectivische Reihen in 
reellen Trägem erzeugten Kegelschnittes zu bestimmen, geht 
man von der Bemerkung aus, dafs nur bei Centralkegel- 
schnitten umgeschriebene Parallelogramme möglich sind, und 
dafs dann die Berührungspunkte ihrer Seiten aufserhalb oder 
innerhalb der Ecken liegen, je nachdem die Curve eine 
Hyperbel oder eine Ellipse ist. I^un sind, zwei der Seiten 
als Träger gedacht, die Berührungspunkte die homologen des 
Schnittpunktes, die andern Ecken die homologen der Rich- 
tungen, d. h. die Gegenpunkte der Reihen (§ 92). Somit ist 
das Erzeugnis eine Hyperbel oder eine Ellipse, je nachdem die 
Ferspectivaooe der Beihen beide Strecken von ihren Gegenpunkten 
bis zum Schnittpunkt der Träger äufserlich oder innerlich teUt. 
Für parallele Träger reicht dies Kriterium jedoch nichts weil 
in diesen die Gegenpunkte selbst die Berührungspunkte sind. 
Man übersieht leicht, dafs es in diesem Fall nur darauf 
ankommt, ob die projectivischen Reihen von gleichem oder 
entgegengesetztem Sinn sind. 

Eine Parabel entsteht, wenn eine Tangente ganz unend- 
lich fem liegt, wenn also die Richtungen irgend zweier Tan- 
genten homolog sind in den projectivischen Punktreihen auf 
ihnen. Gemäfs § 92 sind letztere dann ähnlich, also ist das 
Erzeugnis ähnlicher Punktreihen stets eine Parabel, 

B. Wenn in den festen Geraden 5i | ^i , S2 1 % zwei pro- 
jectivische Beihen gegeben sind, so bestimme man analytisch 
die Enveloppe der Verbindungsgeraden | { ri ihrer homologen 
Punktepaare. 

Denken wir uns die Verbindungslinien eines Paares homo- 
loger Punkte mit dem Nullpunkt durch y >= m^x, y = m^x 
ausgedrückt, so muTs, weil das Strahlbüschel über der Beihe in 
Ij { rii zu dem Büschel über der Beihe in £2 I ^2 projectivisch ist, 
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eine Relation von der Form amim2 + hm^ + ctWg + d = 
stattfinden, wo die Coefficienten a, b, c, d etwa durch drei Paare 
homologer Punkte zu bestimmen sind. 

Wenn wir aus den fttr den Punkt x \ y der ersten oder 
zweiten Eeihe gleichzeitig geltenden Gleichungen 

bez. §a; + i?y + 1 = 0, ^x + ri^y+ 1=0, m^x—y = 

die Coordinaten x, y eliminiren, so erhalten wir Bestimmungs- 
gleichungen für m^, m^, aus denen folgen 

»H = (I — Si) : (^1 — n)^ *w, = (S — Sa) : (% — n\ 
Die Einsetzung dieser Werte in die Gleichung der Projectivität gibt 

+ 0S1S2 — ^li^2 — cl2% •+ ^^1% = ö- 

Die Enveloppe ist ein Kegelschnitt, der die festen Geraden be- 
rührt, weil i = li, V =^ Vi ^^d 5 = ^21 ^ = ^2 ^ö^ Gleichung 
genügen ; insbesondere eine Parabel, wenn man hat 

Si(«S2 — ^^2) = Vi(p^2 — dfiil 
Mit a = d=l, & «= — c geht diese Gleichung über in 

? + 1?'-{^l+S2-K^2~%)}S- {l?l+1?2-KSl-S2)}^ 

+ U2 + ^i»?2 — ^(5i^2 — ^2%) = 0; 

d. h. für gleiche Büschel von gleichem Drehungssinn wird der 
Anfangspunkt zum Brennpunkt (§ 204, 1). 

296. Beispiele. Aus den Eigenschaften vom Doppel- 
verhältnis von vier Punkten und von vier Tangenten eines 
Kegelschnittes gehen zahlreiche Sätze hervor.®^) Denn von 
den vier Punkten der Curve können wir einen oder zwei 
im Unendlichen denken; der Scheitel des Büschels kann selbst 
unendlich entfernt sein; er kann mit einem der vier Punkte 
zusammenfallen^ so dafs einer der Strahlen zur Tangente des 
Kegelschnittes in diesem Punkte wird; endlich kann aber 
das Doppelverhältnis des Büschels auf einer beliebigen Ge- 
raden gemessen, diese kann insbesondere parallel zu einem 
der Strahlen des Büschels gewählt werden^ so dafs das 
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Doppelverhältnis sich auf ein einfaches Verhältnis reducirt. 
A.ehnlich bei dem Doppelyerhältnis von vier Tangenten. 

Wir zeigen zuerst die beiden Fundamentaleigenschaften 
als Eigenschaften von Sechsecken und Sechsseiten auf^ welche 
von der Eegelschnittstheorie unabhängig sind. In den folgen- 
den Beispielen über specielle Fälle sodann geben wir nur 
die Lage des Büschels oder der Beihe^ die Transversale oder 
den Punkt, an welchen das DoppeWerhältnis gemessen wird 
und den resultirenden Satz an, und überlassen die nähere 
Nachweisang seiner Beziehung zum allgemeinen Grundgesetz 
dem Leser zur Übung. * 

B. 1) Wenn von sechs Punkten -4, B, (7, D, JE, F irgend 
vier C, B, E, F mit den beiden übrigen Ä^ B Büschel von 
gleichem Doppelverhältnis bestimmen, so tun dies jede vier mit 
den übrigen zwei.**) 

2y Wir beweisen zuerst, 

^,^^^.^ dafs aus der Voraussetzung 

. ^f^^---^"^^^ (Ä.CDEF) = (B,CDEF) 

'"""::^ \^f^^ % %. \. ^^ 

€sis-^::_.... _-fe::--_.::: -=:^_-,«^,.,.^- (c,abef)={p,abef\ 

Nennen wir die Schnittpunkte der den Gruppen CDEF^ ÄBEF 
gemeinsamen Seite EF mit den Gegenseitenpaaren des Vierecks 
ÄBCD, nämlich BC, AD-, CA, BD-, AB, CD bez. G, &-, E, ff] 
£, K\ so folgt aus der Voraussetzung die Relation, 

{Ha'EF)^{affEF) oder (HaEF) = {a'ffEF) (§95) 

und daher (C . ABEF) = (2) . ABEF). In derselben Art er- 
gibt sich der Beweis flir die übrigen fünf Fälle, in welchen 
beiden Gruppen zwei Punkte gemeinsam angehören. Für die 
acht Fälle, in welchen dieselben drei gemeinsame Punkte ent- 
halten, folgt aber der Satz hieraus ohne weiteren Beweis. 

2) Wenn von sechs Geraden irgend vier mit den beiden 
übrigen Punktreihen von gleichem Doppelverhältnis bestimmen, 
so tun es jede vier mit den übrigen zwei. 

Der Beweis entspricht dem Vorigen genau nach dem Princip 
der Dualität. 

3) {A . AG BD) = {B . ACBD), 

Da wir imter AA^ BB die Tangenten in -ä., J5 verstehen 
müssen, so geben diese Doppelverhältnisse, durch die Segmente 
der Linie CD gemessen, {TCKD) = {KCT'D). Wem also 
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eine Sehne CD zwei Tangenten in T, T' wnd ihre Berühnmgssehne 
AB in K schneidet^ so ist immer 

KD.TK. CT' = CK . KT' . TD. 

Natürlich ist bei Aufstellung der Dop- 
pelverhältnisse sorgfältig darauf zu 
achten, dafs die entsprechenden Strahlen 
und die zugehörigen Punkte der Reihen 
in gleicher Ordnung folgen. 

4) Wenn T und T' zusammen- 
fallen, so wird KT.CT= — CK,TD', 
d. h. jede durch den Schnittpunkt 
von zwei Tangenten gehende Sehne 
wird von der Bertihrungssehne harmo- 
nisch geteilt (§ 159). 

5) Ist T' unendlich entfernt oder CD parallel PT\ so er- 
hält man ¥k^ = TC . TD (§ 159). 

6) Ist einer von den vier Punkten des Kegelschnittes un- 
endlich entfernt, so ist (0 . ÄBCod) constant. Mifst man dann 
dieses Doppel Verhältnis auf der Geraden Ooo, und schneiden 
OA, OB dieselbe in A\ B\ so reducirt sich das Doppelverhältnis 
auf A'CiB'C, Wenn also zwei feste Punkte -ä, B einer H3rpeVbel 
(Parabel) mit einem veränderlichen Punkt derselben Curve 
verbunden werden, und die Verbindungslinien eine feste die Curve 
in C schneidende Parallele zu einer Asymptote (einem Durch- 
messer) in Punkten A'y B' schneiden, so ist das Verhältnis 
ÄCiB'C der von diesen bis zur Curve gemessenen Abschnitte 
constant. 

7) Wenn man dasselbe Doppelverhältnis auf einer andern 
Parallelen mifst, so erfährt man, dafs die Verbindungsgeraden 
von drei festen Punkten einer Hyperbel oder Parabel mit einem 
veränderlichen Punkt derselben von einer festen Parallelen zu 
einer Asymptote oder einem Durchmesser in Punkten A^ JB, C 
so geschnitten werden, dafs AB \ AC constant ist. 

8) Setzen wir in 6) voraus, dafs die Geraden, welche A^ B 
mit einem vierten Punkt 0' verbinden, den Strahl Coo in A'\ B'' 
schneiden, so ist Ä B' i Ä' B'' = Ä C i Ä' C\ lassen wir nun auch 
noch den Punkt C so in unendliche Entfernung rücken, dafs die 
Gerade Coo eine Asymptote wird, so wird das Verhältnis 
AB* : Ä'B'' der Einheit gleich, und wir erhalten den Satz § 188, 2. 

9) {A . ABCoo) = {B . ABCoo), 

Werden diese Doppelverhältnisse auf der Geraden Coo gemessen, 
und schneidet diese in a, & die Tangenten zu A und J5, in K 

Salmon-Fi edler, anal. Geom. d. Kegclschn. 5. Aufl. 31 
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aber die Berührangssehne Ä B^ so ist aO : KC = KC : h C, Wenn 
also eine Parallele zu einer Asymptote einer Hyperbel oder zum 
Durchmesser einer Parabel zwei Tangenten und ihre Beruhrungs- 
sehne schneidet^ so ist der Abschnitt zwischen Curve und Be- 
rührungssehne das geometrische 
Miäel zwischen den Abschnitten 
von der Curve zu den Tangenten, 
Oder nmgekehrt: Wenn eine Ge- 
rade ab von fester Biebtang die 
Seiten eines Dreiecks in Punkten 
abK schneidet, und ein Punkt C 
in ihr so bestimmt wird, dafs 

CK == Ca . Cb ist, so ist der 
Ort von C eine Parabel, wenn ab der Halbirungslinie der 
Dreiecksbasis AB parallel ist (§ 220); sonst immer eine Hyperbel, 
deren eine Asymptote zu ab parallel ist. 

10) Sind von den festen Punkten zwei unendlich entfernt, 
so hat man z. B. (oo . ABoooo) = (po' . ABoooo') und die 
^ Geraden oo oo, oo' oo' sind die beiden 

Asymptoten, oooo' aber ist die un- 
endlich ferne Gerade selbst. Mifst 
man diese Doppelverhältnisse auf dem 
Durchmesser 0-4, und wird dieser 
von den Parallelen zu den Asymptoten 
J? oo, jB oo' in a, a geschnitten, so ist 
AO : aO = a : AG, d. h. ParaUelen 
zu den Asymptoten, die durch einen 
beliebigen Pimkt einer Hyperbel gezogen werden, bestimmen in einem 
Halbmesser vom Centrum aus gemessene Segmente, die diesen selbst 
zur mittleren geometrischen Proportionale haben. 

Wenn daher umgekehrt durch einen festen Punkt eine 
Gerade gezogen wird, die zwei festen vom Punkt B ausgehenden 
Strahlen in den Punkten a, d begegnet, so ist der Ort eines 
Punktes A auf ihr, dessen Abstand von das geometrische 
Mittel zwischen Oa, Od ist, eine Hyperbel, die zum Centrum 
und ihre Asymptoten parallel den festen Strahlen Ba, Bd hat. 

11) {oo , AB oo oo) =^ (oo' . AB oo oo'). 

Werden die Segmente in den Asymptoten gemessen, so er- 
hält man aO'.bO^=b' 0:d 0, oder: das Rechteck der Asymptoten- 
.parallelen eines Curvenpunktes ist constant. (§ 188,1.) 

297. Zu den Beispielen des vorigen §, die sich auf das 
Doppelverhältnis von vier Punkten beziehen, fügen wir spe- 
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cielle Fälle des Satzes vom Doppelverhältnis der vier Tan- 
genten. 

B. 1) Im Fall der Parabel ist eine der Tangenten ganz 
in unendlicher Entfernung: Brei feste Tangenten einer Parabel 

schneiden jede vierte Tangente 
derselben in Punkten A, B, C 
so, dass (A(x>BC)=ÄB:ÄC 
constant ist. (§ 296, 7.) Fällt 
die veränderliche Tangente der 
Eeihe nach mit jeder der ge- 
gebenen Tangenten zusammen, 
so erhalten wir den Satz 

pQ:QB = BP:Pq^Qr:rP. 

2) Construction des Krümmungscentrums für die Kegelschnitte, 
Nach § 191 gilt für die Normalen in den Punkten P P' eines 
Kegelschnittes, welche die Axen desselben in JV^, Nj^ bez. iVg, N2 
schneiden, die Relation PN^ : PN2 = P'N^ : P'N^. Aus der 
vorigen Eigenschaft der Parabel folgt daher: Zwei Normalen eines 
Kegelschnittes^ die^ ihre Fufspunhte verbindende Sehne und die beiden 
Axen desselben sind fünf Tangenten einer ParabeL^^) Daraus 
entspringen constructive Lösungen mancher Aufgaben. Ist der 
Kegelschnitt insbesondere eine Parabel, so sind zwei Normalen, 
die Sehne ihrer Fufspunkte und die Axe der Parabel Tangenten 
einer Parabel, die letztere insbesondere dia Scheiteltangente 
derselben. 

Läfst man dann die Punkte P, P' zusammenfallen, so bilden 
die Axen des Kegelschnittes, die Tangente und Normale in P Tan- 
genten derselben Parabel^ und (§ 238) der BerührungspuMht der- 
selben in der Normale ist das Krümnmngscentrum für den Pimkt P. 
Jede Art der Anordnung, in welcher man die Normale als ein 
Paar Nachbarseiten und die Axen, die Tangente und die un- 
endlich ferne Gerade als die vier übrigen Seiten eines Brianchon- 
schen- Sechsseits bezeichnen kann, führt auf eine bequeme Con- 
struction des Krümmungscentrums. 

3) Für P als einen Punkt der Parabel, N und T als die 
Schnittpunkte seiner Normale und Tangente mit ihrer Axe er- 
geben sich folgende Constructionen des Krümmungscentrums K: 
1) Man ziehe PO und NO bez. parallel zur Axe und Tangente; 
OK normal zur Axe. 2) Man ziehe PQ und TQ normal zur 
Axe und zur Tangente, QK parallel zur Axe. 3) Man ziehe 
TB und NB normal zur Tangente und zur Axe, BK parallel 
zur Tangente. 

31* 
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4) Wenn wir zwei von den vier festen Tangenten einer 
Ellipse oder Hyperbel parallel annehmen, und die veränderliche 
Tangente nach einander mit beiden zusammenfallen lassen, so 

wird im ersten Fall das Doppelver- 
hältnis = Äh : Äc und im zweiten 
= De' : Dh'; daher ist das Bechteck 
Äh . Bb' constant. 

Aus dem Gesetz vom Doppelver- 
hältnisse von vier Punkten leitet man 
ab, dafs die Geraden, welche die 
Punkte -4, D mit einem beliebigen Punkt der Curve ver- 
binden, die parallelen Tangenten in Punkten b^ b' schneiden, für 
welche das Rechteck Ab . Bb' gleichfalls constant ist. 

5) Wenn man die Asymptoten einer Hyperbel mit zwei 
beliebigen Tangenten derselben in a, a und b^ b' schneidet, so 
folgt aus den von ihnen auf den Asymptoten selbst bestimmten 
Doppelverhältnissen für als das Centrum die Relation Oa . Od 
= 0& . 0&', d. h. das Rechteck der Tangentenabschnitte auf den 
Asymptoten ist constant. (§ 188.) 

298. Wir geben ferner eine Reihe von Problemen, die 

mit Hilfe der Eigenschaften der projectivisclien Büschel und 

Reihen am Kegelschnitt gelost werden. 

B. l) Beweis für Mac Lawin's Erzeugungsmethode: Ein 
Kegelschnitt wird als der Ort der freien Ecke V eines Dreiecks ge- 
funden, dessen Seiten sich um die 
festen Funkte A^ B, G drehen, 
während zwei seiner Ecken sich 
in den festen Geraden Oa, Ob 
bewegen (vgl. § 46, 2). 

Wenn vier solche Dreiecke 

7. TT ' X' TT' " X" TT'< '" r'" TT'" 

abV^ ab y j a b V \ a b V 
verzeichnet sind, so ergibt sich 
aus der Identität der Büschel 
(C . ad a d"^ und (C . b b'b"b'"^ 
die Relation (aa'a"a''') = (& 6' &"&'"), daher auch 

. {A.VV Y" 7'") = {B ,YY' 7" Y'"). 

Also liegen die Punkte JL, J5, 7, 7', 7", 7'" in demselben 
Kegelschnitt, oder der Ort von 7'" ist ' stets der durch die 
Punkte -4, J5, 7, 7' 7" gehende Kegelschnitt. In Worten: Die 
Strahlenbüschel aus A und B sind projectivisch mit einander, 
weil sie beide mit dem Strahlenbüschel aus perspectivisch sind; 
daher ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen ein 
durch A und B gehender Kegelschnitt (vgl. § 46, 3). 




^0\ 
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2) Die zur Mac Laurin'schen duale Erzeugung. Wenn vier 
Punkte A^ B^ F^ B eines Kegelschnittes und zwei feste Gerade 
DO, BE aus einem derselben gegeben sind, so soll die En- 
veloppe der Sehne CE bestimmt werden, welche die ferneren 
Schnittpunkte dieser Geraden mit der Curve begrenzen. 

Nehmen wir die Figur § 293, p. 475 1., so bewegen sich die 
Ecken des Dreiecks CEM in den festen Geraden DC, BE^ NL 
und zwei seiner Seiten gehen durch die festen Punkte B^ F; 
daher umhüllt die dritte Seite einen Kegelschnitt, der von den 
Geraden BC, BE berührt wird. 

3) Wenn vier Punkte j4, B^ D, E eines Kegelschnittes und 
zwei Gerade ÄFy CB aus zweien derselben gegeben sind, so 
geht die durch ihre ferneren Schnittpunkte mit der Curve be- 
stimmte Sehne durch einen festen Punkt. (Vgl. § 284.) 

Denn das Dreieck CFM derselben Figur hat zwei Seiten, 
welche durch die festen Punkte B^ E gehen, und seine Ecken 
bewegen sich auf den festen und in einem Punkt sich schneidenden 
Geraden AF, CB, NL-^ daher geht CF durch einen festen Punkt. 
(Dies entspricht nach dem Princip der Dualität dem Satz § 46, 2.) 

4) Chasles^) hat darauf aufmerksam gemacht, dafs der Be- 
weis in l) noch anwendbar ist, wenn die Seite ah, anstatt durch 
einen festen Punkt C zu gehen, einen Kegelschnitt berührt, der 
die Geraden Oa, Oh zm Tangenten hat. Denn dann schneiden 
irgend vier Lagen der Seite ah diese Tangenten Oa, Oh so, 
dafs {aa a" a") = (hh'h"h'") ist (§ 291), und die Fortsetzung 
des vorigen Beweises bleibt bestehen. 

5) Newton* s Erzeugwngsmethode der Kegelschnitte'. Zwei Winkel 
von constanter Gröfse drehen sich um ihre festen Scheitel P und 

C und der Schnittpunkt des einen Paares 
^^ ^ ^ ihrer Schenkel durchläuft eine Gerade 

AÄ\ dann ist derOrt desSchnittpunktes V 
ihrer andern Schenkel ein Kegelschnitt, 
welcher durch die beiden Punkte J? 
und Q hindurchgeht. 

Denn sind wieder vier Lagen der 
sich drehenden Winkel gegeben, so ist 

(P. AÄÄ'Ä") = {Q . AÄÄ'A'y, 

es ist aber, weil die Winkel in dem je vom ersten Schenkel 
beschriebenen Büschel mit den entsprechenden Winkeln des 
Büschels je der zweiten Schenkel übereinstimmen, {JP.Y V V" V") 

= (jQ • VV' y " 1^")» ^^^ ^^^ ^^ ^^^ ^ " ^^* ^^ vorher ein 
durch P, §, F, F', F" gehender Kegelschnitt. 

6) Chasles hat auch diese Methode dadurch erweitert, dafs 
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er den Punkt Ä anstatt in einer Geraden in einem durch die 
Punkte P und Q gehenden -Kegelächnitt bewegt denkt; denn aach 
dann ist immer (P. A Ä Ä' Ä" ) «= (^ . AA^Ä'Ä"\ 

7) Der Beweis bleibt auch noch derselbe, wenn anstatt der 
Unveränderlichkeit der Winkel APY , AQY festgesetzt wäre, 
dafs dieselben in festen Geraden constante Abschnitte bestimmen; 
denn auch dann gälte die Gleichheit der Doppelverhältnisse 
(P . A ÄAl' Ä") = (P . 7 F' 7" F'"), weil beide Büschel in einer 
festen Geraden Abschnitte von derselben Länge bestimmen. Wenn 
also die Basis eines Dreiecks und der von den Seiten desselben 
in irgend einer festen Geraden bestimmte Abschnitt gegeben 
sind, 80 ist der Ort der Spitze ein Kegelschnitt. 

8) Die Ecken von zwei demselben Kegelschnitt umgeschriebenen 
Dreiecken ABC, DEF sind sechs Funkte eines Kegelschnittes. 

Denn die Geraden AB^ ACj DE, 
I)F bestimmen in den beiden andern 
BG und EF Punktreihen von gleichem 
Doppelverhältnis 

{BCKL)^{aHEFy, 

also (2) . BCEF) = {A . BCEF), 

was den Satz beweist. 

Ebenso beweist man den Satz: Die Seiten von zwei demselben 
Kegelschnitt eingeschriebenen Dreiecken sind sechs Tangenten eines 
Kegelschnittes. 

Die Aufsuchung und den Beweis anderer den vorher ent- 
wickelten Eigenschaften nach dem Princip der Dualität ent- 
sprechender Sätze überlassen wir dem Leser. 

9) Das Doppelverhältnis von vier Durchmessern eines Kegel- 
schnittes ist dem der bez. conjugirten Durchmesser gleich. 

Die conjugirten Durchmesser bilden zwei projectivische Büschel 
aus dem Centrum als dem gemeinsamen Scheitel, oder die Rich- 
tungen der Paare conjugirter Durchmesser bilden zwei projectivische 
Reihen in der unendlich fernen Geraden. Denn das Doppelver- 
hältnis von vier aus einem Punkt der Curve gezogenen Sehnen 
ist dem Doppelverhältnis ihrer Supplementarsehnen gleich (§ 186). 

10) Mittelpunktsort des einem gegebenen Viereck umge- 
schriebenen Kegelschnittes. (Vgl. § 272, 1.) 

Denkt man Durchmesser des Kegelschnittes nach den Mittel- 
punkten der Seiten des Vierecks gezogen, so ist ihr Doppel- 
verhältnis dem ihrer bez. conjugirten gleich und daher constant, 
weil diese den zugehörigen Seiten des Vierecks parallel sind. 
Der fragliche Ort ist daher ein durch die Mittelpunkte der ge- 
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gebenen Seiten gehender Eegelsclinitt. Da aber das betrachtete 
System drei Kegelschnitte enthält, welche in Linienpaare de- 
generiren, nämlich die Gegenseitenpaare und das Diagonalenpaar 
des Vierecks, so sind die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 
und der Diagonalen gleichfalls Punkte des Ortes. 

299. Involution harmonisoher Pole und Polaren. 



Die homologen Strahlen a,a'] 
b,b'] . . . projeetivischer Büschel 
an zwei Punkten T, T' des 
Kegelschnittes werden gemäfs 
§ 94 und § 294 von einer Ge- 
raden j? durch den Berührungs- 
pol T" in entsprechenden 
Punkten jpa, pa] pb, pV in- 
volutorischer Beihen geschnit- 
ten. Ein Paar der Involution 
wird von T' und dem Schnitt- 
punkt mit TT' gebildet. Jeder 
Doppelpunkt (§ 95) liefert ho- 
mologe Strahlen c?i, d^ bez. 
d^j d^ y d. h. er ist selbst einer 
der beiden Schnittpunkte von 
p mit dem Kegelschnitt. Die 
Involution ist durch die Dop- 
pelpunkte bestimmt^ also nur 
von der Lage ihres Trägers p 
zum Kegelschnitt abhängig. 
Ihre Paare sind daher harmo- 
nische Pole bezüglich de« Kegel- 
schnittes, wie auch daraus 
hervorgeht, dafs sie die Diago- 
nalpunkte in eingeschriebenen 
Vierecken wie T, T\ aa\ bV 
sind (§ 158). 

Dergestalt bestimmt der Kegel- 
schnitt in jeder Geraden der 
Ebene eine Involution harmo- 



Die homologen Punkte Ä, A\ 
ByB'] ... projeetivischer Reihen 
in zwei Tangenten t, t' des 
Kegelschnittes werden gemäfs 
§ 94 und § 294 aus einem 
Punkt P der Berührungssehne 
t" durch entsprechende Strahlen 
FA, PA'] FB, BB eines invo- 
lutorischen Büschels projicirt. 
Ein Paar der Involution wird 
von t'' und dem Strahl nach 
tt' gebildet. Jeder Doppel- 
strahl (§ 95) schneidet daher 
homologe Punkte D^, D/ bez. 
Dg, Da' aus, d. h. er ist selbst 
eine der beiden durch P gehen- 
den Tangenten des Kegel- 
schnittes. Die Involution ist 
durch die Doppelstrahlen be- 
stimmt, also nur von der Lage 
ihres Scheitels P zum Kegel- 
schnitt abhängig. Ihre Paare 
sind daher harmonische Polaren 
bezüglich des Kegelschnittes, 
wie auch daraus hervorgeht, 
dafs sie die Diagonalen in Tgji- 
gentenvierseiten wie t^ t\ AA\ 
BB' sind (§ 158). 

Dergestalt bestimmt der Kegel- 
schnitt in jedem Punkt der 
Ebene eine Involution harmo- 
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nischer Pole, welche ihr Schnitt- 
punictepaar definirt. Demnach 
können zwei conjugirt imagi- 
näre Punkte dadurch als Be- 
stimmungsstücke ersetzt wer- 
den, dafs man zwei Paare har- 
monischer Pole in ihrem reellen 
Träger angibt, und sie so dar- 
stellt (§96). 

Die Polinvolution in p wird 
aus dem Pol von p durch die 
Polarinvolution desselben pro- 
jicirt. Die Angabe einer Pol- 
involution und die des Poles 
ihres Trägers ersetzt also zwei 
imaginäre Punkte nebst ihren 
Tangenten. 



nischer Polaren, welche sein 
Tangentenpa^ar definirt. Dem- 
nach können zwei conjugirt 
imaginäre Tangenten dadurch 
als Bestimmungsstücke ersetzt 
werden,dars m an zwei Paare har- 
monischer Polaren aus ihrem 
reellen Schnittpunkt angibt 
und sie so darstellt 

Die Polareninvolution um P 
schneidet die Polare von P in 
der Polinvolution derselben. 
Die Angabe einer Polarinvo- 
lution und der Polare ihres 
Scheitels ersetzt also zwei ima- 
ginäre Tangenten nebst Be- 
rührungspunkten. 



Gegebene Involutionen an Pol und Polare characterisiren 
also die Kegelschnitte eines Doppelberührungsbüschels, auch 
bei imaginärer Berührung. 

Am Centrum des Kegelschnittes besteht insbesondere die 
Involution conjugirter Durchmesser. Dieselbe definirt die Asym- 
ptoten als ihre Doppelstrahlen, die Axen als ihr Recht- 
winkelpaar (vgl. § 95). Die perspectivische Polinvolution 
wird von den Richtungen der Durchmesser gebildet. In Bezug 
auf alle Kreise ist die Involution auf der unendlich fernen 
Geraden dieselbe als Definition der absoluten Richtungen. 
Die Durchmesserinvolutionen des Kreises sind Rechtwinkel- 
involutionen (§ 96). 

Durch jeden Punkt geht ein rechtwinkliges Paar har- 
monischer Polaren. An einem Brennpunkt des Kegelschnittes 
bilden die conjugirten Polaren eine Rechtwinkelinvolution 
(§ 194). Beim Kreis sind im Mittelpunkt auch die Brenn- 
punkte vereinigt. 

Auf Tangenten eines Kegelschnittes sind die Polinvolu- 
tionen stets parabolisch, denn jeder Punkt derselben ist dem 
Berührungspunkt als einzigem Doppelpunkt conjugirt (§ 95). 
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Dasselbe gilt von der Involution conjugirter Richtungen^ bez. 
Durchmesser der Parabel. Auf Parabeldurchmessern und 
Asymptotenparallelen sind die involutorischen Polreihen spe- 
ciell symmetrisch (§ 96). 

Offenbar treten damit die Paare conjugirt imaginärer 
Punkte und Tangenten des Kegelschnittes in die Reihe der 
(Paare von) linearen Bedingungen, aus denen derselbe con- 
struirt werden kann. B. 6 f.). Wir denken die Involutionen 
elliptisch, weil man sonst durch Ermittelung ihrer Doppel- 
elemente auf die Construction aus fünf reellen Punkten oder 
Tangenten zurückkommt. 

B. l) Wenn man von jedem Punkt einer Geraden aus die 
beiden Tangenten an einen Kegelschnitt zieht, so begegnen diese 
irgend einer festen Tangente je in zwei Punkten, die eine In- 
volution bilden, deren Paare den Punkten jener Geraden nach 
gleichem Doppelverhältnis entsprechen (§ 94). Die in den Schnitt- 
punkten der gegebenen Geraden mit dem Kegelschnitt au diesen 
gezogenen Tangenten bestimmen in der festen Tangente die 
Doppelpunkte dieser Involution. Insbesondere bestimmen die 
Paare der parallelen Tangenten in einer festen Tangente eine 
involutorische Reihe, die in den Asymptoten ihre Doppelpunkte hat. 

2) Wenn man von einem festen Punkt aus Tranversalen 
nach einem gegebenen Kegelschnitt und von einem beliebigen 
Punkt des Kegelschnitts aus nach den Endpunkten der bezüg- 
lichen Sehnen die Geraden zieht, so bilden diese ein Büschel 
involutorischer Paare und entsprechen dem Büschel der Trans- 
versalen projectivisch. Die Doppelstrahlen gehen nach den 
Berührungspunkten der von jenem Punkte aus an den Kegel- 
schnitt möglichen Tangenten. Wenn umgekehrt die Schenkel von 
Winkeln aus einem Punkt eines Kegelschnittes Paare einer In- 
volution sind, so gehen die von ihnen bestimmten Sehnen durch 
einen Punkt; also insbesondere die von rechten Winkeln, die von 
solchen, deren Schenkel gegen eine feste Gerade gleich geneigt 
sind, und allgemein die von solchen Schenkeln, für die die trigo- 
nometrischen Tangenten ihrer Winkel gegen eine feste Gerade 
constantes Product haben. 

3) Wenn man durch einen Pimkt des Kegelschnittes Strahlen 
nach den Enden von zwei Sehnen desselben zieht, so bilden sie 
mit der Tangente desselben und dem nach dem Schnittpunkt der 
Sehnen gehenden Strahl drei Paare in Involution. 

4) Die conjugirten Strahlen eines harmonischen Viererbüschels 
aus einem Punkt des Kegelschnittes schneiden ihn in Punkten, 
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deren Yerbindungsgeraden harmonische Polaren in Bezug auf den 
Kegelschnitt sind. 

5) Wenn ein Vierseit einem Kegelschnitt umgeschrieben ist, 
so bilden die Schnittpunkte einer beliebigen Tangente desselben 
mit den Paaren der Gegenseiten, der Berühmngspunkt und der 
Schnittpunkt mit der Verbindungslinie der Schnittpunkte der 
Gegenseitenpaare drei Paare in Involution. 

6) Ein Pol P, seine Polare p, nebst der Involution har- 
monischer Pole in dieser oder harmonischer Polaren von jenem, 
und ein Punkt Ä oder eine Tangente a des Kegelschnittes be- 
stimmen denselben. Denn man hat für das erste nur in dem 
Strahl PA zu Ä den in Bezug auf P und den Schnitt mit der 
Polaren ihm harmonisch conjugirten Punkt ^* zu bestimmen, so 
liefert jedes Paar XX^ der Involution in p zwei neue Punkte 
des Kegelschnittes auf einer Geraden durch den Pol in den 
Schnitten der Geraden ÄX^ Ä*X^ und ÄX^^ Ä*X. Und dual 
entsprechend im zweiten Falle. 

7) Die Polinvolution in einer Geraden p und drei Punkte 
J., By C des Kegelschnittes führen zu seiner Construction wie 
folgt: Sind X und Y die Schnitte von p mit den Geraden AB, 
BC resp. und X*, Y* ihre harmonisch conjugirten in Bezug auf 
AB, BC, so ist der Schnitt der Geraden X*Xi und Y*Yi der 
Pol P von p. Auch liefern CY^ und AX^ sofort B*, etc. Und 
dual entsprechend. 

8) Die Polinvolutionen in zwei Geraden p, p' und ein Punkt 
A bestimmen den Kegelschnitt. Denn für XY' als den Schnitt 
von p und p' ist Xj^Y^ die zugehörige Polare, die die Pole P 
und P' der Geraden enthält; für ihre Schnittpunkte B^B* mit 
dem Kegelschnitt würden AB und AB* sowohl in p wie in p' 
ein Paar der zugehörigen Polinvolutionen liefern, so dafs diese 
Strahlen das gemeinsame Paar der aus A über diesen gebildeten 
involutorischen Büschel sein müssen. (§ 300, 3.) Und dual ent- 
sprechend. 

300. Frojectivität und Involution auf dem Eegel- 
Bohnitt. Mit der Erweiterung des Begriffes eines Doppel- 
Verhältnisses von den Elementargebilden auf Gebilde zweiten 
Grades ist auch eine analoge Übertragung des Projectivitäts- 
begriffes geboten. Man bezeichnet etwa den Kegelschnitt 
als Punktreihe zweiter Ordnung oder als Strahlbüschd zweiter 
Glosse. 

Man nennt Punkt- oder Tangentensysteme desselben Kegel- 
schnittes projectivisch, wenn bei eindeutiger Ztiordnung die homo- 
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logen Doppelverhältnisse von vier homologen Punkten oder 
Tangenten gleich sind. Dies fällt unter die Definition der 
allgemeinen CoUineation (§ 89), denn projeetivisch sind dann 
auch die erzeugenden Strahlbüschel an Punkten des Kegel- 
schnittes, welche zu jenen Punktsystemen perspectivisch sind, 
oder die erzeugenden Punktreihen in Tangenten des Kegel- 
schnittes, welche zu jenen Tangentensystemen perspectivisch 
sind. Diese Systeme an der Curve besitzen wiederum zwei 
reelle, imaginäre oder vereinte Doppelpunkte. 

Die projectivischen Systeme bilden eine Funkt- oder Tan- 
genteninvolution am Kegelschnitt, sobald zwei und damit alle 
homologen Elemente sich vertauschbar entsprechen (§ 93). 
Dies tritt vor allem ein, wenn die gegebenen Systeme per- 
spectivisch sind, d. h. homologe Punkte auf Strahlen durch 
einen Punkt P liegen oder homologe Strahlen durch Punkte 
einer Geraden p gehen. Die Doppelelemente sind dann die 
Tangenten aus P oder die Schnittpunkte in p. 

Bilden also die Tangenten a, a'; 6, &' in den Punkten 
Ay Ä\ B, B' einer Punktinvolution die Tangenteninvolution, 
so sind P und p Pol und Polare in Bezug auf den Kegel- 
schnitt und heifsen auch Pol und Polare der Involution an 
demselben. Es liegt P auf ÄÄ, BB' und ai, ab\ und p 
enthält aa\ hV und AB, AB' (§ 159). Diese Bemerkung 
liefert sehr praktische Constructionen der Involutionen über- 
haupt, indem man leicht Involutionen an einem Hilfskreise 
einführt, die zu den gegebenen perspectivisch sind. Die Be- 
nutzung des Hilfskreises gibt auch den Constructionen mit 
imaginären Elementen ihre praktische Form, die in § 96 be- 
gründet wurde. B. 4. 

Anderseits erkennt man, dafs der Kegelschnitt auf sich 
seihst centrisch collinear (involutorisch) bezogen ist, wenn man 
für einen beliebigen Punkt diesen Pol als Gentrum, seine Polare 
als Axe der CoUineation nimmt (§ 98). 

B* 1) Die im Text angedeutete einfache Construction der 
Axen und Doppelstrahlen eines durch zwei Strahlenpaare -4, J.'; 
Bj B' bestimmten involutorischen Büschels ist folgende: Man legt 
durch den Scheitel des Büschels einen Kreis und zieht die Sehnen 



492 XV. Projectivische Eigenschaften der Kegelschnitte. 300. 

AAl^ JBJ5', sie schneiden sich in einem Punkt P, dtirch welchen 
die Sehnen aller Paare der Involution gehen. Das rechtwinklige 
Paar hat seine Enden in dem durch P gehenden Durchmesser; 
das Paar der Doppelstrahlen geht nach den Berührungspunkten 
der Tangenten, die man von P aus an den Kreis ziehen kann. 
Es ist offenbar, dafs man durch dieselbe Construction die Doppel- 
punkte einer inyolutorischen Beihe bestimmen kann. 

2) Direct construirt man diese Doppelpunkte einer inyolu- 
torischen Eeihe auf Grund des dualistisch entsprechenden Satzes: 
An einen die Beihe berührenden Kreis zieht man von den ge- 
gebenen Paaren A^ A!\ jB, B' die Tangenten und verbindet ihre 
Schnittpunkte durch eine Gerade jj. Die Tangenten des Kreises 
in den Punkten der letzteren gehen nach den Doppelpunkten. 

3) Derselbe erste Satz löst auch die Aufgabe, das gemeinsame 
Paar von zwei vereinigten involutorischen Büscheln, und der dua- 
listische zweite die Aufgabe, das gemeinsame Paar von zwei ver- 
einigten involutorischen Reihen zu bestimmen. Die Aufgaben der 
Bestimmung eines Paares der Involution von Strahlen, welches recht- 
winklig ist, oder einen gegebenen Winkel, ein gegebenes Segment har- 
monisch teilt, die Bestimmung eines zu zwei Paaren von Elemen- 
ten zugleich harmonischen Paares, etc. sind besondere Fälle dieses 
Problems. Das gemeinsame Paar ist stets reell, so lange nicht die 
Doppelelemente })eidcT Involutionen reell sind und sich trennen. 

5) Zwei imaginäre Gerade in derselben Ebene sind durch 
ihre reellen Punkte jT, T* und ihre symmetrisch harmonischen 
Darstellungen \dbd\ und {a*6*a*'} an denselben gegeben; man 
bestimme ihren Schnittpunkt. Man lege durch die reellen Scheitel 
T, T* einen Hilfskreis, der die Strahlen a, h etc. in ^, J5, . . . 
schneidet. Um nun die Involutionen \dbd\ etc. mit Beibehaltimg 
ihres Bewegungssinnes von dem gemeinsamen Strahl TT* aus 
harmonisch darzustellen und dann nach § 96 als ihren perspec- 
tivischen Durchschnitt die harmonische Darstellung des gesuchten 
Schnittpunktes zu erhalten, sind folgende Schritte zu thun; für 
die Involution um T: Man bestimme ihren Pol P im Hilfskreis 
auf dem Durchmesser von B und in der Geraden AÄ^ daraus 
den zu T* entsprechenden Punkt T*' und den vierten harmonischen 
zu T in Bezug auf T*' T*^ sowie dessen durch P gehende und 
den Kreis in U", Jf schneidende Polare. Sind dann t*, t*\ w, w' 
die Strahlen aus T nach T* T*', U, U' und liegen w, t*\ u und t* 
im Sinne von aJ)a\ so bilden sie die harmonische Darstellung 
der ersten imaginären Geraden von t* aus. Ebenso erhält man 
die der zweiten und die ihres Schnittpunktes. 

5) Zwei imaginäre Punkte sind durch ihre reellen Geraden 
t, t* und ihre symmetrisch harmonischen Darstellungen in den- 
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selben resp. {ÄBÄ') und {Ä*B*Ä^'} bestimmt. Man construirt 
ihre Yerbindungsgerade , indem man dual entsprechend zu der 
Construction in 4) ihre harmonischen Darstellungen aus dem 
Schnittpunkt von t und t* mittelst eines diese Geraden berührenden 
Hilfskreises bestimmt und das zu beiden perspectiyische Büschel 
bildet. Die Construction des Schnittpunktes einer reellen mit 
einer imaginären Geraden und der Verbindungsgeraden eines 
reellen mit einem imaginären Punkte sind in den Definitionen 
enthalten. 

6) Hiernach bleibt die Construction des vierten harmonischen 
Elementes zu drei gegebenen oder die Vervollständigung der In- 
volution aus zwei Paaren (vgl. 301, l), der Projectivität aus 
drei Paaren von Elementen auch dann ausführbar, wenn unter 
diesen Elementen resp. diesen Paaren derselben imaginäre ge- 
geben sind. 

301. Die Kegelschnitte eines Büschels schneiden eine be- 
liebige Gerade in Punktepaaren einer Involution.^^) 

Sind a, b, c, d die Grundpunkte des Büschels und A, Ä 
die Schnittpunkte eines seiner Kegelschnitte mit der Ge- 
raden^ so ist 

{a.AdbÄ) = {c.AdbÄ), 

und, in der Transversale AÄ gemessen, 

{AGBA^ = (ABC'A) = {ACBA). 

Die Punktepaare Ay Ä gehören somit zu der Involution, die 
durch die Paare J5, JB'; C, C bestimmt ist, in welchen die 

Transversale zwei Gegen seiten- 
paare des durch die Grund- 
punkte bestimmten Vierecks 
schneidet. (Vgl. § 94.) So 
schneiden auch Kreise eines 
Büschels jede Gerade in Punkte- 
paaren einer Involution (§ 125), 
die Radicalaxe bestimmt den Centralpunkt, die zwei Kreise 
des Systems, welche die Gerade berühren, geben die Doppel- 
punkte an. • • 

Nach dem Princip der Dualität entspricht dem vorigen 
Hauptsatz der andere: Die Kegelschnitte einer Schaar haben 
mit einem beliebigen Punkte Tangentenpaare in Involution ge- 
mein. Die drei Punktepaare in der Schaar liefern die Con- 
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struction der Involution mittels des vollständigen Yierseits 

in § 94 wieder. Diese Constructionen aus Viereck und Vier- 

seit liefern zu einem durch fünf Punkte resp. fünf Tangenten 

bestimmten Kegelschnitt neue Punkte auf den Strahlen durch 

einen derselben resp. neue Tangenten aus den Punkten einer 

der gegebenen. 

B. 1) Eine Involution in der Geraden p sei durch zwei Paare 
X, X^ und y, Yj conjugirt imaginärer Punkte mittels ihrer 
symmetrisch harmonischen Darstellungen [ÄBÄ'} resp. [CDC] 
bestimmt; man construirt Z^ zu Z mittels eines Büschels von 
Kreisen mit reellen Grundpunkten S^^ S^ (§ 124). Der Kreis 
des Büschels durch Z schneidet B zum zweiten mal in Z^. Die 
Kreise durch ein willkürlich gewähltes S^ und X, X^ resp. F, Y^ 
sind bestimmt aus der Polinvolution in^ — Paare [ÄBA'B') etc. 
— und der Involution rechtwinkliger Richtungen in der unendlich 
fernen Geraden nach § 299, 8. Das Recht winkelpaar der In- 
volution aus S^ über AB AB' gibt die Endpunkte des in B zu 
p rechtwinkligen Durchmessers für den ersten und das der In- 
volution über CT>C*jy die des in D zu |? rechtwinkligen Durch- 
messers für den zweiten Kreis. Ist das eine der gegebenen Paare 
reell, so vereinfacht sich die Construction. Sie bleibt auch für 
zwei reelle Paare nützlich, obschon sie nicht linear ist. 

2) Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, 
so schneidet eine Transversale diesen und zwei Seiten des Drei- 
ecks, die dritte Seite und die Tangente des Kegelschnittes in 
der gegenüberliegenden Ecke in sechs Punkten einer Involution. 

Denn die Tangente bildet mit dem Dreieck ein eingeschriebenes 
Viereck. 

3) Jede Transversale schneidet einen Kegelschnitt und zwei 
feste Tangenten desselben in zwei Punktepaaren, welche eine 
Involution bestimmen, die in der Berührungssehne jener festen 
Tangenten desselben einen Doppelpunkt hat. 

Denn die Berührungssehne bildet als ein Paar von Gegen- 
seiten mit den Tangenten ein eingeschriebenes Viereck. 

Man bildet leicht die dualistisch entsprechenden Sätze. 

4) In jeder Transversale werden von einer Hyperbel und 
ihren Asymptoten Segmente bestimmt, die denselben Mittelpunkt 
haben. — Deifti einer der Doppelpunkte ist unendlich fern. 

5) Wenn zwei Kegelschnitte demselben Viereck umgeschrieben 
sind, so sind die Berührungspunkte einer gemeinschaftlichen Tan- 
gente zu ihren Schnittpunkten mit den Gegenseitenpaaren des 
Vierecks harmonisch conjugirt. Denn sie sind die Doppelpunkte 
der Involution, welche diese bestimmen. 
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6) Wenn drei Kegelschnitte demselben Viereck umgeschrieben 
sind, so wird eine gemeinschaftliche Tangente von zweien unter 
ihnen durch den dritten harmonisch geteilt. (§ 125.) 

7) Wenn naan durch den Schnittpunkt der Schnittsehnen 
von zwei Kegelschnitten eine Tangente an den einen derselben 
legt, so wird diese durch den andern harmonisch geteilt. 

Denn jener Punkt ist ein Doppelpunkt, etc. Darum halbirt 
der Berührungspunkt einer zur Badicalaxe zweier Kreise parallelen 
Tangente die in ihr gelegene Sehne, und in allen Sehnen des 
einen von zwei concentrischen , ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Kegelschnitten, welche Tangenten des andern sind, gibt der Be- 
rührungspunkt die Mitte an. (§ 244; 2.) 

8) Wenn zwei Kegelschnitte mit einander in doppelter Be- 
rührung sind (oder wenn sie eine Berührung dritter Ordnung 
mit einander haben), so wird jede Tangente des einen in ihren 
Schnittpunkten mit dem andern und in dem Schnittpunkt mit 
der Berührungssehne beider Kegelschnitte harmonisch geteilt. 

Denn die gemeinschaftlichen Sehnen fallen zusammen, etc. 
Die Anwendung auf concentrische Kreise, überhaupt ähnliche 
concentrische und ähnlich gelegene Kegelschnitte ist offenbar. 

9) Man soll einen Kegelschnitt durch vier Punkte A, B, 
C, D construiren, der eine gegebene Gerade berührt. 

Der Berührungspunkt ist ein Doppelpunkt der Involution, 
welche in der Geraden durch die Schnittpunkte mit den Gegen- 
seitenpaaren des Vierecks AB CD bestimmt ist (§300,2; 308,6); 
das Problem hat daher zwei Lösungen. 

10) Wenn eine Parallele zu einer Asymptote einen Kegel- 
schnitt in C und die Seiten eines eingeschriebenen Vierecks in 
den Punkten a, h, c, d schneidet, so ist Ca . Cc = Ch , Cd] denn 
C ist das Centrum des Systems. 

11) Man behandle 3) u. f. des § 296 als Fälle der Involution. 
In 3) ist K ein Doppelpunkt, in 4) ebenso T, in 5) ist T 

ein Centrum, etc. 

12) Zu einem System von Kegelschnitten durch dieselben 
vier Punkte gibt es auf jeder beliebigen Geraden zwei reelle 
oder imaginäre Punkte, welche in Bezug auf alle seine Kegel- 
schnitte harmonische Pole sind. 

Es sind die Doppelpunkte der durch dieselben bestimmten 
Involution. (Vgl. 14.) § 314, l) bestimmt sie durch einen der 
Geraden entsprechenden Kegelschnitt. 

Wenn ein System von Kegelschnitten vier feste. Gerade be- 
rührt, so gehen durch jeden Punkt zwei reelle oder imaginäre 
Strahlen^ welche in Bezug auf alle diese Kegelschnitte conjugirt 
oder harmonische Polaren sind. 
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13) Alle die Kegelschnitte, welche durch vier feste Punkte 
gehen, haben ein reelles oder imagin&res Paar von parallelen 
conjugirten Durchmessern. 

Denn man denke die Transversale des Satzes der vorigen 
Aufgabe unendlich entfernt, etc. 

14) Man bestimme unter den durch vier feste Punkte gehen- 
den Kegelschnitten denjenigen, der eine gegebene Strecke EF har- 
monisch teilt, insbesondere den von gegebenen Axenrichtungen. 

tb) Der Ort des Pols einer Geraden in Bezug auf die durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt, der 
durch die Schnittpunkte der Diagonalen und der Gegenseiten- 
paare des Vierecks geht. (§ 272, 1.) 

Denn wenn man in Bezug auf zwei Punkte P und Q die 
PolarenbtLschel bildet, so entsprechen die Strahlen derselben einer 
einem, d. h. projectivisch; also ist der Ort der Schnittpunkte 
ihrer entsprechenden Strahlen ein Kegelschnitt. Diese Schnitt- 
punkte sind aber die Pole der Geraden PQ in Bezug auf die 
Kegelschnitt^ des Systems oder die Scheitel der PolarenbtLschel 
für den in der Geraden PQ fortbewegten Pol. (Vgl. 12.) 

16) Das Büschel der Polaren des Punktes P in Bezug auf 
vier demselben Viereck umgeschriebene Kegelschnitte hat ein von 
der Lage von P unabhängiges Doppel Verhältnis (§ 269). Die 
Beihen der Berührungspunkte, welche in den gemeinsamen Tan- 
genten von vier demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
durch diese gebildet werden, haben dasselbe Doppelverhältnis. 

Man kann in Folge dieser Eigenschaften von dem Doppel- 
verhältnis von vier KegelschniUen eines Büschels oder einer Schaar 
sprechen. 

17) Der Satz § 284 spricht aus, dafs die Kegelschnitte 
eines Büschels von einem Kegelschnitt K durch zwei ihrer ge- 
meinsamen Punkte ^, ^ in einer Involution geschnitten werden, 
für welche die Verbindungslinien ihrer Paare (§ 299, 2) durch 
einen Punkt P der Sehne CD gehen, welche die beiden andern 
gemeinsamen Punkte des Büschels verbindet. (Vgl. § 284, B.) 
Die von diesem Punkte P an den Kegelschnitt gehenden Tan- 
genten liefern durch ihre Berührungspunkte die Doppelpunkte 
der Involution und damit die zwei Kegelschnitte des Büschels, 
welche den Kegelschnitt K herühren.^^) 

Wenn einer der Doppelpunkte mit Ä oder B zusammen- 
fällt, so findet zwischen dem zugehörigen Kegelschnitt des Büschels 
und K in diesem Punkte Osculation statt, und man erhält die 
Construdion des Problems, durch zwei gegebene Punkte C, D einen 
Kegelschnitt zu legen, welcher den gegebenen Kegelschnitt K in dem 
Punkte B osculirt. 
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Lassen wir auch D in ^ fallen, so entsteht die Constmdion 
ßr dm Kegelschnitt durch (7, der in B mit K eine Berühnmg 
dritter Ord/mmg hat-. Man schneidet K mit CB in X und zieht 
XP, welches ihn in X schneidet, nach einem Punkte P der 
Tangente von K m B\ dann ist BX^ CP ein Punkt des ge- 
suchten Kegelschnittes. 

18) Man soll durch einen gegebenen Punkt eine Gerade 
ziehen^ die einen festen Kegelschnitt S in Punkten P, Q schneidet, 
welche mit einem festen Punkte N desselben und drei festen 
Punkten A^ B^ C aufser ihm auf einem Kegelschnitt liegen. 
Durch die Punkte ABCN geht ein Büschel Ton Kegelschnitten, 
von denen jeder den Kegelschnitt 8 in drei Punkten P, Q^ E 
femer schneidet; da jeder Punkt P von 8 nur einen Kegelschnitt 
dieses Büschels und somit nur ein Dreieck P, Q, R bestimmt, 
so umhüllen die Seiten dieses Dreiecks einen Kegelschnitt Z7, 
und die von an diesen gehenden Tangenten lösen die Aufgabe. 
Die drei Paare von Geraden BC, AN\ CA, BN\ AB, GN, welche 
zu den Kegelschnitten des Büschels gehören, liefern in BC^ CA^ 
AB Tangenten des Kegelschnittes ü. Man hat also den Satz: 
Jeder einem Dreieck umgeschriebene u/nd einen festen Pimkt eines 
Kegelschnittes enthältende Kegelschnitt schneidet diesen in drei andern 
Punkten^ deren Verbindungslinien Tangenten eines dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebenen Kegelschnittes sind. 
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Sechszehntes Kapitel. 

Specielle homogene Gleichungsformen 

zweiten Grades. 



302. Sich selbst duale Gleichnngsformen. Die für die 
Theorie der Kegelschnitte fundamentale Einführung der pro- 
jectivischen Büschel und Reihen knüpfte sich an die dualen 
Gleichungsformen L^L^ — A'-^2 **= 0, A^A^ — A^'A^ = 0, 
entwickelte sich aber weiter • durch die blofse Anwendung 
des Begriffes des Doppelverhältnisses. 

Die beste analytische Ausdrucksform wird erst erreicht, 
indem wir die linearen Functionen selbst als trimetrische oder 
als prqjectivische Coordinaten einführen. Dies weist auf solche 
Gleichungsformen hin, die nur drei lineare Symbole enthalten. 
Die einfachsten sind L^L^ — ^2^ = 0, bez. A^A^ — A^^ == 0, 
wo ii = 0, ig = zwei Tangenten und L2= die Polare 
ihres Schnittpunktes, bez. Ai = 0, A^ = zwei Punkte und 
A2 = den Pol ihrer Verbindungsgeraden (§ 282) darstellen. 

Als erzeugende projectivische Büschel bez. Reihen 
bieten sich unmittelbar kL^ — ig = 0, ig — Äi^ = bez. 
ocAj^ — A2 = Oy Aq — xA2 = 0, so dafs als homologe Ele- 
mente erscheinen i^, L^] L^j L^ bez. ^,, A^^ A^^ A^, 
während L^ bez. A^ die gemeinsamen Elemente sind. 

Nehmen wir nun ^2 = als den Pol von Lg = 0, so 
ist das Dreiseit L^L^L^ = und das Dreieck A^A^A^ = 
identisch. Diese Gleichungen sind sich also selbst dual, d. h. 
gehören in ganz derselben Weise der Untersuchung der 
Kegelschnitte als Ordnungs- oder Classencurven an. 

Dieselbe Eigenschaft werden wir der Gleichungsform 



J 
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^1^1^ + kW + kW = (§ 277) zuerkennen (§ 312). Die 
übrigen symbolischen Gleichungen entsprechen einander zwar 
dual^ aber sind nicht im obigen Sinne sich selbst dual, denn 
das Viereck und das Vierseit in den zuerst erwähnten 
Gleichungsformen können für denselben Kegelschnitt nicht 
identisch sein. 

Wir bedienen uns zu den weiteren Untersuchungen 
homogener Ooordinaten. Zunächst nehmen wir für Punkt- 
coordinaten das Fundamentaldreieck A^A^Ä^ als das von 
den beiden Tangenten x^ =^ 0, x^ = und ihrer Berührungs- 
sehne X2 = 0* gebildete Dreieck; für Liniencoordinaten das 
Dreieck der beiden Berührungspunkte ^g = 0, Si = der 
Curve und des Schnittpunktes i^^=0 ihrer Tangenten. Dann 
ist die Gleichung eines Kegelschnittes in projectivischen 
Punkt- bez. Liniencoordinaten 

• 

falls der Punkt bez. die Gerade von den Ooordinaten Eins 
demselben angehören^ oder falls eine Constante implicite ge- 
dacht wird. 

Ebenso ist die Gleichung eines Kegelschnittes, bezogen 
auf ein Polardreieck als Fundamentaldreieck, in Punkt- bez. 
Liniencoordinaten 

«U^l^ + «22^2^ + «88^3^ = bez. J.^ g^^ -f A^^ g^^ -f ^33^3^ = 0. 

Im allgemeinen beschränken wir uns auf die Behandlung 
der Gleichungen in Punktcoordinaten^ da das Dualitätsprincip 
die Wiederholung einer solchen in Liniencoordinaten über- 
flüssig macht. 

303. ParameterdarsteUtuig. Für x^ x^ =» x^ als Glei- 
chung' des Kegelschnittes folgt aus der Relation fiXi = X2 
durch Einsetzen in die Gleichung der Curve gleichmäfsig 
iTg = ftajg und x^ = (i^x^. Also schneidet die vom Punkte 
^1 = ip2 = ö ausgehende Gerade ^x^ = X2 den Kegelschnitt 
in einem zweiten Punkte, dessen Verbindungsgeraden mit 
den beiden andern Fundamentalpunkten durch die Gleichungen 
11X2 = Xq und x^ = ^^x^ dargestellt sind. Die Coordinaten 

32* 



500 XVI. Specielle homogene Gleichungsformen zweiten Grades. 303. 




eines Curvenpufiktes sind also Potenzen eines Parameters pro- 
portional 

Wir können demzufolge denselben als den Punkt /t bezeichnen, 
und die Anwendung unseres Coordinatensystems bietet alle 
die Vorteile der Rechnung mit einer einzigen Veränder- 
lichen dar. 

Die Verbindungsgerade von zwei Punkten /t, ft' der Ourve 
ist durch ^^i'Xj^ — (f* + /*') a^s + ^s *= dargestellt (§ 87), 

da sie durch jede der Voraus- 
^ , Setzungen fta?i = x^ , [lx^ = x^ ; 

fi'Xi = a?2, (i'x^ = Xq erfüllt wird. 
Dem Zusammenfallen der Punkte 
ft und ft' entspricht die Gleichung 
der Tangente im Punkte (i, nämlich < 

ft*a?i — 2[iX2 + iTg = 0. 

Also sind die Coordinaten ^ 
der Tangente durch denselben Parameter ähnlich ausgedrückt 

wie die Xi, nämlich 

ii : I2 •• is = /**: — 2/t : 1. 
Hieraus erkennt man, dafs die Tangenten durch die Relation 
verbunden sind 4^^^^ = |2^ d- ^' ^^^ ^^^^ ^^^ Tangential- 
gleichung des Kegelschnittes x^x^ = aJg^ ist. In der Tat ist 
sie also von derselben Form, aber nicht etwa 5i S3 = la^ selbst. 

B. 1) Durch welche Specialisirungen geht die in § 173 ge- 
gebene Parametermethode aus der jetzigen hervor? 

2) Die Gerade (ifi trijfft Ä^Ä^ in dem durch feft'iTi + a?3 = 
ausgedrückten Punkte; nach ihm gehen auch die Geraden, welche 
die Schnittpunkte Ä^ii^ -^2-^8? -^if*'? -^2-^3 ^^^ ^^^ Schnittpunkten 
ÄQfA\ -^i-ä-g; -^gf*, -ii-^g bez. verbinden. So auch für zusammen- 
fallende (l^ fJL. 

3) Die Gleichung der Parabel, welche die Seiten Ä^A^^ 
ÄqÄ2 in den Punkten Ä^, Ä^ bez. berührt, wird in Dreilinien- 
coordinaten aus kx^oc^ = x^ durch die Bedingung der Berührung 
mit der unendlich fernen Geraden I^liXi = bestimmt, also 
durch 4Z1Z3 = Ä?2^; die Gleichung ist 12^^^^ = 4:Ii1^x^Xq. 



*) Durch die Einsetzung der Potenzen in x^x^ = x^^ wird die 
Gleichung identisch erfüllt. 
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4) Wenn die Tangente fi den Kegelschnitt umhüllt, so wird 
ein denselben in -4^, A^ doppelt berührender Kegelschnitt durch 
den Punkt erzeugt, in welchem die Verbindungslinien der Ecken 
des umgeschriebenen Dreiecks mit den Berührungspunkten der 
Gegenseiten sich schneiden. Ebenso durch die Harmonieale 
(§ 64, l) desselben in Bezug auf das Dreieck. 

5) Der Pol x/ der Sehne der Punkte fi, (i der Curve wird 
zufolge der Bedingungsgleichungen 

(A^Xi — 2fiX2 + ^3 = 0, (i^Xi — 2(1 X2 + a^s' = 

bestimmt als 

f f t I t t 



oder -4r = 



2(fi — fi) ft* — ft'* 2fi(i (fi — fi) 2 f* + /*' 2ftft' 

6) Man übertrage die vorigen Entwickelungen auf die Glei- 
chung in Cartesischen Coordinaten y^ = (2ai3 "I" ^n^) ^1 welche 
mit y = (IX liefert 

Man discutire die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit einem Kreise 
und leite die Sätze des § 236 wieder ab. Ebenso die Relationen 
zwischen den Parametern der Fufspunkte der Normalen, welche 
von einem gegebenen Punkte an die Curve gehen. 

304. Enveloppen. Umgekehrt berührt eine Gerade, deren 
Gleichung einen Parameter (i im zweiten Grade enthält, einen 
Kegelschnitt. In der Tat kann man die in x^, x^y x^ lineare 
Gleichung nach ft ordnen und die Coefficienten so bezeichnen, 
dafs die Form entsteht ft^a?/ — 2(ilx2 + ^3' = ö« Diese stellt 
aber nach dem Vorigen stets eine Tangente des Kegelschnittes 
1 s ■ ' Xa Qar. 

Allgemein repräsentirt die Gleichung einer Geraden, falls 
sie einen Parameter algebraisch enthält und wir dieser un- 
bestimmten Gröfse alle möglichen Werte geben, eine einfach 
unendliche Reihe von verschiedenen Geraden, die alle eine 
gewisse algebraische Curve berühren, welche man als die 
Enveloppe des Liniensystems bezeichnet. Die Gleichung dieser 
Enveloppe ist bereits für einzelne einfache Fälle ermittelt 
worden. Die nähere Untersuchung des Problems ist aber 
von Wichtigkeit, weil sie das Mittel evm Uebergang von der 
Darstelhmg der Curven in Punktcoordinaten zwr Darstellung 
derselben Curven in Liniencoordinaten liefert 
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Wir erläutern die allgemeine Methode zur Bestimmung 
der Gleichung einer solchen Enveloppe dadurch^ dafs wir 
den Satz dieses Paragraphen unabhängig von § 303 beweisen. 
Der Schnittpunkt der den Werten fi und ft + ^ entsprechenden 
Geraden ist durch die Gleichungen bestimmt 

fi*fl?i — 2fia?2 + ^s »==0, 2 (flXi — rCg) + hx^ = 0. 

Von diesen geht die zweite aus der ersten hervor, indem 
man ft + Ä für fi setzt, dann die infolge der ersten ver- 
schwindenden Glieder beseitigt und den Rest durch k dividirt. 
Je kleiner Je ist, desto mehr nähert sich die zweite Linie dem 
Zusammenfallen mit der ersten, und für den Grenzübergang 
Je = finden wir, dafs der Schnittpunkt der ersten Geraden 
mit einer unendlich nahe benachbarten, d. h. mit der nächst- 
folgenden Linie des Systems durch die Gleichungen bestimmt ist 

ft^a?! — 2fta?2 + ix?3 = 0, fta?! — a?2 = 0, 
oder, was dasselbe ist, durch die Gleichungen 

Da nun jeder Punkt der Curve als der Schnittpunkt 
von zwei auf einander folgenden Tangenten derselben an- 
gesehen werden darf (§ 76), so ist der Punkt, den eine 
Linie des Systems mit der Enveloppe gemein hat, eben der, 
in dem sie auch die nächstfolgende Tangente der Enveloppe 
schneidet. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen also 
den Punkt der Enveloppe, welcher zur Tangente die Gerade 
II Xy^ — 2fiX2 + i»3 = hat; die Elimination von (i zwischen 
diesen Gleichungen gibt die Gleichung des Ortes aller Punkte 



8 



der Enveloppe in der Form Xj^x^ = X2 

Analoge Gründe beweisen, dafs für X^ = 0, X2 = 0, 
Xg = als Gleichungen von Curven die durch 

dargestellte Curve stets die Curve XjXj = Xg^ tangirt. 

Zu denselben Ergebnissen führt auch folgendes Ver- 
fahren: Die Gerade fi^x^ — 2^1X2 -\- x^ = ist Tangente einer 
Curve zweiter Glosse (§§ 110, 156), da durcJi jeden PunJct Xi nur 
zwei Linien des Systems JiindureJigeheny nämlich die, welche 
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den aus ft^a?/ — 2fiX2 + a^g' = bestimmten Werten von /x 
entsprechen. Diese beiden Werte von fi fallen aber zu- 
sammen, oder der betrachtete Punkt ist der Schnittpunkt 
von zwei auf einander folgenden Tangenten, wenn seine Co- 
ordinaten der Gleichung x^x^ = ajg^ genügen. 

Und allgemein wird die Gleichung einer Curve w*®' Classe 
gefunden, indem man die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
die Parametergleichung der Tangente, welche in /x vom n^^ 
Grade ist, ein Paar gleiche Wurzeln hat. 

B. 1) Die Eckpunkte eines Dreiecks bewegen sich in drei 
festen Geraden x^ = 0, iCg *=^ ^> ^3 = und zwei seiner Seiten 
gehen durch die beiden festen Punkte Xi\ Xi'\ man soll die En- 
veloppe der dritten Seite bestimmen. 

Wenn x^ -{- {1X^ = die Gerade ist, welche den Punkt 
x^=^x^ = mit dem längs der Geraden x^=^0 sich bewegenden 
Eckpunkt des Dreiecks verbindet, so sind die Gleichungen der durch 
die festen Punkte gehenden Seiten bez. 

^3' (^1 + l^^2) = {^1 + (^^2) ^3 > ^3" (^1 + f*«^2) = (^1" + l^^n ^B • 
Die Gleichung der Basis ist 

{x^'+(iX2)x^''xi+(xj''+(iX2')iix^%—(^^^ 

denn die dieser Gleichung entsprechende Gerade geht sowol durch 
den Schnittpunkt der ersten Geraden mit x^ == 0, als auch durch 
den der zweiten mit ncg = 0. Indem man nach Potenzen von fi 
ordnet, findet man als Gleichung der Enveloppe 

Xj^X2 Xq -f- ^2*^8 "^1 »^8^1 »^2 '^S'^l *^2 ) 

X-i X2 [XiXq Xi X^J \X2XQ — — X2 Xf^j, 

Man kann dieselbe Aufgabe auch auf Grund der nach Po- 
tenzen von a geordneten Gleichung von § 49, 3) auflösen. 

2) Der Form der Kegelschnittsgleichung I1J3 = ^^^2^ ent- 
spricht fA^gj — 2fiJc^2 + ^3 *= ö -s-ls Gleichung des Berührungs- 
punktes der Tangente f*, welche die Punkte (i^i = lc^2i f*^^2 = l3 
mit einander verbindet. In andern Worten; Wenn in irgend einem 
System der Coordinaten o;/, a;/' die Coordinaten von zwei Punkten 
eines Kegelschnittes und aj/" die Coordinaten des Pols ihrer 
Sehne sind, so können die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
desselben in der Form 

(i^Xi+2fiJcXj^"-\'Xi\ fi^X2'{-2fiJcx2'''{'X2\ fi^a?3'+2i»Ä;ÄJ3"'+a?3" 
geschrieben werden, indes die Tangente desselben die beiden Tan- 
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genten nach den Verhältnissen (iik^ (ihil teilt. Für jfc «= 1 ist 
die Cnrve eine Parabel. 

3) Man soll den Ort eines Punktes (die Enyeloppe einer 
Geraden) bestimmen, welcher (welche) den zwischen zwei festen 
Tangenten eines Kegelschnitts gelegenen Abschnitt einer ver- 
änderlichen Tangente desselben (den von zwei festen Punkten 
eines Kegelschnittes an einem veränderlichen Punkte desselben 
bestimmten Winkel) nach gegebenen Verhältnis (Sinusverhältnis) 
m : n teilt. 

Für li$8=»Ä;^' als Gleichnng des gegebenen Kegelschnittes 
ist die Gleichung des Teilpunktes 

sein Ort ist also dargestellt durch 

4Ä:« («S, + m^,) (ti|, + m^) -= {nj, + m|3+ (m + n) Ä?S,}1 

305. Um die Gleichung der Polare eines Punktes xl be- 
züglich der Curve zu bestimmen, denken wir die Coordinaten 
des Punktes als der Gleichung der durch ihn gehenden Tan- 
gente genügend; nehmen also an 

\j?x( — 2fAa?2' + ^s' = 0- 

Nun ist im Berührungspunkte y? ^=^ x^\x^y yi,^=^ x^\x^^ da- 
her befriedigen die Coordinaten des Berührungspunktes die 
Relation 

•I/o X-\ """" luXa Xa "T*" X\ Xq "*"" KJm 

Dies ist die Gleichung der Polare. Wäre der Punkt als Schnitt- 
punkt der Geraden ax^ «= x^y hx^ = a?j gegeben, so wäre die 
Gleichung seiner Polare aix^ — 2ax2 + rrj «= 0. 

Liegt der Pol in der Polare, so genügen die x/ der 
Gleichung derselben, und man erhält als Bedingung der Lage 
in der Curve die Gleichung x^x^ = X2^ wieder. 

B. l) Wenn man den vorher implicite gedachten Coeffi- 
cienten in die betrachtete Kegelscbnittsgleichung explicite einführt, 
so ist sie x^x^ = T^x^^ Die Schnittpunkte der Geraden x^ = k^x^ 
mit dem Kegelschnitt sind k^X2^ = ^^a^3^ oder kx2 = + kx^'^ man 
erkennt darin die harmonische Teilung der durch den Pol gehenden 
Sehne in der Polare wieder. Dem Punkte X entspricht jetzt die 
Gruppe von Formeln 

Xx^ = kx2', Xq = Xkx^, oder oj^ : iCg • ^a = ^ • ^ • ^^^' 



Kegelschnitte, die einander doppelt berühren. 505 

Die Gleichung der Sehne zwischen den Punkten A, A' wird 

daher die der Tangente in X ebenso X^x^ — 2Xkx2 + ajg == 0. 
Die Coordinaten des Pols der Sehne il, X' sind bestimmt durch 



2 X + X' 2XX' 

Läfst man jene Sehne mit der unendlich fernen Geraden 
zusammenfallen, so erhält man für die trimetrischen Coordinaten 
des Centrums x^ : rCg' : x^' '=21^1^1 — I2 : 21(^1^. 

2) Wenn drei Kegelschnitte von den bez. Seitenpaaren eines 
Dreiecks in den Endpunkten der jedesmaligen dritten Seite be- 
rührt werden und durch einen Punkt gehen, so schneiden die 
Tangenten derselben in diesem Punkte die Dreiecksseiten, die 
ihnen bez. als Berührungssehnen entsprechen, in drei Punkten 
einer Geraden. 

306. Die Sehne, welche zwei Punkte ^ tan 9 und [i : tan 9 
verbindet, wo q) einen beliebigen constanten Winkel bezeich- 
net, berührt stets einen Kegelschnitt, der mit dem Kegel- 
schnitt XiX^ = X2^ eine doppelte Berührung hat. 

Denn die Gleichung der Sehne ist (§ 305) 

(i^x^ — (IX2 (tan q) + cot g?) -j- aJs = 0, 

und diese ist wegen tan q) -}- cot 9 = 2 : sin 29? die Gleichung 
einer Tangente des Kegelschnittes x^x^ sin^ 2q) = Xq^ im 
Punkte fi desselhen. 

Man erkennt in der nämlichen Art, dafs der Ort des 
Schnittpunktes der Tangenten in den Punkten fi tan 9, fi : tan q) 
der Kegelschnitt x^x^ = X2^ sin^ 2q) ist. 

B. 1) Die Basis eines Dreiecks berührt einen gegebei^n 
Kegelschnitt, während ihre Endpunkte sich in zwei festen Tan- 
genten desselben bewegen, und die beiden anderen Seiten durch 
feste Punkte P\ V" gehen: der Ort der Spitze ist ein Kegel- 
schnitt durch P', P" (§ 298, 4). 

Sind a?i = 0, iTg = die festen Tangenten und ist x^ x^ = X2 
der Kegelschnitt, so sind die Coordinaten des Schnittpunktes 
von 0*1 = mit der Tangente ^x^ — 2/1*072 + iPg = 1 1 1 2f* 
und die Gleichung der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem 
festen Punkte xl ist x^x^ — xIx^ = 2\jl {x^x^ — x^x^. Ebenso 
ist die Gleichung der Verbindungslinie des festen Punktes xf 
mit dem Punkte 2 | jn { , in welchem 0^3 = die Tangente f* 
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schneidet, 2 {x^x^' — ^%'^^ "* f* (^i V — ^i"^»)* ^^ Elimi- 
nation von 1» zwischen beiden Gleichungen gibt als den Ausdrack 
für den Ort des Scheitels 

2) Wenn in l) die Basisecken in irgend einem Kegelschnitt 
liegen, der mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat und 
die gegebenen Punkte enthält, so ist immer noch der Ort der 
Spitze ein Kegelschnitt. 

Sind fl?! flCg — x^ = 0, Xy^x^ sin* 2g) — a;^* = die Glei- 
chungen der Kegelschnitte, so schneidet eine Tangente fi des 
zweiten den ersten in Punkten ^i tan tp und |u cot g>; wenn die 
festen Punkte f*', ^i' sind, so sind die Gleichungen der Seiten 

fifi' tan (pXi — (fi' + ft tan tp) x^-^- x^=^ 0, 
|it|ii" cot (pXi — (f*" + fi cot gp) ip2 "f" ^8 ** ^' 
und die Elimination von jii liefert die Gleichung des Ortes 
(iTg — |[i'Ä?2) (|i*" a?! — ÄJj) = tan* 9 {x^ — y!'x^{\ix^ — x^), 

307. Für die Anwendungen ist es nützlich; zu bemerken^ 
dafs die Elimination von % zwischen den Gleichungen von 
zwei Tangenten ft, ft' für die Gleichung der Verbindungslinie 
des Schnittpunktes dieser Tangenten mit dem Eckpunkt A^ des 
Fundamen taldreiecks A^ fifix^ = ^3 liefert. Wenn also das 
Product a zweier Werte von /* gegeben ist, so liegt der 
Schnittpunkt der zugehörigen Tangenten in der festen Geraden 
aXi = Xq, Substituirt man in demselben Falle a für ftft' in 
die Gleichung der Sehne zwischen zwei Punkten, so erkennt 
man, dafs diese Sehne durch den festen Punkt ax^ + ^3 = 0, 
iPg = hindurchgeht. Femer liegen die Punkte + f* ^^ — f* 
iff einer durch A^ gehenden Geraden^ da die Gleichung der 
Geraden, welche den Punkt /li mit A^ verbindet, y?x^ = x^ ist. 

B. 1) Ein Dreieck bleibt einem festen Kegelschnitt umge- 
schrieben, und zwei seiner Ecken bewegen sich in festen Geraden; 
der Ort der dritten Ecke ist ein Kegelschnitt, der jenen in der 
Polare des Schnittpunktes der festen Geraden doppelt berührt. 

Wir denken die beiden Tangenten des Kegelschnittes aus 
dem Schnittpunkt der festen Geraden und ihre Berührungssehne 
als Fundamentallinien, und setzen die Gleichungen der festen Ge- 
raden in der Form ax^ — rr^ = 0, 'bx^ — rrg = voraus, die 
Gleichung des Kegelschnittes aber als x^x^ = x,^. Für zwei sich 
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in axi — a?3 = schneidende Tangenten des letzteren ist das 
Product der (i gleich a; wenn also die eine der Dreiecksseiten 
im Punkte (i berührt, so berühren die beiden anderen in den 
Punkten a : fi und 6 : ft, und es sind a^x^ — 2afiX2 + ^3^3 = 0, 
h^Xi — 2bfiX2 + (i^x^ = ihre Gleichungen. Die Elimination 
von fi zwischen diesen Gleichungen gibt für den Ort des Scheitels 
die Gleichung 

(a + ^y ^1^8 = A^ahx^. 

Das Eesultat bleibt auch noch giltig, wenn der Schnittpunkt 
innerhalb des Kegelschnittes liegt (vgl. § 312). 

2) Die Enveloppe der Grundlinie eines Dreiecks, welches 
einem festen Kegelschnitt eingeschrieben ist, und dessen beide 
Scheitelseiten durch zwei feste Punkte gehen, ist ein Kegel- 
schnitt, der jenen in der Verbindungslinie der festen Punkte 
doppelt berührt. 

Wir setzen die Verbindungslinie der festen Punkte als x^ *= 0, 
die Gleichung des festen Kegelschnittes als x^x^ = a?2^ ^^^ Glei- 
chungen der Geraden, welche die festen Punkte mit dem Punkt 
a?i = iTg = verbinden, als ax^^ + a^s =» 0, ftiCi + a?3 = voraus. 
Nun entsprechen den Endpunkten einer durch ax^ + iCg = 0, 
a?3 = gehenden Sehne Werte von ft, deren Product gleich a 
ist; wenn also fi dem Scheitel entspricht, so müssen die Basis- 
ecken durch a : ii und h : f* dargestellt sein, und die Gleichung 
der Basis ist ahx^ — (ö^ + ^) f*^2 H~ 1*^% = 0. Dieselbe be- 
rührt daher (§ 304) stets den Kegelschnitt ^ahx^x^ = (<* + ^Y ^%' 

308. Das ' Dojf^elverhältnis von vier Tangenten eines 
Kegelschnittes ist dem Doppelverhältnis ihrer Berührungspunicte 
gleich, nämlich 

f*'2 f-S H ^4 

Zunächst ist dies der Ausdruck des Doppelverhältnisses 
der vier Strahlen, welche die gegebenen Punkte fi^, ftg, ftg, fi^ 
mit einem beliebigen fünften fi verbinden. Denn die Glei- 
chungen derselben (§ 303) können geschrieben werden 
lii (fix^ — X2) + {xq — ^x^) = etc., wo die /x,- den Teil Ver- 
hältnissen proportional sind (§ 82). 

Ferner stimmt das Doppelverhältnis der Punktreihe, 
welche in der Tangente /x von den Tangenten fi^, ftg, ftg, fi^ 
ausgeschnitten sind, überein mit dem Doppelverhältnis des 
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zu ihr perspectivischen Strahlenbüschels aus A^. Die Glei- 
chungen dieser Strahlen sind aber (§ 307) 

^^lAXi = a?g, ii^iix^ = a^s, /XgftXi = x^, [i^^x^ = x^] 

also ist das Büschel zu dem über den Berührungspunkten 
aus dem Punkte ft beschriebenen Büschel projectivisch oder 
doppelverhältnisgleich (§ 83). 

Der obige Parameterausdruck des Doppelverhältnisses 
hat nun nach § 92 die Eigenschaft, dann und nur dann un- 
veränderten Wert zu behalten, wenn man jeden Parameter ft 
durch eine lineare gebrochene Function je eines neuen Para- 
meters II ersetzt. Demnach gehören die Parameterwerte 

(i' und /*== — ^^-+1 (^' = — oo l-oo) 

zu homologen Elementen in projectivischen Punkt- oder Tan- 
gentensystemen an dem gegebenen Kegelschnitt (§ 300). In 
dieser Parameterdarstellung deßnirt also die allgemeine bilitieare 
Gleichung aftft' + &/x + Cft' -f- dt = die Projectivität, die 
symmetrische Gleichung aft^' + 6 (ft -f- ft') + d = die Invo- 
. lution, auch in Punktreihen zweiter Ordnung und Strahlen- 
huscheln zweiter Clause. Offenbar gilt das erste selbst dann, 
wenn die homologen Parameter in verschiedenen Kegelschnitten 
interpretirt werden. 

B. l) Wenn vier Strahlen durch einen Punkt A^ gezogen 
werden, so ist das Doppelverhältnis von vieren ihrer Schnitt- 
punkte |[4j, |i*2, |iig, f*4 dem Doppelverhältnis der übrigen gleich. 

Denn deren Parameter sind dann — fti, — {i^^ — 1^3, — f*4. 

2) Die Seiten eines Dreiecks drehen sich um feste Punkte 
-4, B^ (7, und die Endpunkte a, h der um C sich drehenden 
Seite rücken auf einem die Punkte A und B enthaltenden Kegel- 
schnitt; der Ort der freien Ecke F ist ein Kegelschnitt durch 
A und B. 

Denn für vier Lagen des beweglichen Dreiecks ist nach 1) 

(a da d") = (& 6' 6" 6'"), oder {A • a d a a'^ ={B 'b &'&"6'"), 

daher auch 

{A'Vrr' 7'") = {B'YY' Y" F'"). 

3) Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Berührung mit ein- 
ander haben ^ so ist das Doppelverhältnis von vier Punkten, in 
welchen vier Tangenten des einen den andern schneiden, dem 
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Doppdverhältnis ihrer vier andern ScJmiUpmkte und dem der vier 
Berilknmg^mnMe gleieh?'^) 

Denn der Ausdruck für das Doppelverhältnis bleibt unge- 
ändert, wenn man jedes ^ entweder mit tan tp oder mit cot q> 
multiplicirt (§ 306). 

309. Das Erzeugnis prcjectivischer Punkt- oder Tangenten- 
systeme eines KegeUeh/nittes ist ein doppelt berührender Kegel- 
schnitt, Man kann den Satz auch so aussprechen: Wenn drei 
Punktepaare (Tangentenpaare) Ay Ä'] JS, JS'5 C, C eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so umhüllt die Verbindungs- 
gerade (durchläuft der Schnittpunkt) Dl/y wenn gemacht 
wird {ÄBCD} = {Ä'B'C'iy}, einen Kegelschnitt, der den 
gegebenen in den Doppelelementen berührt*). 

Aus der bilinearen Relation a/x^' + &f* + ^^' + ^ = 0, 
deren Coefficienten yon den Parametern der gegebenen Ele- 
mente abhängen, und der Gleichung ^fix^ — (/* + f*')^2 +^3= 
der Sehne eliminirt man ^' tind erhält, geordnet, 

(i^ (&^i + ^^2) + /* { ^^1 + (^ ~ ^) ^2 — öta^g } — (dx^-^ cx^) = 0. 
Diese Gerade berührt aber (§ 303) den Kegelschnitt 
4 (bc — ad) {x^x^ — x^) + { dx^ + (^ + c) ajg + ax^ } * = 0. 

Derselbe hat seiner Gleichungsform zufolge (§ 275) mit 
^1 ^3 — x^ =0 eine doppelte Berührung in der Sehne 
dx^ + (ft + ö) ^2 + ^^3 = 0; welche in der Tat die durch 
aft^ + (6 + ^) f* + ^ == (§ 95) definirten Doppelpunkte der 
projecti vischen Reihen ausschneidet. 

Diese Gerade liefert aber auch das Mittel zur Construction 
homologer Punkte der projectivischen Reihen, nach dem Satze: 
Die Schnittpunkte der kreuzweisen Verbindungsgeraden AB'y 
AB zweier Paare homologer Punkte liegen in der Verbindungs- 
geraden p der Doppelpunkte D^D^'^ und ebenso: Die Verbindungs- 
geraden der Schnittpunkte ab\ ab zweier Paare homologer 
Tangenten gehen durch den Schnittpunkt P der Doppelstrahlen 



*) Umgekehrt bilden die beiden Tangenten, die von Punkten eines 
ersten Kegelschnittes an einen zweiten gelegt werden, an diesem pro- 
jeetivische Büschel zweiter Ordnung nur dann, wenn die Kegelschnitte 
sich doppelt berühren. 
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dl, d^. Denn die Gleichungen der Sehnen ft^, (i^ ^^^ f^s? f'i 
ergeben eine von ^^ und fig unabhängige Differenz. Daher 
ist p einfach die Pascarsche Linie bez. P der Brianchon'sche 
Punkt der aus irgend drei homologen Elementenpaaren in 
der Reihenfolge AS CÄBC gebildeten Sechsecks bez. Sechs- 
seits. In der Figur des § 293 können als homologe Tripel 
genommen werden ACE und DFB und K ist ein Doppel- 
punkt, d. h. [KACE] = [KDFB], weil auch ist 

(KPNL) = (D . KAOE) = {A - KDFB). 

Im Falle d&r Involution dagegen bilden die Verbindungs- 
geraden homologer Punkte ein Strahlbüschel, die Schnittpunkte 
homologer Tatigenten eine Punktreihe (§ 300). Denn bei & «= c 
wird die bilineare Gleichung zu einer linearen Relation zwischen 
ftft' und ft + ft', den Coefficienten der Gleichung der Sehne 
ftfi' (§ 49). Man erkennt den Punkt 0|0| 1 als den Scheitel 
des Büschels, dessen Strahlen nun die Involution /li -f* f*' = 
ausschneiden (a = d = 0). Also gibt es auf dem Kegelschnitt 
keine anderen Involutionen, als centrische Collineationen des 
Kegelschnittes mit sich selbst. Alsdann ist evident, dafs die 
Sehnen fi^, fig und — (i^, — fig sich auf der Berührungs- 
sehne rrg «= als Collineationsaxe schneiden. 

B. l) In § 308, 2 kann die Basis des Dreiecks, statt durch 
einen festen Punkt C zu gehen, als Tangente eines Kegelschnittes 
vorausgesetzt werden, der mit dem gegebenen Kegelschnitt eine 
doppelte Berührung hat. 

2) Wenn ein Winkel von constanter Gröfse sich um seinen 
Scheitel dreht (§ 92), so bestimmt er in einem durch den letzteren 
gehenden Kegelschnitt eine Sehne, deren Enveloppe ein ihn doppelt 
berührender Kegelschnitt ist; die imaginären Berührungspunkte 
sind von der Gröfse des Winkels unabhängig. 

3) Sind zwei Kegelschnitte S, S' ähnlich, concentrisch und 
ähnlich gelegen, so haben die Tangentenpaare aus den Punkten 
des einen S an den andern die Eichtungen der Strahlen von 
zwei concentrischen projecti vischen Büscheln, deren Doppelstrahlen 
den Asymptoten beider Kegelschnitte parallel sind (§ 276). 

4) Wenn ein Polygon, dessen Seiten alle bis auf eine durch 
feste Punkte gehen, einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, so ist 
die Enveloppe jener Seite ein Kegelschnitt, der mit dem ge- 
gebenen eine doppelte Berührung hat. 
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Denn denken wir vier beliebige Lagen des Polygons, dessen 
Ecken der Reihe nach Ä^ B, (7, etc. seien, so ist 

{ÄÄ'A''Ä'''} = {BB'B''B'''} = {CC'C'O'"} =etc. 

nnd das Problem ist damit auf das Problem des Textes zurück- 
geführt, gibt also auch dasselbe Resultat. 

ö) Wenn man die entsprechenden Punkte von zwei projecti- 
vischen Systemen auf demselben Kegelschnitt mit zwei beliebigen 
festen Punkten P, P' des nämlichen Kegelschnittes verbindet, so 
ist der Ort der Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen ein 
durch P, P' gehender Kegelschnitt. 

6) Man .construire ' homologe Elemente und die Doppel- 
strahlen concentrischer Büschel mittelst eines durch den Scheitel 
gehenden Hilfskreises; ebenso die dualistische Aufgabe. 

7) Man bestimme die Schnittpunkte einer Geraden mit dem 
durch fünf Punkte A, JB, (7, Z>, E gegebenen Kegelschnitt. 

Wenn man die Punkte -4, B mit den drei Punkten C, 2), E 
verbindet, so erhält man drei Paare entsprechender Strahlen von 
zwei projectivischen Büscheln. Dieselben bestimmen in der Geraden 
zwei projectivische Reihen, deren Doppelpunkte die gesuchten 
Punkte sind. Man construirt sie nach der vorigen Aufgabe. 

8) Man construire die von einem gegebenen Punkte ausgehen- 
den Tangenten eines durch fünf Tangenten bestimmten Kegelschnittes. 

9) Man bestimme die Asymptotenrichtungen für einen durch 
fünf Punkte gehenden Kegelschnitt. 

310. Collineare Eegelschnitte sind mittelst der Para- 
meterdarstellung in voller Allgemeinheit zu behandeln (§ 308). 
Denn irgend zwei Kegelschnitte Kj K! haben gemeinsame 
Tangenten^ deren zwei wir als Fundamentallinien a;i = 0,iP3=0 
nehmen können^ sobald sie reell sind. Die Gleichungsformen 
sind dann^ wenn y^ eine lineare homogene Function des Xi ist^ 

/>» /*• — ■ /*• * fir ^ — — . »i 2 
**'1"^3 "^S ? •*'1'*'3 ^^ 2^2 • 

Die aus ihnen fliefsenden Ergebnisse werden sich in § 312 
auch für den Fall als gültig erweisen, wo x^x^=^^ ein 
imaginäres Tangentenpaar darstellt. 

Nun ist eine einfachste CoUineation zweier Kegelschnitte 
Ky K augenscheinlich durch den Umstand gegeben, dafs die 
Relation ft^a^i = x^ von der Berührungssehne nicht abhängt. 
Dies sagt aus, dafs die Verbindungsgerade der Punkte + /x 
des einen Kegelschnittes mit den Punkten + /i* des andern 
durch den Schnittpunkt A^ der gemeinsamen Tangenten geht. 
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Wir wollen sagen ^ in Analogie zu den Sätzen über die 
ähnliche Lage von Kreisen (§ 135); dafs der Punkt -f~ (^ ^^^ 
einen Kegelschnittes dem Punkte -|- fi des andern dired und 
dem Punkte — /t desselben invers (indirect) entspreche. Die 
Kegelschnitte sind durch die Parameteridentität dired centrisch- 
cöllinear aufeinander bezogen (durch ft' = — /t invers) (§ 99). 

In der Tat ist die Collineationsaxe eine der Schnitt- 
sehnen x^ — y* = 0. Denn die direct entsprechenden Sehnen 
^ /^' ^1 — (f* + f*' ) ^2 + ^3 = , f* /a' a?i — (fi + f*') »2 + % = 
schneiden sich in der Geraden X2 — ^2 *=* ^f ^i® inversen in 
^2 + y2 = 0- umgekehrt folgt hieraus auch die Doppelver- 
hältnisgleichheit homologer Elemente { AB CD } = { AB! CD' } , 
denn, sind auch 0, O homolog; so ist {0 • ÄBCD)=^(abcd) 
= {a 'ÄB'CD'). 

Durch die centrische Collineation ^i s=sa ^ können wir 
also zwei beliebige Kegelschnitte K, K' in einander über- 
führen; somit insbesondere jeden allgemeinen Kegelschnitt in 
einen Kreis verwandeln*^ um aber die allgemeinste Projectivität 
der Punkt- oder Tantrentensvsteme derselben zu erhalten, 
haben wir nur noch den einen Kegelschnitt iT cöllinear auf 
sich selbst zu beziehen, gemäfs § 309. Zu bemerken ist; 
dafs in dieser allgemeinen Projectivität die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte nidht notwendig wiederum 
einen Kegelschnitt umhüllen. 

B. 1) Die Basis eines Dreiecks geht durch den Schnittpimkt 
C von zwei gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegelschnitte K^K*^ 
von ihren Endpunkten Ä^ Ä liegt der eine in K^ der andere in 
K\ während seine Seiten durch feste Punkte 5, IB! gehen, von 
denen einer K^ der andere K' angehört. Der Ort des Scheitels 
ist ein durch die Punkte B^ B! gehender Kegelschnitt. 

2) In zwei Kegelschnitten werden durch die Tangenten 
eines dritten, der mit beiden in doppelter Berührung ist, pro- 
jectivische Punktreihen bestimmt. 

311. Schlief sungsprobleme. Unter den Anwendungen 

' der vorhergehenden Projectivitätsbetrachtungen haben die 

sog. Schliefsungsprobleme Interesse; welche verlangen; einem 

Kegelschnitt geschlossene Polygone ein- oder umzuschreiben; 

deren Seiten oder Ecken noch weiteren Bedingungen genügen. 



J 
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Man soll einem Kegelschnitt ein Polygon einschreiben^ 
dessen Seiten in bestimmter Reihenfolge durch feste Punkte 
der Ebene gehen.^^) Denken wir einen Punkt Ä des Kegel- 
schnittes als Ecke des Polygons willkürlich gewählt und 
bilden einen polygonalen Zug ÄÄ1A2 ... so, dafs ÄÄ^ durch 
Pi, ÄiA2 durch P^ etc. gehen, so fällt im allgemeinen der zweite 
Schnittpunkt Ä' von P^An^i nicht mit A zusammen. Führen 
wir aber diese Construction viermal aus, so ist nach § 308 
[ABCB] = [A^B^C^D^] = ''{ÄSaiy] und das Polygon 
ist geschlossen, sobald D' auf D fallt. Man erhält also D 
als einen der Doppelpunkte projectivischer Reihen, die durch 
homologe Tripel A, JBy G\ Ä, J5', C bestimmt sind. Bas 
Problem hat daher im allgemeinen mvei Lösungen. 

Eine analytische Lösung für den Fall des eingeschriebenen 
Dreiecks mit den Drehpunkten A, B, C liefert folgende Be- 
trachtung. Seien 12 3 
und 45 6 die beiden 
Lösungen, also J5C die 
PascaVsche Linie von 
12 3456. Dann ist 
im Viereck 13 46 die 
Diagonale AL die Po- 
lare des auf BG ge- 
legenen Punktes 3 4, 
6 1, also sind A und L 
conjugirte Pole, auch 
geht AL durch den 
Pol D von Ba Da- 
her sind 14, 2 5, 3 6 die Schnittpunkte der Seiten eines 
Dreiecks LMN, dessen Ecken erhalten werden, indem man 
zu ABC das polare Dreieck DJ?JP bildet und die Verbindungs- 
geraden der entsprechenden Ecken AD, BE, CF (§§ 118. 320, 1) 
mit den Gegenseiten des Dreiecks DEF schneidet. Die Glei- 
chung von MN ergibt sich daher folgendermafsen: Sei BC 
als iTa = gewählt und A, B, C durch 
cx^==X2, dx2 = x^] — axi=x^y ^2 = ^; —bx^^^x^, X2 = 
gegeben, so sind ihre Polaren EF, FD, DE (§ 305) 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 33 
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cdx^ — 2cx^ -(- rcg = 0, ax^ — arg = 0, bx^ — iCg = 
und die Geraden AD, BE, CF cdx^ — a^s = 0, 

2c (a + 6) a?2 = (* + «^) («^i + ^)f 
2c (a + 6) ^2 = (ö + cd) {bxi + Äg), 

also die Verbindungsgerade von BE, FB und GF^ ED 

c{a '\'V)x^'^ a,hx^ + cdx^. 

Diese Gleichung wird identisch Null, die Construction 
versagt, wenn ABC mit DEF zusammenfallt. Es gibt also 
unendlich viele dem Kegelschnitt eingeschriebene Dreiedcey deren 
Seiten durch die Ecken eines Polardreiecks gehen. (Vgl. § 299, 6.) 

B. l) Man leite die Dreiecke des Textes nach § 307, 2) ab. 

2) Liegen die Drehpunkte eines Polygons von ungerader 
Seitenzahl z. B. eines Dreiecks auf einer Geraden g^ so ist die 
projectivische Zuordnung auf dem Kegelschnitt involutorisch. 

Denn die Schnittpunkte 6r, & von g sind vertauschbar als 
Endpunkte des ganz in g enthaltenen Polygonalzuges. 

3) Liegen die Drehpunkte eines Polygons von gerader Seiten- 
zahl in einer Geraden ^, so existiren im allgemeinen keine eigent- 
lichen Polygone; wenn aber eines existirt, kann jeder Punkt des 
Kegelschnittes als eine Ecke gewählt werden. 

Denn G und G' sind dann die Doppelpunkte, da sie als 
Ecken des in g enthaltenen Polygonalzuges anzusehen sind. 

4) Mcm soll einem Kegelschnitt ein Polygon einschreiben, von 
dessen Seiten jede einen Kegelschnitt berührt, der mit dem gegebenen 
doppelte Berührung hat. Der Beweis des Textes gilt auch für 
das aUgemeinere Problem. 

5) Man construire einen Kegelschnitt zu drei gegebenen 
Tangenten, welcher einen gegebenen Kegelschnitt doppelt be- 
rührt (§ 309). 

312. Di» Normalform der homogenen Gleichung eines Kegel- 
Schnittes, belogen auf ein Polardreieck als FundamentaMreieck, 

^11^1* + ^22^2^ + (^ss^3^ = oder EaaX? = 

gewährt wiederum den Vorzug, einen Punkt der Curve von 
einem einzigen Parameter abhängig zu machen. Denn, unter 
der Annahme, dafs a^^ = a,^ a^^ = a^\ «33 = - a^\ können 
wir wie in § 173 setzen 

a,rCj : a^x^ : a^x^ = cos (p : sin (p : 1. 
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Dann lautet die Gleichung der Sehne der Punkte (p, q/ 
a^x^ cos i (9 + 9) + «2^2 sin \ (9 + 9)') ?= a^x^ cos i (9 — (p')y 
und die der Tangente vom Berührungspunkte q) 

a^Xi cos q> + agiCg. sin 9? = a^x^. 
Daher ist die Gleichung der Tangente in x/ allgemein 

^i^i'^i + 0^22^2' ^2 + %3^3'^3 == oder UaaXiXi «= 0, 

und ebenso lautet die Gleichung der Polare eines be- 
liebigen Punktes Xi (§ 155). Umgekehrt lehrt der Ver- 
gleich derselben mit der allgemeinen Gleichung der Ge- 
raden It, dafs der Pol dieser Geraden die Goordinaten 

»l'^ll I §2 '^22 I 63 '^S ^^*'* 

Da der Pol einer Tangente ihr Berührungspunkt ist, so 
ist die Tangentiälgleichung des Kegelschnittes, wiederum in 
Normalform 

«22«33ll^ + «33«]1&^ + «11 «22^3^ = odcr 2— ^i^ = 0. 



«« 



Sobald also Si | S2 1 ^3 ^^® Curve berührt, so sind die vier 
Geraden Sil + ^21 + ^3 Tangenten derselben; geradeso wie 
stets gleichzeitig vier Punkte a?/ | + ajg' | + x^' die Berührungs- 
punkte sind. Daher bilden die Diagonalen eines Tangenten- 
vierseits die Seiten eines Polardreiecks, dessen Ecken die Diago- 
nalpunkte des Vierecks der Berührungspunkte sind und umgekehrt 
(vgl. § 68, § 278, 3). 

Dieselbe Gleichung der Enveloppe erhalten wir nach 
der Methode des § 306, indem wir statt 9 einen algebraischen 
Parameter ft einführen. Setzen wir 

tani9 = fA, cos9> = j^^, sin 9? = ^-^^ 
oder 

a^Xj^ : «2^2 • «3^3 = (1 — f*^) • 2ft : (1 + ft^), 

so können wir die Gleichung der Tangente schreiben 
ft^ K^3 — «1^1) + 2fta2^2 + K^3 + «1^1) = 0, 

» 

deren Discriminante die Form hat 

{a^x^ ^'^ij (P'b^^s j «i-^i/ ^^'^ «2 *^2 • 

33* 
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Zugleich erkennt man den Zusammenhang der Normal- 
Gleichungsform a:/^ + i^s' = ^2* ™i^ ^^^ früheren x^x^ = arg* 
vermittelst der Substitution iCi rajg :a;8= (a^i'+ ix^)ix^ : (a:/ — i^Cg')- 
Sind also iCi = 0, 0:3 = conjugirt imaginäre Tangenten, so 
definiren x^ = 0, x^ »= conjugirt harmonische Polaren, die 
mit x^ = a;^' = ein reelles Polardreieck bilden. Reelle 
Coordinaten Verhältnisse x^ix^f x^ : x^ liefern also conjugirt 
imaginäre x^ : x^, x^ : x^ für einen reellen Punkt und um- 
gekehrt. Aber immer kann x^x^ = x^* + x^^ gesetzt werden, 
so dafs alle Eegelschnittsgleichungen der Form des § 303 
gleichzeitig durch die normalen reell vertreten werden. 

B. 1) Soll die Normalgleichnng einen Kreis darstellen, so 
muTs die Gerade, welche sein Centrum mit einem Eckpunkt des 
Fundamentaldreiecks verbindet, auf der Gegenseite des Polar- 
dreiecks rechtwinklig sein, d. h. sein Gentrum ist der Höhen- 
schnittpunkt des Dreiecks (§ 118). Daher ist also z. B. 
<*22^8^2 — %8^2^3 "^ ^ rcchtwüiklig auf iCj = 0, so dafs 

^11 • ^2 ' ^33 ""^ h ^^^ -^1 * ^2 ^^^ -^2 • ^3 ^^^ -^8 s^hi mufs. Die 
Gleichung des Kreises in Bezug auf ein Polardreieck ist also 

Uxi^k cos Ai = oder Uxi* sin 2-4,- = 0; 

derselbe ist somit nur für ein stumpfwinkliges Dreieck reell. 

2) Die Ecken von zwei Polardreiecken -4-5(7, ahc des näm- 
lichen Kegelschnittes liegen auf einem Kegelschnitt. 

Sind d^ e die Schnittpunkte von BC mit ah und Ah, 
ebenso d\ e die von BC mit Ac und ac, und 0, 0' die 

Schnittpunkte der Ge- 
raden BC mit dem 
Kegelschnitt, so sind 
öf, B^ e bez. die Pole von 
^-? Ac, AC, Ae\ d. h. 
0' ist durch dd\ 
BC und ee harmonisch 
oder in Punktepaaren 
einer Involution geteilt. In Folge dessen gut die Kette von 
Belationen 

{a . BhCc) = {BdCe) = {Cd'Be) = {BeCd') = {A • BlCc), 

somit liegen a, A, B, 5, O, c auf dem nämlichen Kegelschnitt. 

3) Sind ABC und ahc zwei einander polar conjugirte 
Dreiecke, so ist das Sechseck AhCaBc einem Kegelschnitt um- 
geschrieben. 
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Sind B^y B^ die Schnittpunkte von ac mit ÄC^ Bh bez., 
so sind B^^ B die Pole von Bh^ ^i^i bez., also ist BB^B^ ein 
Polardreieck; ebenso CC^C^^ wenn 
Cj, Cg die Schnittpunkte von aJ) mit 
AB^ Gc bez. bezeichnen. Daher liegen 
BB^B,^CC^C^ auf demselben Kegel- 
schnitt nach dem Satze von 2); dann 
aber gehören nach dem Satze von Pascal 
die Schnittpunkte von B Cj, CB^ ; B B,^y 
GC^'^ B^B^y G^G^ einer Geraden an, 
und es gehen daher Aa^ Bh, Gc 
durch einen Punkt, oder AbGaBc 
ist ein Brianchon'sches Sechsseit. 

4) Die Enveloppe einer Geraden, für welche das Product 
ihrer senkrechten Abstände von zwei festen Punkten constant ist, 
hat die Gleichung 




^^M/ 



X' 



- -I- ^ •= 1 



h'' + c^ ' b' 

Wenn die Verbindungslinie der, festen Punkte und die Mittel- 
normale der Strecke als Coordinatenaxen gewählt werden, so dafs 
die Coordinaten der festen Punkte 4:c|0 sind, so gilt für 
y — mx — n = als Gleichung der beweglichen Geraden als 
Ausdruck des Problems die Relation 

{n-\-mc){n — mc) = b^{l-{-m^) oder ^^ = 6^ + 6*m^ + c^w^; 

also wegen 



n^ == y^ 



auch 



2mxy + m^x^ 

m^ {x^ — ö^ — c^) — 2mxy -|- / — 6^ = 0. 
5) Die Enveloppe einer Geraden, für welche die Summe 



der Quadrate der normalen Abstände von zwei festen Punkten 
constant ist, hat die Gleichung 



2 T J»2 



1. 



6) Die Enveloppe, aus der Differenz der Quadrate dieser 
normalen Abstände bestimmt, ist eine Parabel. 

7) Um einen festen Punkt dreht sich eine Gerade OP 
und schneidet eine feste Gerade in P; man soll die Enveloppe 
der Geraden PQ finden, welche mit der drehenden Geraden den 
Constanten Winkel OPQ bildet. 

Wir nehmen an, OP bilde den Winkel %" mit der auf die 
feste Gerade gefällten Normalen, und ihre Länge sei also gleich 
^ sec 0"; die von auf PQ gefällte Normale bilde mit OP den 
festen Winkel ß und habe daher die Länge p sec %" cos j3. Da 
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diese mit der Normalen der festen Geraden den Winkel ^ -f 1^ 
bildet, so ist für letztere als Axe die Gleichung von PQ 

X cos (^ + /^) H" ^ ^^^ ("^ + ^) = 1^ ööc ^ cos |3, oder 
X cos (2^ + i3) + 2/ si^ (2-^ •}- ß) =^ 2p cos ß — a; cos ^ — y sinft 

eine Gleichung von der Form x^ cos q) -^ x^ sinq) = x^. 
Die Enveloppe derselben ist daher 

^^ + y* = (^ cos |3 + y sin /3 — 2}) cos ßY 

d. h. eine Parabel, die den Punkt zu ihrem Brennpunkt hat 

313. Die Normal-Gleichungsform wird mit Vorteil bei 
der UntersiAchung der Eigenschaften der Brennpunkte ver- 
wendet (§ 210). Denn, wenn iCi = 0, rCj = ^ ^^^ Normal- 
gleichungen von zwei an einander rechtwinkligen Geraden 
durch den Brennpunkt, ^r^ «= die der zugehörigen Directrix 
darstellen, so bilden die drei Geraden ein Polardreieck der 
Curve (§ 194), in Bezug auf welches ihre Gleichung lautet 

^i' + %' = ^V bez. c^ (gi^ + 1/) = Ss'- 

Der Parameter 9 drückt dann, da Xy = ex^ cos % 
X2 = ex^ sin 9, also x^ = x^ tan 9 ist, den Winkel des von 
I I 1 ausgehenden Yectors gegen die Fundamentallinie 
iCg ■= aus. 

Die Gestalt der Gleichung zeigt deutlich einerseits die 
Definition des Kegelschnittes aus Brennpunkt und Directrix 
(§ 197), anderseits die Definition des Brennpunktes als Schnitt- 
punkt zweier Tangenten absoluter Richtung, oder als Scheitel 
einer rechtwinkligen Involution harmonischer Polaren (§ 195). 
Diese projectivische Anschauung ^^) liefert neue Beweise für eine 
Reihe der Focaleigenschaften des X. Kapitels. So bilden die 
Tangentenpaare aus einem beliebigen Punkte an confocale 
Kegelschnitte eine Involution, zu der auch die Strahlen nach 
den in der Schaar enthaltenen Punktepaaren d. h. die Strahlen 
nach den Brennpunkten und die Strahlen absoluter Richtung 
als Paare gehören (§ 301). Dieselbe ist daher eine sym- 
metrische Involution (§ 202) und die rechtwinkligen Doppel- 
strahlen sind die Tangenten und Normalen der durch den 
Punkt gehenden confocalen Kegelschnitte (§ 247). 
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B. l) Die Brermpunkte des durch die allgemeine Gleidiu/ng 
gegebenen Kegelschnittes (§ 210, 2). 

Damit die Geraden x — a?' + (y — y)i =^ die Curve 
berühren, setzen wir den reellen und den nicht-reellen Teil ge- 
trennt gleich Null; dann zeigen sich die Brennpunkte als die 
Schnittpunkte der beiden örter 

^33 («'^ — f) + 2^232/ — 2^13^; + ^11 — ^2 = 0, 
Ä^^xy — Ä^^x — Äi^y + ^12 = 0, 

d. i. von zwei gleichseitigen, mit dem gegebenen Kegelschnitt 
concentrischen Hyperbeln. Für die Parabel, d. h. für Ä^ = 0, 
werden beide Gleichungen linear und liefern 

^ (-^23 "T -^13 ) "^ -^23-^12 + "i" -^13 (-^11 •^22)» 

y (-^23 1* -^13 ) °^ -^18-^12 I i -^23 (-^22 -^ll)' 

Im allgemeinen Falle schreiben wir die Gleichungen in der Form 

= D («11 — agg), 

(-^83^ -^18/ (Ab^y -^3/ ^^ -^23-^13 -^33-^12 ^^ "^12» 

dann erhalten wir die Coordinaten der Brennpunkte 

(^330? — A,,y = ^ D (2^ + a^i - 022), {B vergl. § 166) 

i'^s^y — ^23)^ = i D (^ + Ö22 — »ii). 

2) Die Tangenten einer Parabel aus einem Punkte der Diredrix 
sind rechtmnkUg zu eina/nder (§ 227). 

Denn die Tangenten der Curve aus dem Punkte ä?i = a?3 = 
sind offenbar durch ex^ + iCj = dargestellt. Für die Parabel 
ist e = 1, und diese Tangenten sind die innere und äuTsere Hal- 
birungslinie des Winkels zwischen x^^ x^. 

3) Enveloppe einer Sehne, die am Brennpunkte einen con- 
stanten Winkel spannt (§210, 4). Für constante Differenz q> — q> 
berührt die Sehne 

x^ cos i (9> + q>) + 0)2 sin J^ (9 + 9) = ^^3 ^os \ {(p — 9)') 

nach § 313 immer den Kegelschnitt x^ + x^^^e^x^^ cos^ -J- (gp — g/). 

4) Die Verhindimgslinie des Brennptmktes mit dem Schnitt- 
pimkte von zwei Ta/ngenten ist rechtwinklig auf der Geraden, welche 
vom Brennpu/nkte nach dem Sclmittpwnkte der Directrix mit der 
Berühnmgssekne gezogen wird. 

Die Gleichung der Linie vom Brennpunkt nach dem Schnitt- 
punkt der Tangenten 9, gp' geht hervor aus der Subtraction ihrer 
Gleichungen als 

0?! sin^ (9) + (p) — X2 cos-J- (9 + 9) = 0, 
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balbirt also den Winkel der Vectoren der BerQhnnigspankte (§ 228). 
Die Gerade yom Brennpunkt nach dem Schnittpimkt der Direc- 
trix nnd der Berühmngssehne ist aber 

ar, cos i (ip + ifT) + Tj ^in i {> + ^') = 0. 

5) Der Chrt des Schnittponktes der Tangenten, deren Be- 
rfihningspiinkte mit dem Brennpunkt den conitanten Winkel 26 
bestimmen, ist ein Kegelschnitt, der denielben Brennpunkt, dieselbe 
Directrix und die Excentricitat e : cos 6 hat. 

Dnrch eine Elimination findet man die Gleichung des Ortes 
in der Form {x^ -}- x^) cos* 6 = e^x^. Ist die Curve eine 
Parabel, so ist in dem Falle unserer Aufgabe der Winkel 
zwischen den Tangenten gegeben. Denn die Tangente von der 
Gleichung x^ cos tp -^ x^ smtp — x^ = halbirt den von 3:3=0 
und fl?! cos 9> -}- 3^2 sin q>^0 gebildeten WinkeL Der Winkel der 
Tangenten ist daher der halbe Winkel zwischen den Linien x^ cos vp 
'\'X^%isiq> = und jc, cos g)' + x^ sin y' =0 oder gleich -J- (9 — q!) ; 
oder der Winkel zwischen zwei Tangenten einer Parabel ist die 
Hälfte des Winkels, welchen ihre Berührungspunkte mit dem 
Brennpunkt bestimmen. Man erhält den Satz § 229, 5. 

6) Die Brennpunkte sind die Doppelpunkte der in der grofsen 
Axe durch die Paare zusammengehöriger Tangenten und Nortnalefi 
des Kegelschnittes bestimmten Involution (§ 195). 

7) Bas zwischen zwei festen Tangenten gelegene Stück der 
Tangente eines Kegelschnittes spannt am Brennpunkt desselben einen 
Winkel von constanter Gröfse (§ 204, l). 

Denn die von dem Punkte ausgehenden Tangenten sind 
Doppelstrahlen der beiden projectivischen Büschel von Geraden, 
die von ihm nach den Schnittpunkten der beweglichen Tangenten 
mit den beiden festen Tangenten gehen; zugleich sind sie die 
Geraden absoluter Richtung; darum ist (§ 96) der Winkel der 
Paare entsprechender Strahlen von constanter Gröfse. Darin 
liegt die Construdion des durch einen Brennpunkt und drei Tan- 
genten bestimmten Kegelschnittes. 

8) Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte eines Büschels. 
Die Aufgabe in allgemeinerer Fassung verlangt den Ort der 

Schnittpunkte der Tangenten, die an die Kegelschnitte eines vier 
Bedingungen unterworfenen Systems von zwei festen Punkten 
0, 0' aus gehen, oder die ihnen mit einem festen Kegelschnitt U 
gemeinsam sind. Sei n die Anzahl der Kegelschnitte des Sjtems, 
welche eine feste Gerade g berühren, so bestimmen wir die Zahl 
der Schnittpunkte des fraglichen Ortes für die festen Punkte 
0, 0' mit einer durch gehenden Geraden g. An die sie be- 
rührenden n Kegelschnitte gehen von 0' aus 2n Tangenten, welche 



* 
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g in 2n Punkten des Ortes schneiden; die^ Gerade 00' ist über- 
dies Tangente von n Kegelschnitten des Systems, an welche von 
aus n andere Tangenten gehen, die in einen w fachen Punkt 
des Ortes erzeugen. Somit ist der fragliche Ort von der Ord- 
nung 3w, insbesondere für die durch vier feste Punkte gehenden 
Kegelschnitte mit w = 2 (§269) eine Curve sechster Ordnung 
mit Doppelpunkten in und 0\ Fallen 0, 0' mit den absoluten 
Kreispunkten zusammen, so ist der betrachtete Ort der Ort der 
Brennpunkte, eine Curve sechster Ordnung, welche jene Kreis- 
punkte zu Doppelpunkten hat und daher bicircular heifst. 

Eine Methode für die Entwickelung ihrer Gleichung erläutern 
wir am folgenden Beispiel und bemerken hier nur, dafs der Ort 
sich auf die Ordnung vier reducirt, wenn die vier gemeinsamen 
Punkte ein Parallelogramm bilden. 

9) Der Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte einer Schaar 
(§ 282) ist eine die absoluten Kreispunkte w, w' enthaltende hicircu- 
lare Curve dritter Ord- 
nung. Dies folgt für 
n = 1 aus dem Vorigen, 
es ergeben sich aber fol- 
gende nähere Daten. 

Unter den dem Vier- 
seit aha'})' eingeschrie- 
benen Kegelschnitten sind 
drei Punktepaare a, a' \ 
fe, &'; c, c' und eine Pa- 
rabel. Jene sechs Punkte 

gehören der Curve an. Die Parabel hat einen endlichen Brenn- 
punkt F und einen unendlich fernen F' in der die Mittelpunkte 
der Diagonalen verbindenden Geraden. Da das Dreieck -Fco co' mit 
jedem der Dreiecke hca , cah'^ abc', a'b'c' der Parabel um- 
geschrieben ist, so sind dieselben Paare von Dreiecken auch je 
einem Kegelschnitt eingeschrieben (§298, 8), d. h. F ist der gemein- 
schaftliche Punkt der vier den Dreiecken umgeschriebenen Kreise. 
So kennt man bereits neun Punkte der Curve. Sie geht aber 
auch durch die Pufspunkte der Höhen des Diagonaldreiecks ABG. 
Denn für den Fufspunkt l der Höhe in aa' sind Zw, loa' Tan- 
genten eines Kegelschnittes der Schaar und gehören somit zu einer 
Involution, welche aa' und lÄ zu Doppelstrahlen hat, das letztere, 
weil Ä der Pol von aa' für alle Kegelschnitte der Schaar ist; 
somit ist lA die Tangente des durch l gehenden Kegelschnittes 
der Schaar. Als Doppelstrahlen der Involution sind aber end- 
lich laa' und lA harmonisch conjugirt zu Zo), Im'y d. h. zu ein- 
ander rechtwinklig. 
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Wenn man die Brennpunkte eines Kegelschnittes der Schaar 
als ein Paar in unserer Ortscurve bezeichnet, so ergibt sich nach 
der allgemeinen Brennpunktsdefinition der Satz: Die Verbindungs- 
linien eines Punktes der Brennpunktscurve mit allen Paaren der- 
selben bilden Paare einer Rechtwinkel-Involution. Femer: Die 
Involutionen aus den Punkten eines Paares sind projectivisch 
(§ 392), und ihr Scheitelstrahl entspricht sich selbst. Oder: Die 
Ortscurve ist das Erzeugnis zweier prqjcctivischer Bechtwinkd-Ifi' 
volutionert mit sich selbst entsprechendem Scheitelstrahl,^^) 

Um endlich die Gleichung des Ortes zu bilden, setzen wir, 
nach der Form der Gleichung der Kegelschnitte einer Schaar 
£ — k2' = (§ 282), in den Gleichungen von 1) Ä^^ — *-^ii' 
für A^ij etc. und eliminiren x zwischen denselben. Das Resultat 
ergibt sich in der Form 

= { V(^' - y^) + 2^23V ~ 2^13'^ + K - VI X 

{ ^33^2^ — ^23^ — ^132/ + -^12 } • 

Der Ort ist eine Curve dritter Ordnung, weil die Glieder von 
höheren Geraden aus der Gleichung verschwinden. 

Wenn jedoch 2^=0, 2^' == Parabeln ausdrücken, so ist 
2? — x2?'=0 eine Schaar von Parabeln, -igg, A^<1 sind Null, 
und der Ort der Brennpunkte reducirt sich auf einen Kreis. 
Wenn die Kegelschnitte concentrisch sind, so dafs die vier ge- 
gebenen Geraden ein Parallelogramm bilden, so werden für das 
Centrum im Nullpunkt A^^^ -^2»^ -^13» ^iz sämmtlich Null, und 
der Ort der Brennpunkte ist eine gleichseitige Hyperbel. 

314. Zwei Normal-Gleichungen. Zwei beliebige Kegel- 
schnitte besitzen nach § 271 ein gemeinsames Polardreieck. 
Nehmen wir dieses als Fundamentaldreieck der Coordinaten, 
so sind die Gleichungen beider Kegelschnitte gleichzeitig in 
den Normalformen zu schreiben 

UauXi'' = 0, Ua:iiXi^ = bez. U — ^t^ = 0, 2:4- i' = 0. 

überhaupt sind dann die Gleichungen aller dem Viereck der 
Schnittpunkte jenes umgeschriebenen bez. dem Vierseit der 
gemeinschaftlichen Tangenten jener eingeschriebenen Kegel- 
schnitte von der Form 

2:(a,i ~ Xaii)Xi^ = bez. 2:f— - ;i 4-^ g»" = 0. 

\ 1 1 1 1 / 



Systeme mit einem gemeinsamen Polardreieck. 523 

Dafs jenes Dreieck das Diagonaldreieck des Vierecks und 
des Vierseits*) zugleich ist, bestätigt die Elimination z. B. 
von Xq, die die Gleichung 

(^11^38 ^11 ^83} «^l C^33%2 %3 ^22) "^2 ^^^ ^ 

für ein Paar der Schnittsehnen liefert, etc. Auch ist dies 
dadurch offenbar, dafs nur in einer gemeinsamen Sehne in 
Bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Involution har- 
monischer Pole, nur an einem Schnittpunkt gemeinsamer 
Tangenten dieselbe Involution harmonischer Polaren vor- 
handen sein kann. 

Aber im Büschel und in der Schaar ist das gemeinsame 
Polardreieck nur reell, wenn alle gemeinsamen Elemente der 
Kegelschnitte gleichartige Realitätsverhältnisse aufweisen. 
Sind nur zwei reelle Schnittpunkte und gemeinsame Tangenten 
vorhanden, z. B. in der Seite x^ = und an der Ecke Jg = 0, 
so können wir jene als neue reelle Fundamentalelemente 
zu letzteren hinzunehmen, also XiX2 statt Xj^ + X2^ ein- 
führen (§ 312). 

Aber nicht nur ein Büschel und eine Schaar haben ein 
gemeinsames Polardreieck. Für allgemeinere Systeme, die 
ein solches besitzen, gilt an Stelle von § 301 der Satz: 
Wenn ein System von Kegelschnitten ein gemeinschaftliches Polar- 
dreieck hesitdy so bilden in jeder Geraden, die durch eine Ecke 
des Dreiecks geht, die Schnittpunktepaare der Kegelschnitte, und 
an jedem Funkt, der in einer Seite des Dreiecks liegt, ihre Tan- 
gentenpaare eine Involution. 

Denn, da jede Ecke in allen Kegelschnitten dieselbe 
Polare hat, so sind ihre Schnittpunktepaäre in den Geraden 
harmonisch getrennt durch dieselben zwei Punkte, nämlich 
die gewählte Ecke und den Schnittpunkt mit der Gegenseite; 
dies sind also die Doppelpunkte der Involution jener; ebenso 
dualistisch. 

So wird z. B. eine Schaar von jeder Geraden, die durch 
einen Diagonalpunkt des umgeschriebenen Vierseits geht, in 

*) Beim Büschel geben je zwei Kegelschnitte ein anderes Tan- 
gentenvierseit, bei der Schaar aber je ein anderes Schnittpunktviereck. 
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einer Involution geschnitten, in welcher die Gegenseitenpaare 
des Vierseits conjugirte Punkte enthalten. Analoges gilt von 
den Tangenten eines Büschels aus einem Punkte in einer 
Diagonale des eingeschriebenen Vierecks. 

B. l) Der Ort des Pols einer Geraden ü^iXt «= in Bezug 
auf einen Kegelschnitt, der die vier festen Punkte a;/ 1 i ^2' I zb ^3 
enthält, ist (§ 301, 16) ^iX^'^x^x^ + ^2^2^x^Xi + ^s^^'^^i^i = ^• 

2) Der Ort des Pols einer Geraden £^iXi = in Bezug auf 
einen Kegelschnitt, der vier feste Gerade Ot a?, + a^Xq + a^x^ = O 

berührt, ist a^^^^^^x^ + «2^S8Sii^2 + «s^^i^a^s = ^' 

Diese Beispiele geben auch den Ort des Centrums als den 
des Poles der unendlich fernen Geraden und die Bedingung der 
Parabel als die der Berührung mit derselben. 

3) Man soll den Ort der Spitze für ein Dreieck bestinunen^ 
dessen Basisecken längs des Kegelschnittes aua?i* + 0122^2*=* ^3^3^ 
sich bewegen, während zugleich seine Seiten einen andern Kegel- 
schnitt Xi^ + ^2* = ^3^ berühren.^*) 

Wie in § 112, 1 sind die Coordinaten des Schnittpunktes 
der Tangenten in den Punkten 9)1, 9)3 

cos ^ (9)1 + 9)3) I sin i (9)1 -f 9)3) I cos \ (9)^ — 9)3) 
und die Bedingungen des Problems liefern zuerst die Gleichung 
«11 cos* i (9)^ -f 9)3) + ajjg sin* ^ {(p^ + 9)3) = a^ cos* ^ (9^1 — <p^) 
oder (a^ + a^ — a38) + (a^ — a^^ — «33) ^^^ 9>i «os 93 

+ («22 — «33 — «u) sin 9^1 sin 9)3 == 0. 
Ebenso («u + agg — «33) + (a^ — 0^2 -^ «33) <^osq>2 cos 9)3 

+ («22 — «33 — «11) sin 9)2 sin 9)3 = 0, also 

(«11+022— «33)^03^(9)1+ 9)2)=(a22+ «33 «11)008^(9)1— 9)2) cos 9?3, 

(«ii+«22— «33)sini(9i + 9>2)=(«ii+«33"-«22)cos^(9>i— 9>2)sin9P3. 

Da die Coordinaten des Punktes, dessen Ort wir suchen, hier als 
Coefficienten auftreten, so folgt durch Quadriren und Addiren 
die Gleichung des Ortes 

1 I ''^i 3 



+ 



(«J3 + «SS — «ll)' ' («38 + «11 — «i«)' («11 + «JJ — «Ss)* 

4) Ein Dreieck ist dem Kegelschnitt x^^ + X2^ = x^^ ein- 
geschrieben, und zwei seiner Seiten berühren den Kegelschnitt 
«11^1^4" «22^2^ =%3^8^5 ^sun ist die Enveloppe der dritten Seite 

(^33^11 I ^11^22 ^22^83) ^1 ~r (^11^22 1 ^22^3 ^^11) ^2 

= («22^33 ~r %s%i ^1^22) ^3 • 
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ö) Wenn zwei Kegelschnitte TJ und V ihre gemeinschaftlichen 
Tangenten A, B^ C, D in den Punkten a, 6, c, (?; a', fe', c', d' be- 
rühren, so hat ein Kegelschnitt 8^ der durch die Punkte a, &, c geht und 
D in d' berührt, zur zweiten Schnittpunktsehne mit V die Gerade, 
welche die Schnittpunkte von A mit hc^B mit ca, Omit ah verbindet. 

Wenn der Kegelschnitt V die Linie ah m a, ß schneidet, 
so gehören nach dem Satze des Textes, da a& einen Diagonalen- 
schnittpunkt von AB CD enthält, afe, aß zu einer Involution, 
in welcher die Schnittpunkte von ah mit C imd D conjugirte 
Punkte sind. Nach § 301 schneiden aber die gemeinschaftlichen 
Sehnen von 8 und F die Linie ah m Punkten, welche zu einer 
Involution gehören, in der die Schnittpunkte von ah mit 8 und F, 
d. h. a, &; a^ ß entsprechende Punkte sind. Ist daher D die eine 
der gemeinschaftlichen Sehnen, so mufs die andere durch den 
Schnittpunkt von C mit ah gehen. 

6) Wenn in ein Dreieck ABC eine Ellipse eingeschrieben 
wird, die seine Seiten in ihren Mittelpunkten a, 6, c berührt, 
. wenn a', h\ c die Berührungspunkte des eingeschriebenen Kreises 
sind, und wenn die vierte gemeinschaftliche Tangente D des Kreises 
und der Ellipse jenen in d' berührt, so berührt der durch die Mittel- 
punkte .der Seiten gehende Kreis den eingeschriebenen Kreis in d\ 

Nach 5) berührt ein durch a, ?>, c gehender Kegelschnitt 
den Kreis in d\ wenn er auch durch die Punkte geht, in welchen 
der Kreis von der Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte von BC 
mit fec, CA mit ca^ AB mit 
ah geschnitten ;vnrd. Diese Ge- 
rade ist aber in unserem Falle 
unendlich entfernt, der berührende 
Kegelschnitt also auch ein Kreis. 
So ergibt sich der Feuerbach'sche 
Satz von der Berührung des Kreises 
durch die Seitennutten('§ 70,3) mit 
den die Seiten des Dreiecks be- 
rührenden Kreisen als ein spe- 
cialer Fall^2) ^^^ 5) 

Der Punkt ^ und die Gerade 
D können ohne Verzeichnung der 
Ellipse construirt werden. Denn 
da die Diagonalen eines einge- 
schriebenen Vierecks und des entsprechenden umgeschriebenen 
Vierseits sich in einem Punkte schneiden, so gehen die Geraden 
a&, cd^ a'h\ cd' und die beiden Verbindungslinien von BC, D 
und A, von B und AC, D durch den nämlichen Punkt. Sind 






« -»^v^-» 
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also a, ß^ y die Ecken des Dreiecks, welches von den Sehniti- 
punkten von hc, Vc \ ca^ ca\ ahj ab' gebildet wird, so schneiden 
sich die Geraden aa, b'ß^ cy m d' . Oder in andern Worten: 
das Dreieck ußy ist mit dbc^ alle f&r die Centra der Homologie 
d, ä' perspectiyisch. In derselben Weise ist das Dreieck aßy mit 
ABC perspectiyisch für die Linie D als Axe. 

315. EegelBclmitte durch drei Funkte. Neben den bis- 
herigen sind noch einige specielle Gleichungsformen von 
Wichtigkeit. Zunächst gehören hierher die Gleichungen der 
einem Dreieck umgeschriebenen und der ihm eingeschriebenen 
Kegelschnitte, wobei die Gleichungen der ersteren in Pnnkt- 
coordinaten natürlich unmittelbar mit denen der letzteren in 
Liniencoordinaten übereinstimmen. 

Die Gleichung eines durch die Schnittpunkte der Geraden 
x^ =0, iCg == 0, iCj = gehenden Kegelschnittes ist 

«23^2^3 + «31^3^1 + «12^1^2 = % ^dcr ^" + ^^^ + ^^ = 0, 

•*'l •*'» •^'3 

wie augenscheinlich ist. Schreibt man die Gleichung in der 
Form x^ («23^2 + ^1^1) + «12^1^2 "=* 0; ^o erkennt man, dafs 
iCg = die Curve in den getrennten, a^x^ + a^x^<^ = ^ ^^so 
in den zusammenfallenden Schnittpunkten derselben mita;^ = 
und ajg = schneidet. Auf diesem Wege gelaugt man zur 
Erzeugung der Curve aus projectivischen Büscheln oder zur 
Parameterdarstellung. Werden zwei Dreieckseiten als homo- 
loge Strahlen genommen, so entspricht der dritten die Tan- 
gente in einem ihrer Endpunkte. 

Daher sind die Gleichungen der Tangenten in den Ecken 
des Dreiecks 

^31 ^12 *18 ^88 ^23 ^31 

Ihre Schnittpunkte mit den Gegenseiten liegen offenbar in 
einer Geraden (§ 286), nämlich 

^1 I ^2 I _ ^8 Q 

^28 ^31 '^12 

Die Verbindungsgeraden der Ecken mit entsprechenden Eck- 
punkten des Tangentendreiecks 



0^ ^ — :^ = 0, :^ ^^ = 

^81 ^12 ^12 ^28 ^28 ^31 

schneiden sich in einem Punkte (§ 118).^^) 
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Die Gleichung der Yerbindungsgeraden zweier Punkte 
Xi^ Xi der Curve kann geschrieben werden^) 

S3 I ^^1 I ^^2 f\ 

> 7i Jü-t "T" "i 77 ä/o "y" > 7i Xo — — \J» 

M/« M/1 **<'9 9 S 3 

weil sie sich für Xi = Xi oder a;,- = Xi auf die Curvengleichung 
redacirt. Daher bat die Tangente im Punkte Xi die Coordinaten 



M/4 M/Q '^'3 



und die Tangentialgleichung des umgeschriebenen Kegel- 
schnittes lautet in einer leicht zu rationalisirenden Form 

(«»8 ll)* + Kl I«)* + («12 Is)* = 0. 

Unter den Kegelschnitten dieses Systems befinden sich 
unendlich viele gleichseitige Hyperbeln, die ein Büschel bilden 
(§ 179,3), und unendlich viele Parabeln, aber ein einziger Kreis. 
Die Gleichungen dieser Curven können leicht dargestellt werden, 
sobald wir die Xi als Dreiliniencoordinaten auffassen, wie in 
den Beispielen. 

B. l) Die Gleichungen der umgeschriebenen gleichseitigen 
Hyperbeln genügen für Ai als Gegenwinkel der Seiten Xi = 
der Bedingung a^ cos A^ 4" ^i ^os A^ + <^i2 ^^^ A^ = (vgl. 
§§ 70, 272, 2). 

2) Die umgeschriebenen Parabeln haben Gleichungen, für 

welche (ags BmA^p + (j^si sin-^ig)^ + (<*i2 sin-^g)^ = 0. 

3) Die Gleichung des iimgeschriebenen Kreises lautet 

x^Xq smAj^ + XgX^ sin ^2 "f" ^1^2 sin ^3 = 0. 

Setzen wir in die Gleichungsform des Textes für Xi ein 
X cos of,- + 2/ sin «»• — jp,-, ordnen nach x, y und wenden die Kriterien 
des § 102 an, so mufs 

«23 cos («2 + «3) H = ^» «23 sin («2 + «s) + ' * = ^ Sein, 

also ist 0^3 , Oji , ai2 ^^ sin («2 — «3)? sin {a^ — a^), sin (a^ — «j) 
oder sin A^^ sin A^^ sin -4g proportional (§ 61). 

Die geometrische Bedeutung der Gleichung liegt in dem 
Satze: Die Fufspunkte P, Q, B der von einem Punkte des wm- 
geschriebenen Kreises auf die Dreiecksseiten gefällten Normalen 
liegen in einer Geraden, Denn flir beliebige Lage von ist 
X1X2 sin A^ offenbar das Doppelte vom Inhalt des Dreiecks POQ^ 
dessen Winkel a^ — «g =* ^ — -^3 ^st ; ebenso x^x^ sin -42 = 2 • JR OP, 
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x^x^ üin A^ f!^ 2 - QOR, also deren Summe »» 2 • PQR. Diese 
verschwindet, d. h. PQR ist eine Gerade, wenn auf dem Kreise 
A^ A^ A^ liegt, x^ x^ sin A^ + ^3 ^1 sin A^ + x^ x^ sin ^3 «= constant 
ist femer die Gleichung eines mit dem umgeschriebenen con- 
centrischen Kreises (§ 72). 

4) Die Tangente des Kreises in einer Ecke eines eingeschrie- 
benen Dreiecks macht mit der einen Seite denselben Winkel, wie 
die Gegenseite mit der andeiii. . 

Denn die Tangente in A^ ist x^ sin A^ + ^2 sin -^i == 0, und 
a?! sinJ-i + iC2 sin-^g = ist eine Parallele zu x^ = (§ 65). 

5) Man soll die Enveloppe der Geraden — -| ? = 1 dar- 

stellen, wenn die unbestimmten Gröfsen fi, ^' in der Gleichung 
derselben durch die Relation ft + f*' = ^ verbunden sind. 

Indem man für f*' den Wert {C — f*) einsetzt und die Brüche 
beseitigt« findet man nach § 304 für die Gleichung der Enveloppe 

A^ + B^ + C^ — 2 AB — 2AC — 2BC = 0, 

oder 4_|/i_4_|/^4.|/ö= 0. 

Wenn z. B. der Winkel an der Spitze und die Summe der 
Seiten eines Dreiecks gegeben sind, so ist die Gleichung der Basis 

^ + -^- = 1 für a + 6 = c; 
a * b ' ' 

die Enveloppe ist also 

a;2 _[_ ^2 __ 2xy — 2cx — 2cy -|- c^ = 0, 

d. h. eine die Seiten x = Oy y = berührende Parabel. 

Oder wenn zur Bestimmung einer Ellipse die Lage von zwei 
conjugirten Durchmessern und die Summe ihrer Quadrate gegeben 

sind, wenn also -^ + rrg = 1 und a^ -\- &'* = c^ sind, so ist 

die Enveloppe dieser Ellipse durch x ^y ^c = dargestellt, 
d. h. dieselbe berührt stets vier feste Gerade. 

6) Gleichung eines dem Pundamentaldreieck umgeschriebenen 
Kegelschnittes in Dreipunktcoordinaten. Aus 

folgt, dafs die Tangente im Punkte l^ = durch ^^ = und 
-42^2 — -^3l3 = Ö dargestellt ist. Da sie für den umgeschriebenen 
Kreis die Relation ?2^S2 — h^h = ^ erfüllen mufs, so ist dessen 
Gleichung 

h bi ih & "i ^3 53 2^2 % §253 ^h h I3&1 ^h h 5ib2==^^ 
oder + l, li* ±kii^ + h iz^ = 0. 
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316. Kegelschnitte an drei Tangenten. Dualistisch ent- 
sprechend mufs die Gleichung des einem Dreieck 5i ^^ 0, 
Ig SS 0, I3 = eingeschriebenen Kegelschnittes in Linien- 
coordiuaten lauten 

«ils^s + «213^1 + <*3Sii2 == oder "l- + y + ^ = 0. 

Die Gleichung des Schnittpunktes zweier Tangenten g;, ^i ist 

fc '6 " «1 "T" fc 'fc " ©2 I t '6 " »3 ^' 

Für zwei aufeinanderfolgende Tangenten 5i = §/' definirt sie 
den Berührungspunkt^ dessen Goordinaten 

^1 ^ öj ^ ^ 



U/f — — & /« • a/o — - c. /• • fl/( 



'1 fc '2 ? •*'2 t '8 ; '*'3 6 'S 

demnach die Ortsgleichung erfüllen 

(»i^i)* + («2^2)* + («3^3)* = 0. 
In rationaler Form erhalten wir daher die Gleichung 
der Kegelschnitte zu drei Tangenten als 

Äj »ü/j ~t~ ^^ **^2 "TS *^3 """^^2^3 2 8~~~ 3 1 3 l""" 1^T2 1 2*^* 

Man bestätigt dies direct dadurch, dafs für Nullsetzung einer 
Variabein die linke Seite der Gleichung ein vollständiges 
Quadrat wird, also Xi = die Curye in zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Die Wahl der Vorzeichen ist, wenn die 
ai positiv oder negativ genommen werden, dadurch bedingt, 
dafs jede unrichtige Wahl die ganze linke Seite zum Quadrat 
einer linearen Function machen würde. 

Schreibt man die Gleichung in der Form des § 303 

SO erweisen sich Xq = und 2aiXi + 2a2^2 — a^x^^^^O als 
Tangenten mit der Berührungssehne a^x^ — agiCg = 0. Wir 
können also ebenso wie dort einen Parameter a^x^ — «2^2 *== ^ 
einführen und erhalten 

a^ a?i : a^x^ : a^x^ c« (A + 1)^ : (A — 1)* : 4. 

Unter den Kegelschnitten dieses Systems sind aus- 
gezeichnet die Schaar der Parabeln und die vier dem Dreieck 
eingeschriebenen Kreise. 

Salmou-Fiedler, anal. Oeom. d. Kegelsohn. 6. Aufl. 34 
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B. 1) In dem umgeschriebenen Dreieck ist 1 ; »i | 1 : o^ | 1 : % 
der Brianchonpmikt nnd a^x^ -h ^^2 4~ ^^s ^^ ^ ^^® zagebörige 
Pascallinie. 

2) Die Gleichnng der Sehne Xi^ x'i des eingeschriebenen 
Kegelschnittes ist^^) 

Denn die Einsetzung von Xi statt Xi gibt die Form 

{(*iVO*+"}{(«iV)*+-}-(*/«,V)M(«.V')*+"}=o. 

3) Welches ist die Gleichung des Kegelschnittes, der ftinf 
Gerade «j = 0, a;, ^ 0, «g «» 0, EciiXi = 0, SoiXi = berührt? 

Sie ist {a^x^)^ + {a^x^)^ + (oga^)* — 
mit den Bedingungen für a^, Og, o, 

:2L+^ + i = 0, A + -^ + ^ = 0. Also ist 

«1 : Oo : O« = ( ; r- ) : ( ? r— ) : ( ? ; — ) • 

4) Die Gleichung des Kegelschnittes, welcher die Seiten des 
Fundamentaldreiecks in ihren Mittelpunkten berührt, lautet in 
Dreiliniencoordinaten 

{l,x,)^ + {hx,f + {\x^)^ = 0. 

5) Die Gleichung des dem Dreieck innerlich emgeschriebenen 
Kreises lautet 

cos \ A^ • yxy^ + cos ^ -^2 • yx^ + cos \ A^ • y% = 0. 

Auf dem in § 315, 3 angegebenen Wege erhält man in 
Dreiliniencoordinaten zwei Bedingungen, umformbar in 

a2sin -4g+ ttgsin ui2==+(«8sin^i+aiSin-43)«=+(aiSinii5,-f-^2si^^i)i 

wo die vierfach mögliche Zeichencombination zeigt, dafs es vier 
berührende Kreise des Dreiecks gibt. Wählt man die positiven 
Zeichen, so lauten die Auflösungen (mit cjclischer Verschiebung) 

ai:sin-4i=2E=sin-42+8in-43 — sin -ä^ = 4 cos ^-4^ sin ^-^2 sin ^^8 
oder a^ = 8 cos^ ^A^ • sin ^ -4^ sin ^ A^ sin ^ A^ , etc. 

Die Gleichung des in a;^ «» äufserlich berührenden Kreises 
geht aus der vorigen hervor, indem man das Vorzeichen von x^ 
ändert und A^^ A^ durch ihre Supplemente ersetzt; sie lautet also 

cos^ili • y{ — x^ + sin-l--42 • ^x^ + sin^-^g • ^x^ = 0. 
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6) Die Gleichung des eingeschriebenen Kreises entsteht 
folgendermafsen^^) aus der des umgeschriebenen. 

Sind die Seiten des von den Berührungspunkten des x^x^x^ = 
eingeschriebenen Kreises gebildeten Dreiecks x^ = 0, ajg' =* ^? 
oCq' = und seine Winkel -4/, uig', ^s\ so ist seine Gleichung 
nach § 315, 3 ajg^' cos A^ -|- • . = 0. Aber nach § 116 lautet 
die Kreisgleichung, bezogen auf die Dreiecke A^A^A^^ A^A^A-^^ 
A^A^A^^ x^^ = x^x^^ x^^ = x^x^^ x^^ = x^x^. Die Substitution 

dieser Werte und von ^^'«=^(71; — Ai) gibt au, 2 cos -^ .4^ + • • = 0. 

7) Man entwickele die Gleichungen der Berührungskreise des 
Fundamentaldreiecks und die Gleichung des ihm umgeschriebenen 
Kreises in Dreipunktcoordinaten. 

Aus der Gleichungsform eines eingeschriebenen Kegelschnittes 
folgen seine Berührungspunkte mit den Seiten des Dreiecks mittelst 

■^1258 1 -^81 fe =^ ^1 -^28*8 1" •^12bl = ö, ^31 li + •4-2352 ^^ ^' 

Für den eingeschriebenen Kreis ergeben sich, für 2Z als den 
Umfang des Fundamentaldreiecks mit den Seitenlangen Z,-, die 
Gleichungen der Berührungspunkte in der Form 

und damit die Gleichung des umgeschriebenen Kreises 

den äufserlich berührenden Kreisen entsprechen die Gleichungen 
- l^i^ + {1- h) Is^i + G - ^2) I1& = 0, etc. 

317. Fleonastisohe Viereröoordinaten. Die Gleichung 
des einem Viereck umgeschriebenen Kegelschnittes (§ 289) 
gestattet^ manche Probleme durch Relationen zwischen den 
Abständen Si von den Seiten des Vierecks auszudrücken^ wie 
die Beispiele 1—5 zeigen. 

Zwischen irgend vier linearen Functionen besteht nun 
aber eine lineare homogene Relation (§ 64). Sie sind daher 
nicht unabhängige honaogene Coordinaten, sondern durch 
eine Identität unter einander verbundene Variable. Sie bilden 
so ein erstes Beispiel für pleonastische Coordinatensysteme, 
d. h. far solche, die überzählige Variabein enthalten. Um 
die Verwendung zu vereinfachen, nehmen wir a?j, ^2, x^, x^ 
als ein System von Vierercoordinaten^'') mit der symmetrischen 
Identität 

a?! -f- a?2 "T ^ T" ^ "^ ^; 

34* 



^ 
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d. h. die Gleichungen der aafeinanderf olgenden Seiten ab, ba, 
a'b'jh'a eines Vierecks sollen a:i=0, a:8 = 0, a?3 = 0, 0:4 = 
sein; wo aber in den Xi geeignete constante Factoren implicite 
zu denken sind. An die früheren trimetrischen Coordi- 
naten (§ 85) knüpft diese Auffassung dadurch an^ dafs 
0:4 = — {x^ + ^2 + ^s) ===" ^ ^^ö Einheitlinie im Fundamental- 
dreieck der übrigen darstellt. 

Alle homogenen Gleichungen zwischen den vier xl können 
ohne Änderung der Bedeutung dadurch umgeformt werden, 
dafs man ein Vielfaches einer Potenz der Coordinatensumme 
hinzufügt. So ist die Gleichung einer beliebigen Geraden 

(Sl — 64) ^l + (I2 - I4) ^2 + (63 - 64) ^8 = 0. 

Man erhält für die Tangente im Punkte xl des E^el- 
Schnittes x^x^ — y>x^x^^=^^, indem man zuerst durch Elimi- 
nation von Xi auf § 154 zurückgeht^ die Gleichung 

mit der Bedingung x^x^ — hx<^xl = 0, also durch Elimination 
von Tc die Gleichung der Tangente eines Punktes in Bezog 

auf vier feste Punkte -^ t A — r t=»0. 

M/^ M/a «C/Q ^4 

Soll sie mit einer willkürlichen Geraden zusammenfallen, 
so mufs 

d. h. constant sein. Eliminirt man x^ durch 

(Sa — 64X= - (61 - I4X ~ (Ss — S4X, 

so liefert die Determinante der ersten drei Gleichungen, für 
Tc und c als Unbekannte, nach leichten Umformungen 

(li - 12) (li - 1*)«;/* - (Is - I,) (Is - !*)<' = 

als die Gleichung der zwei Geraden, welche die Berührungs- 
punkte der beiden Kegelschnitte des Systems aba'b' in der 
Tangente mit dem Punkt c, dem Schnittpunkt von ab und 
a'V verbinden. 

Denkt man die Ordnung von x^ und Xy^ vertauscht, so hat 
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man im Vorigen die analoge Entwickelong fQr das System 
der Kegelschnitte ih'cc' fllr c als Schnittpunkt von ab und 
ab'. Man hat also den Satz; Wenn der Schnü^wnkt von zwei 
gemeinsdiafllichen Sehnm sweier Kegdschnitie tnÜ den Be- 



ruhrungspunktat einer gememschaßlit^ien Tangente dwch Gerade 
verbunden wird, so entstdit ein harmonisches Büschel. Er folgt 
auch aus dem Satze von der Involution in der Transversale 
eines Kegelschnittbüschels, wenn man das Sehueopaar als 
einen seiner Kegelachnitte betrachtet. (§ 301.) 

Insbesondere ist die Tangente von a:,a^ — lix^x^ •= 
im Punkte Xi =^ x^ ^ durch a;, + kx^ = ausgedrückt 
und bildet also mit den anstofsenden Seiten und der Diago- 
nale a^i + a^ =■ des Vierecks ein barmoniscbes Büschel för 
Ä = — 1. Den vier Geraden entsprechen also in den Ord- 
nungen XfXgXgX^, x^x^Xi^i, XgX^x^Xf die drei Kegelschnitte 

XiX^ + XgX^ = 0, x^x, + x^Xi = 0, x^x^ + x,Xt = 
als solche, deren Tangenten in den Ecken des Vierseits mit 
den Seiten und der Diagonale ein harmonisches Büschel bilden. 

B, l) Ort der Centra der Kegelschnitte einer Schaar.^) Sind 
Si= — (x cos Oi + 3/ sin a,- — p,) = die Normalgleichungen der 
gemeinflamen Tangenten in rechtwinkligen Coordinaten, so sei 9 
der Winkel der Hauptaxe eines der Kegelschnitte gegen die 
x-Aie, Ui — & also gegen die Normalen. Dann gilt iür x\y als 
die Coordinaten des Centrnms nach § 181, i 

si* = d' cos^ (a; — #) + 6' sin* (oj — #) , 

& = (a' cos* # -f- 6* sin* *) cos* «f + 2 («* — b') cos # sin ■J cos «, sin «; 

+ (a* sin* ■& + 6* cos' #) sin' Oi . 
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Vier Gleichungen dieser Form erlauben die Elimination der 
Unbekannten a^ b*, &^ oder der Aggregate 

a'coB^-fr + fc^sin'-fr, (a* — 5*) cos -fr sin -fr, a^sin^-fr + fc'cos*-^. 

Das Eliminationsresultat ist 



Si*, cos'ttj, cosffjsinai, sin^a^ 

«2^ cos^Og, cos a^ sin a^, sin'oj 

5s', cos^ttg, cos «3 sin «3, sin'aj 

8^^ cos' a^, cos «4 sin a^, sin' a^ 



= 0, 



oder entwickelt Ä^s^^ + A^s^^ + -^8%* + -^4^4* = ^ für -äg- als 
bekannte Constanten. Diese Gleichung ist aber nur scheinbar 
vom zweiten Grade; denn die Si^ geben entwickelt als Coef- 
ficienten von a?' die cos' a«-, so dafs, weil diese mit einer Vertieal- 
reihe der Determinante übereinstimmen, das Glied x' verschwindet. 
Auf analoge Weise verschwinden die Coef&cienten von xy und ^'. 
Der fragliche Ort ist daher eine Gerade (§ 282). 

Ihre geometrische Bestimmung hängt von dem Umstände 
ab, dafs die Polare eines beliebigen Punktes in Bezug auf den 

Kegelschnitt durch Ä^s^'s^ + -^gSg'^a + -^shh "I" '^4*4'^4 "^^ ^ 
dargestellt wird (vgl. § 320) und somit die Polare von s^ | s^ 
durch 5g 1 54 geht. Wenn aber ein Kegelschnitt durch das Ver- 
schwinden der höchsten Glieder seiner Gleichung in eine Gerade 
übergeht, so ist die Polare eines Punktes eine zu ihr parallele 
Gerade in der doppelten Entfernung von dem Punkte. Die durch 
die erhaltene Gleichung dargestellte- Gerade halbirt daher die 
Verbindungslinien der Punktepaare Äjl^g, S3I54; Si\s^^ ^2 1^4» 

Wenn umgekehrt in irgend einer Form die Gleichungen s, = Q 
von vier Geraden gegeben sind, so kann die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte der Diagonalen ihres Vierseits zumeist am 
leichtesten gebildet werden, indem man die Contanten so be- 
stimmt, dafs ^i^i' + -^252' + -^g^g' + -^4^4^ =* eine Gerade 
darstellt. 

2) Jeder Kegelschnitt, welcher zwei von den Diagonalen 
eines Vierseits harmonisch teilt, teilt auch die dritte so. 

Sind St die linken Seiten der Gleichungen der vier Geraden, 
so ist ZAiS? = die Gleichung eines Kegelschnittes, für welchen 
die Polare eines beliebigen Punktes in der Form üAiSis! = 
erscheint. Die Polare von s^ | ^2 geht also durch 5g | S4, oder die 
Gegeneckenpaare des Vierseits SiS^s^s^ sind durch den fraglichen 
Kegelschnitt harmonisch getrennt.^^) 

Durch Verfügung über die Constanten Ai kann ein Kegel- 
schnitt dieser Art durch drei beliebige Punkte gelegt werden. 



Centnunsorte. Brennpunkte der Eegelscbnitte des Büschels. 535 



Wenn durch specielle Wahl derselben drei Punkte der harmonisch 
conjugirten Paare der Diagonalen in eine Gerade fallen, E^ >=» 0, 
so liegen die andern in einer Geraden ^2 "^^^ ^f ^^ ^^^ 
SAiS^ = E^E^ ist. Liegen jene Punkte unendlich fem, so sind 
diese die Mitten der Diagonalen. 

3) Der Ort des Centrums für einen Kegelschnitt, für welchen 
die drei Tangenten imd die Summe der Quadrate der Axen ge- 
geben sind, ist ein Kreis. 

Mit drei Gleichungen von der Form derjenigen in 1) ist 

a« + ^2 _ Ä« = (a* cos^ö- + h^ sin*^) + (a^sin^^ + h^ cos«^) 
als vierte zu verbinden; das Resultat der Elimination ist 



>2 



2 



«2 , cos «1, coscci sm«!, sin ofj 



2 



,2 



^2 , cos^ 0^2 ) ^^^ ^2 ^^ ^2 9 ^^ ^2 



2 



,2 



2 



53 , cos «3 , cos Uq sm «3 , sm* «3 



Ä^, 







= 0, 



oder 



A^s^ + -^2^2 i -^3^3 "r -^4 — ^* 

Man erkennt wie in 1), dafs der Coefficient von xy ver- 
schwindet, und dafs die Coefficienten von x^ und y^ einander 
gleich sind. Der Ort ist somit ein Kreis. Wenn aber die Gleichung 
A^Sj^ + -4-2^2^ + -^3%^ = ö einen Kreis darstellt, bezogen auf 
ein Polardreieck, dessen Höhenschnittpunkt sein Mittelpunkt ist 
(vgl. § 312, 1), so stellt obige Gleichung einen Kreis dar, dessen 
Centrum der Höhenschnittpunkt des Tangentendreiecks ist. 

4) Die Centra der beiden gleichseitigen Hyperbeln, die dem- 
selben Vierseit eingeschrieben sind (§ 179,4), sind die Punkte, 
welche der Verbindungslinie der Mittelpunkte der Diagonalen 
und den vier Kreisen gemeinsam sind, welche aus den Höhen- 
schnittpunkten der vier von den Tangenten gebildeten Dreiseite 
so beschrieben werden, dafs die Ecken derselben die Pole der 
Gegenseiten sind. Jene Höhenschnittpunkte liegen daher in einer 
Geraden. 

5) Ort eines Brennpunktes für die Kegelschnitte eines Büschels. 
Die Entfernung eines der gegebenen Punkte vom Brennpunkte 

genügt der Relation n ^ Axi + Byi + G (vgl. § 197). Zwischen 
vier solchen Gleichungen können A, Bj C linear eliminirt werden, 
und man erhält 



X. 



11 «^n 
^21 ^21 V'i'i 

ysi 



^3 j ^3 > 



^4» ^4» 2^4» 



1 
1 
1 
1 



= 0, 
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oder dareh Entwickelong Xrj + Mr^ -f- Nr^ -j" ^^a =• ö- Be- 
trachten wir die geometrische Bedeutung der Werte von X, Jf, 
N, P (§ 87), 80 erhalten wir den Satz^^^^) 

OA . BCD + OC ' ABB = OB • AGB + OB • -A^C 

für als den Brennpunkt und BCB^ etc. als Flächeninhalt des 
Dreiecks der Punkte B, C, B etc. (vgl. § 104). Man erkennt 
80, dafs X + Jfcf+^+P—O sein mufs. Substituirt man für 
Ti ihre Werte ]/ { (flJ — XiY + (y — J/»)* } , so kommt durch die 

Entfernung der Wurzelgröfsen die Gleichung des Ortes auf den 
sechsten Grad (§313, 8). 

6) Wenn die Grundpunkte des Büschels in einem Kreise 
liegen, so dafs nach § 104 

iri« + Mr^* + Nr^^ + Pr^ = 

ist, so zerfHUt der Ort der Brennpunkte in zwei Curven dritter 
Ordnung.^®^) Denn dann ist 

{L + M) {Lr,^ + Mr,') = (N + P) (Nr,' + i^r,*) 

und also (Lr^ + Mr^f = {Nr^ + Pr^y, 

woraus durch Subtraction JyJlf (r^ — fg)* = NP(r^ — r^)*, welche 
Gleichung offenbar in Factoren zerfUUt. Jeder FaMor gibt mit 

Lr, + Mr^ + Nr^ + Pr, — 

verbunden, ein Resultat von der Form l^r^ "^ h*'i 'h h^a = 
mit Aj 4-^ + ^ = 0, das eine Curve dritter Ordnung darstellt. 

7) Man findet die Gleichungen der Geraden der Figur: 

aa: X2'{-0Cs=O oäer Xi-{'X^=0; cC:x^ — a?8=0; c'Cix^ — aJ^^O; 
hh': Xi'\-X2'='0 oder x^-^x^^O] hBix^ — iB2=0; h'Bix^ — ^4*=0; 
cc': Xi']'X^=0 oder a?24-^4=0; aA:x^ — ^4=0; aA:x2 — a^=0. 

Daher schneiden sich cC und bB in aA*^ cC und aA in bB\ 
cC und h'B in aA] cC und aA in b'B, 

8) Die Tangenten des Punktes P oder x/ in Bezug auf 
aba'b' und in Bezug auf bb'cc sind bez. 

^1 3 «1. -^ ^- = — ^- — -4- — ^ = O- 

M/j *C2 '''8 4 1 "^S •'''3 ''''4 

sie bilden mit den Geraden 

■^ — -^ = 0, ^--5i=o 

ein harmonisches Büschel, d. h. mit den Geraden P&, Pb\ 

9) Seien zwei Kegelschnitte, welche sich in vier reellen 
Punkten schneiden, x^x^ = Icx^x^^ x^x^ == Ix^x^, Ist Xi der 



Kegelschnitte zum Viereck. 537 

Berührungspunkt des zweiten Kegelschnittes mit einer gemein- 
schaftlichen Tangente beider Kegelschnitte, so berührt die Gerade 

—V ^H % ^ = den ersten Kegelschnitt, und die 

M/] M/a ^a M>^ 

Relation Zxi =» bestimmt den Berührungspunkt; indem man 
zunächst x^ und x^ eliminirt, 

u7| M/n JL X 



> 1 1 ~^~ KXa 



= 0, 



und die Discriminante dieser Gleichung bildet: 

X M/| M/o ä/a *{/ j / \ X't Xa ' \ Xa Xq / 

oder diese mittelst x^^x^ = Ix^x^ umgeformt in 

^M {x,' + x,y + { fc (a;/ - X,') + i « - O } « 
oder kl {x^ — x^ + ^l — ^2')^ "= { ^ {^1 — ^s) + ^ (^4' — ^2) 1 ^ 
oder endlich Ä (i^i' — x^'Y — l (x^ — ojg')^ = Ö. 

Damach liegen die vier Punkte x/ in zwei Geraden, die 
durch den Schnittpimkt von x^ = x^ und x^ = x^ gehen und mit 
diesen ein harmonisches Büschel bilden, oder in zwei Geraden 
durch 0, welche mit cG und cC ein harmonisches Büschel bilden. 
Dieselbe Gleichung erhält aber auch die Form 

h (^/ - x^f - 1 (2< + x; + x^y = 

oder Tc (x^ — x^y + 4:1x2 x^' — l {x^ + %')^ 

oder k (x^ — x^y + A:X^x^ — l (x^ + 0^3')^ = 0, 

und zeigt, dafs die vier Punkte Xi in zwei Geraden aus dem 
Punkte Xi= 0, ÄJg = oder c liegen; sie liegen nach der Sym- 
metrie der Relationen auch ebenso in zwei Geraden aus c. 

Man hat also den Satz: Wenn die dem einen Kegelschnitt 
angehörigen Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten 
eines Paares von Kegelschnitten, die sich in reellen Punkten 
schneiden, durch sechs Gerade verbunden werden, so fallen die 
drei Schnittpunkte derselben mit den Schnittpunkten der drei 
Paare gemeinsamer Sehnen zusammen. 

10) Der Kegelschnitt x^^ + ÄJg^ + ^3^ -{- x^^ = hat mit 
den drei Kegelschnitten je eine doppelte Berührung, welche zu 
den drei Vierecken au^ vier Geraden so bezogen sind, dafs die 
Tangenten in den Ecken die vierten harmonischen Geraden zu 
den beiden Seiten und der betreffenden Diagonalen bilden, und 
zwar sind die Berührungslinien die Diagonalen des Vierecks. 
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Der Kegelschnitt a?!* + ^2* 4" ^z + «4* «= kann auch durch 
aj,aJa -{- x^x^ + x^x^ + ^\^^:^ ^2^4 + ^^4 =* dargestellt wer- 
den, weil (ojj -f" ^2 "f" ^8 "f" ^4)* *™ ^ subtrahirt werden kann. 

Diese Form ist aber mit iCjiCj + ^1 ^4 4" (^1 + ^4) (^2 + ^3) *= 
oder mit x^x^ -f" ^1^4 — (^2 "I" ^)* "= ^ äquivalent und zeigt, 
dafs der betrachtete Kegelschnitt mit x^x^ -\- x^x^ ^^ in der 
Geraden x^'\' x^^^O eine doppelte Berührung hat. Ebenso er- 
geben sich ^s mit der obigen Grundform äquivalente Formen 

^8^4 + ^2^1 — (% + ^2)* '*' ^ ^^^ ^3^1 + ^2^4 — (^1 + ^)* =™ ^• 

11) Die zwölf Kegelschnitte 

JU-t ■""" tC/o ••'4 j •*'1 •*'« •*'j « •*'i ^^ iX/o •«'3 * **'2 ^^ ^ j ^Q ji,« — ji,| ^j j ^2 ■ lA/o U/j , 

•l?« ■ ' ' X'x Xa I »vo ^^ X9 Xa f »Ü/Q ■^^ X\ Xa 1 3/ j ^S5J jP I jP« jP . "—> iC j tZ/s , «C^ ~~* SUa Xn 

enthalten je drei Punkte des Vierecks, berühren zu zweien in 
jedem dieser Punkte die Nachbarseiten des Vierecks und gehen 
zu dreien durch die acht Punkte, welche die Seiten des Vier- 
ecks mit dem Kegelschnitt Zx^ s» gemein haben. Die Seite 
o;^ s=s schneidet den letzteren in Punkten, für welche zugleich 
ii?i + a?2 + ä;3 = und x^x^ + x^x^ + x^^x^ = sind, die also 
den Gleichungen x^ ^= x^x^^ x^'^=x^Xi^ x^ = x^oo^ entsprechen. 

12) Die Gleichung des Kegelschnittes, der die vier Funda- 
mentallinien und die Gerade a^x^ -|- a^a^g + ö^^s + 0,4,^^ = 
berührt, ist^^^) 

{a^—a^^(a^—a^)^{x^x^'\-x^x^+{a^--a^^{a^---a^Y{x^x^+x^x^) 

+ («3 — «4)^ («1 — (hf (^3^4 + ^1^2) = ö. 

Setzen wir «j, dfg, cc^ für (a^ — a^ {a^ — «3), etc. und berück- 
sichtigen 0^1 -{- ct^ -]r ci^ = ^ so erhalten die Berührungspunkte 
der vier Fundamentallinien die Coordinaten 

0, ag, «2, «i; «3, 0, «1, «2» «21 «1» 0, «3; «1, «2) «3? Ö- 

Die Coordinaten des Berührungspunktes mit der Geraden a^ sind 
^1= («2 — «s) («3— «4) («4— «2)» ^2= — («3— «4) («4— «1) («1 — «3)7 

^3=(«4 — «l)(ai~«2)(«2— «4)) ^4= — («1— «2)(«2— «3)(«3— «l)- 



Siebenzehntes Kapitel. 

Die allgemeine homogene Gleichung zweiten 

Grades. 



318. Allgemeine Gleichung. Es giebt keinen Kegel- 
schnitt, dessen Gleichung nicht in der Form UaikXiXk = 
oder 

geschrieben werden kann. Denn diese allgemeine Gleichung, 
welche hier stets unter dem Symbol ä = verstanden werden 
soll, ist vom zweiten Grade, und weil sie fünf unabhängige 
Constanten {aa ^^ ati) enthält, so können wir diese so be- 
stimmen, dafs die Curve, welche sie darstellt, durch fünf 
gegebene Punkte geht und daher mit einem beliebigen ge- 
gebenen Kegelschnitt zusammenföUt. 

Die so geschriebene Gleichung in projectivischen Punkt- 
coordinaten enthält die Gleichung in Cartesischen Coordinaten 
als einen speciellen Fall, den wir erhalten, wenn wir x^ und 
a?2 durch x und y ersetzen und die Seite Xq = des Punda- 
mentaldreiecks im Unendlichen, d. h. x^ «» 1^ annehmen (§ 73). 

Andererseits kann die dualistisch entsprechende Gleichung 

-^11 5l "r-^2»2 "T-^33S3 ■T"2^285253"T"2-43ig3gi + ^-^12»lfe "^^^ 

in projectivischen Liniencoordinaten, symbolisch 27 = 0, jeden 
beliebigen Kegelschnitt darstellen, weil sie für fünf willkürlich 
gewählte Tangenten eines solchen erfüllt werden kann. Wenn 
die dualistische Interpretation im Folgenden der Kürze wegen 
zumeist unterlassen ist, so sollte sich der Leser doch diese 
Übertragung zur selbstverständlichen Gewohnheit machen. 
In gleicher Weise kann jede Curve von einer gegebenen 



^ 
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Ordnung mittelst einer homogenen Function von demselben 
Grade in x^^ x^, x^ dargestellt werden; denn man erkennt 
leicht, dafs die Zahl der Glieder in der vollständigen Gleichung 
n*^ Grades zwischen zwei Unbekannten übereinstimmt mit 
der Zahl der Glieder in der homogenen Gleichung n*^ Grades 
zwischen drei Veränderlichen. Diese beiden Gleichungen 
sind gleich fähig, irgend eine besondere Curve darzustellen, 
da sie dieselbe Zahl von Constanten enthalten. 

319. Tangente. Da die Coordinatenwerte irgend eines 
in der Verbindungsgeraden von Xi und x/' liegenden Punktes 
von der Form Ix/ + mx/' sind (§ 69), so können die Punkte, 
in welchen jene Gerade irgend eine Gurve schneidet, dadurch 
bestimmt werden, dafs man diese Werte an Stelle der Ver- 
änderlichen in ihre Gleichung substituirt und die aus der 
resultirenden Gleichung entspringenden Werte des Verhält- 
nisses l : m ermittelt. 

So werden (vgl. § 160) die Schnittpunkte jener Geraden 
mit dem Kegelschnitt /S =s durch die quadratische Glei- 
chung*^*) 

^^(«ii^i'*+ «22<*+Ö83^3'*+ 2a23ii?2'rr3'+ 2a^^x^x^+2a^^x^'x^') 

+ 2?m {«,1^/ 3?/'+ 0^22 ^2' ^2"+ «33 ^3' ^3"+ «23 (^2' ^3"+ ^%'^z) 
+«3l(^3'^/'+<'^l')+öl2(«l'^2"+^l"^2') 1 + wXöli<'^+«22<'* 

+ «33^3"^+ 2a28a;2"<'+ 2a^^x^' x^' + 2a^^x^' x^') = 
bestimmt, die wir mit leicht verständlichen Abkürzungen in 
der Form schreiben wollen 

Wenn der Punkt xl in der Curve liegt, so verschwindet 
S'y und die quadratische Gleichung reducirt sich auf eine 
lineare. Ihre Auflösung für i : w = — /S" : 2P gibt für die 
Coordinaten des Punktes, in welchem der Kegelschnitt durch 
die Gerade von einem seiner Punkte xl nach einem will- 
kürlich aufser ihm gewählten Punkte xl' geschnitten wird, 
die Werte 8" xl — 2Fxl\ Dieselben reduciren sich auf xl, 
sobald P = ist. Wenn also die Coordinaten xl' die Gleichung 

Jr z= a^^X^Xi -f- 022^2^2 1 ^9S*^9*^B 
"t" «23 (•''2 *^3 l '^2 *^b) I «31 C*^3 '*'l "l ^3 «^l) I «12 (^1 ^2 "T ^1 ^) ™* ^ 
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erfiillen, so schneidet die Yerbindungsgerade der Punkte Xi 
und Xi' die Curve in zwei in x( zusammenfallenden Punkten^ 
oder mit andern Worten, der Punkt xi' liegt in der Tan- 
gente des Kegelschnittes im Punkte Xi. Somit ist P »= 
die Gleichung der Tangente des KegdschniMes. 

320. Polare. Auf Grund der vollständigen Symmetrie 
der betrachteten Gleichung nach den Gröfsen Xi und xl er- 
kennen wir (§ 155); dafs diese Gleichung die Polare des 
Punktes Xi darstellt, sobald derselbe nicht in der Curve liegt. 
Wir können den nämlichen Schlufs aus der Bemerkung 
(§ 160) begründen, dafs P««0 die Bedingung ausdrückt, 
unter welcher die Verbindungsgerade der Punkte xl und x" 
durch die Curve harmonisch geteilt wird. 

Die Gleichung der Polare des Punktes Xi kann in der Form 

^1 (^11*^1 ~r ^12^2 I ^13^3/ I «^2 V^12^1 "T ^'i^t "T ^23 '^s) 

+ < (»ISA?! + a^x^ + a^^x^ = 
geschrieben werden. Der in derselben auftretende trinomische 
Factor von Xi ist aber je die Hälfte des nach Xi genommenen 
Differentialquotienten der Gleichung des Kegelschnittes, welche 
Hälfte wir abkürzend durch Si bezeichnen wollen. So geht sie 
über in 

p = 2:x;Si = <Si + x^s^ + <S8 = p. 

lösbesondere ist für x^ — 0, x^ = die Polare des Funda- 
mentälpunktes A^ durch Sj = dargestellt*); die Gleichung 
der Polare des Fundamentalpunktes Ai wird gebildet, indem 
man den nach Xi genommenen Differentialquotienten 8i der 
Gleichung des Kegelschnittes gleich Null setzt 

Da die Gleichung der Polare bei der Yertauschung der 
Xi mit den Xi ungeändert bleibt, so kann sie auch in der 
Form geschrieben werden 

P=ZXi8i = x^S^ + x^S^ + x^S^ = 0. 

' ♦) Die Darstellung von /S »» in der Form 

(«ii«i+«ia«a+«i8«^8)'+(«iiOj2—aij*)«8*+2(aiiaj8— ai8ai8)aj,ir8 

+ («ii«88 — «i8*K' = 0, 

in der die letzten drei Glieder durch ihr Verschwinden zwei Gerade 
durch AI darstellen, gibt auch (§ 274) aiia?i+ai2a?j + «18^8 = als die 
Polare von A^ und begründet damit das Folgende ihrerseits. 
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Diese Vertauschbarkeit der Xi und Xt begründet aber die 
Sätze des § 157. Wir können die 5/ geradezu als die Coordi- 
naten der Polare von x/ nehmen. 

B. 1) Perspectivische Lage der polar-conjugirten Dreiecke. 

Dem Fundamentaldreieck d?} «* 0, rcg i^» O, o^ «» ist polar- 
conjugirt das Dreieck 8^ •^ Oj 8^^=^ 0, 8^ «s O. Die Verbindungs- 
linien entsprechender Ecken sind Ogs/Si ^ OjiSj = %2^S7 die 
Schnittpunkte entsprechender Seiten A^£^ '^ A^^Il2^^ ^n'^ 
(§64,4). ^ 

2) Ein Polardreieck Xi\ Xi\ x"' ist bestimmt durch a:/, x^\ x^-^ 
a?/', ajg'i ^a" (§ 1^9) vermöge x^'8^ = — ^\' ^\ — x^ S^ und 

tfr nr tft 

- iS^Si' - 8," 8,-) : ik'S" - 8^" 8,') : (5,'S," - Ä,"S.'). 

321. Difloriminante. Wenn eine Gurve zweiter Ordnung 
in ein Linienpaar degenerirt, so geht die Polare eines jeden 
Punktes ihrer Ebene durch den Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden. Aus der Formel des letzten § geht auch hervor, dafs 
die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf das Linien- 
paar x^x^s^O durch X2X1 + x^Xi — dargestellt wird, die 
bezüglich desselben harmonisch conjugirte Gerade zu der 
Verbindungslinie x^x^ — X2X1 «= des Schnittpunktes von 
x^ = X2 = mit dem gegebenen Punkte. Wenn daher die 
allgemeine Gleichung 5 «» ein Linienpaar darstellt, so sind 
die Polaren der Fundamentalpunkte 1|0|0, 0|1|0, 0|0|1 
bez. /Sj =0, 82 = 0, S3 = oder 

«11 0?! + ajgiTj + «isiTj = 0, a^2^i + «a^a^a + OgsiZJs "== 0; 

drei Gerade durch einen Punkt. Indem wir wie in § 32 die 
Bedingung daf&r durch die Elimination von x^, X2j x^ zwischen 
diesen Gleichungen ausdrucken, erhalten wir die früher durch 
andere Methoden gefundene Coefficientenrelation, welche er- 
füllt sein mulis, damit die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades ein Linienpaar darstelle. 

In der Form einer symmetrischen Determinante der an^ 
entwickelt wie in §§ 59, 163, ergibt sich die Discriminante D 
und die Bedingung des Zerfallens D «= 0. Auch im Folgenden 
werden wir die Unterdeterminanten von D stets mit Aih be* 
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zeichnen. Es sei erinnert, dafs dann die aus den Äng ge- 
gebildete symmetrische Determinante den Wert D^ und ihre 
ünterdeterminanten A,* die Werte Dau erhalten. Die Coordi- 
naten des Doppelpunktes des Linienpaares S = lauten dann 

Xi : X2 : ÄJg' = An : An : An (i = 1, 2, 3), 

322. Tangentialgleiohung. Die Auflösung linearer Glei- 
chungen wenden wir femer an auf die Frage nach der Be- 
stimmung der Coordinaten des Poles einer Geraden §,• oder 
^1^1 + §2^2 + is^s = in Bezug auf den Kegelschnitt 5=0. 
Sind x/ die gesuchten Coordinaten, so gelten die drei linearen 
Gleichungen 

^1 ^^^ 5l? ^2 = 62? ^3 = b3* 

Indem wir sie für x/ auflösen, erhalten wir nach der soeben 
festgesetzten Bezeichnung der Discrimante 

UX^ = -Ajigj + -^12 52 4" -^13b3> 
"^2 "^^ -^12 «1 1 -^2252 "T -^23 §3? 
üa?3 = -Aj3§i -f- -4-23 52 ~r -^33 Ss' 

Die Coordinaten des Poles sind also stets reell, so lange die 
Gerade es ist, und umgekehrt. 

Da insbesondere der Pol einer Tangente des Kegel- 
schnittes ihr Berührungspunkt, also ein Punkt dieser Tan- 
gente selbst ist, so erhalten wir durch Einsetzen obiger 
Coordinatenwerte Xi an Stelle der Veränderlichen in die 
Gleichung der -Geraden die Bedingung, unter welcher die 
Gerade §,- den durch die allgemeine Gleichung dargestellten 
Kegelschnitt berührt, d. h. in der Form 

-^11 5l 1-^22 §2 ~r'^33 53 ■T^-^23 52b3"T"2-4i3§3§i-{-2-4i2§iS2==0, 

die Gleichung U = des Kegelschnitten in Liniencoordinaten. 
Diese Entstehung der Tangentialgleichung kann auch 
dadurch ausgedrückt werden, dafs man sagt, sie sei das Re- 
sultat der Elimination von a:/, x^y x^ und q zwischen den 
vier Gleichungen, denen die Coordinaten des Poles genügen 
müssen, 

O'n^i + «12^2' + «13^3' = pSi, «12^/ + ^22^2' + «23^3' == 9^2} 



— £ 



0, 
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Dann erhält man sie nach § 88 in der Form einer gleich 
Null gesetzten symmetrischen Determinante 

®18> ^8> %8> 58 
*i; 52> §8; ^ 

die man als die mit LiniencoordincUen gesäumte Discriminante 
bezeichnen kann. Man findet auch für die Bedingung, unter 
welcher zwei Gerade £«9 ii sich auf dem Kegelschnitt schneiden, 
das Verschwinden der zweifach, nämlich mit den $,- und |/ ge- 
säumten Discriminante. 

Im Folgenden soll immer £ ^=^0 die Gleichung des Kegel- 
schnittes in Liniencoordinaten ausdrücken , dessen Gleichung in 
PuMktcoordinaten 5 = ist. 

Man sieht sofort, dafs die Coordinaten des Poles der Ge- 
raden |j in Bezug auf den Kegelschnitt 2^ = bis auf einen 
gemeinschaftlichen Factor durch die in Bezug auf die |,- ge- 
bildeten Differentialquotienten von £ ausgedrückt sind, also ent- 
sprechend (§ 320) durch 2Ji bezeichnet werden. Nun befinden 
sich imter den Strahlen X^i 4- f&lt eines Büschels Tangenten, 
wenn die Substitution dieser Binome in 2^ = die Gleichung 
für bestimmte Verhältnisse A : fi be&iedigt. Das Resultat 
kann man wiederum schreiben 

k^i:' + 2k(in+ ^^£' = 

wo n=^,2J,' + l^^/ + ^.U,' = 6/2;, + ^'2J, + ^'273 

ist. Daher ist il = die Gleichung des Poles von |/ in 
Liniencoordinaten oder überhaupt die Bedingung, damit ^toei 
Gerade |,, 1^' in Bezug auf 2J = conjugirte Polaren sind. 

B. 1) Man soll die Coordinaten des Poles der Geraden 1,- in 

Bezug auf den Kegelschnitt (a^Xi)^ + («2^2) + (^3^3) = 
(§ 316) bestimmen. In diesem Falle ist nach dem a. O. die 
Tangentialgleichung 

«1S2I3 + «2^8^! + «3^1 S2 = 0: 
die Coordinaten des Poles sind also 

^1 = «2^8 + ^8^2? ^2 = «8^1 + «lls» %' = «1 12 + «2^1 . 
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2) Den Ort des Poles der Geraden |i in Bezug auf einen 
Kegelschnitt zu bestimmen, für welchen drei Tangenten und eine 
andere Bedingung gegeben sind.^^*) 

Wenn wir die vorhergehenden Gleichungen für a^, «2» ^s 
auflösen, so finden wir «1,02,03 den Gröfsen ^1(^2^2 "Hls^s' — ^i^i')» 

^2 fe^s' + ii^i' — ^2^2')» ^3 (^1^1' + ^2^2' — ^3 V) proportional. 
Die Gleichung bezeichnet aber einen Kegelschnitt, der die 
drei Fundamentallinien iCi = 0, a?2 = 0, x^ = berührt; eine 
vierte Bedingung, welcher der Kegelschnitt genügen mufs, be- 
gründet eine weitere Eelation zwischen a^, Og, «3, aus welcher 
durch Einsetzen der eben angegebenen Werte die Gleichung des 
Ortes hervorgeht, den der Pol von §» beschreibt. Schreiben wir 
für ^i die Seitenlängen li des Fundamentaldreiecks, so erhalten 
wir in derselben Gleichung den Ort des Centrums. So schlief sen 
wir aus dem Nachweis, dafs der Kegelschnitt die Gerade |/ be- 
rührt, wenn 2?(aj:$/) = 0, dafs der Ort des Pols der Geraden ^i 
in Bezug auf den die vier Geraden 0?^ == 0, üCg = 0, x^ = 0^ 
Z^lxi = berührenden Kegelschnitt die durch 

IT "^ s; "^ 17 ^ 

dargestellte Gerade ist. (§ 317, 1 speciell für den Fall des Centrums.) 
Oder, weil der Kegelschnitt durch den Punkt Xi geht, wenn 
die Bedingung 2?}/(a,aj/) = erfüllt ist, so ist der Ort des 
Poles der Geraden If in Bezug auf die Kegelschnitte, welche die 
Geraden äJi = 0, x^ = 0^ a?3 == berühren und den Punkt Xi 
enthalten, durch 

{SiV G2«^2 + ^3^3 — £1^1)}^ + {feÄJg' (IsiCs + lia?i — 12^2)}^ 

+ {13^3' (5ii»i + &«^2 ~ ^3^3)}* = Ö 
ausgedrückt. Dieser Ort ist also ein Kegelschnitt, welcher die 

Geraden ^2^2 + ^3^3 — li^^i = ^ , §3% + Si i»i — ^2^2 = 0, 
^1^1 + ^2^2 — Is^s ^^ ^ berührt. Wenn man den Ort des Cen- 
trums sucht, d. h. die §» durch die li ersetzt, so sind diese Ge- 
raden die Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der Seiten des 
von x^ =0, ajg = 0, x^ = gebildeten Dreiecks. 

3) Man soll die Coordinaten des Pols der Geraden 1» in 
Bezug auf den durch die Fundamentalpunkte gehenden Kegelschnitt 

^28^2^8 + %i^8^i + «12^1^2 ''^ ^ bestimmen. 
Nach § 315, 6 ist die Tangentialgleichung 

«23^^i^+«3i^l2^+«i2V—2a3iai2g253— 2012023^1— 2a23ai3lig2=0; 
die Coordinaten des Poles sind daher 

^1'™ «23 («28 ll — «31 & ~ «12 Is) » ^2'== «81 («81 ^2 — «12 & — «23 5l)> 

i»3 =012 («1258 «28 5l — «81 §2)' 

Salmou-Fiedler, anaL Geom. d. Kegelscbu. 6. Aufl. 3Ö 
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Man hat also Osi^s'"!" <*i2^2' "^ — 2 «23^3 ^12 5n ^^^^ ebenso 

^12 ^1 I ^23 ^3 '"^ 2^23 ^13 ^12 »2 1 ^3 ^2 I ^13 ^1 ^ " ^28 ^18 ^1 2 §3 J 

und findet wie in 2) agg, a^i, a^^ bez. proportional zu 

^l'(&^2'+S8^8' Sl^l')) ^2'(S3^s'+^l^/— §2^)1 ^8'(5l«'l'+i2^2'— Ss^s')- 

Da nun die Bedingung, unter welcher ein dem Dreieck x^ = O, 
iTg = 0, iCg = umgeschriebener Kegelschnitt durch einen vierten 

Punkt Xi hindurchgeht, durch -*! -[- ?!i4 -}--*-*= dargestellt 

x^ x^ x^ 

ist, 80 ist der Ort des Poles von ^i in Bezug auf einen durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitt 

|^(52^2+fe% — Sl^l)+f^(l3^3+5l«l — ^^2)+ ^' (Sl a?l+ ^2^2— ^S^^s) = 0. 

M/1 tiL'« wl/a 

Für den Ort des Centrums ergibt sich daraus ein durch die Seiten- 
mitten des Fundamentaldreiecks gehender Kegelschnitt (§298, lo). 
Die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt eine Gerade 
berührt, liefert den Ort des Poles der Geraden 1,- in Bezug auf 
einen durch die drei Fundamentalpunkte gehenden und jene Ge- 
rade berührenden Kegelschnitt, als ' 

{«iaJi(l2^2+ ^3^3— 5i^i)}*+ {(h^2(k^s+ ^1^1— ^^2)}"^ 

+ {«3^3 Gl ^1 + ^2^2 — fe^s)}* = Ö- 

Dieser Ort ist im allgemeinen eine Curve vierter Ordnung. ^^^) 

4) Man beweise folgende Sätze: Wenn zwei Kegelschnitte 
mit einem dritten Kegelschnitt in doppelter Berührung sind, so 
liegen die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten mit 
den Polen der Berührungssehnen in einer Geraden und bilden 
mit ihnen eine harmonische Gruppe (vgl. § 278). 

Wenn drei Kegelschnitte zwei zu allen gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so liegen die Schnittpunkte der übrigen, jedem 
Paare gemeinsamen Tangenten in einer Geraden. (Vgl. § 279.) 

5) Wenn man von einem Punkte aus, welcher auf einer 
festen Geraden fortrückt, an eine Curve zweiten Grades die Tan- 
genten zieht und zu diesen und der festen Geraden in jedem 
Falle einen vierten Strahl so bestimmt, dafs er mit jenen ein 
constantes Doppelverhältnis hat, so umhüllen alle Lagen desselben 
einen Kegelschnitt, der den gegebenen doppelt berührt. 

Sind a und b die zwei Werte Alf*, welche in A^^ -|- ft^/ 
eingesetzt die Coordinaten der Tangenten liefern und ist das 
gegebene Doppel Verhältnis durch d bezeichnet, so ist entweder 
a:h = d oder 6 : a = d, so dafs (a — hd) (h — ad) = oder 
ah (1 + cP) = (a^ + h^) d, daher auch ab{l + dy = (a+hYd ist. 

Setzt man für das Product und für die Summe der Wurzeln 
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ihre Werte aus k^H -}- 2k(in -^ (i^H' = 0, so ergibt sich als 
Gleichung der Enveloppe 

2z' (1 + df — Adn^ = 0. 

Denkt man/|/ als bekannt, so ist 2' eine Constante und kann 
mit den übrigen Constanten zusammen in einem Zeichen v ver- 
einigt werden, so dafs dann U -]- vll^ = die Gleichung der 
Enveloppe ist. Sie stellt ein System von Kegelschnitten dar, 
welche mit dem festen Kegelschnitt ^S = eine doppelte Be- 
rührung haben, für die der Punkt J2 = der Pol der Bertih- 
rungssehne ist. (Vgl. § 275.) 

6) Man soll ein Polygon construiren, welches einem festen 
Kegelschnitt umgeschrieben ist und dessen Ecken in gegebenen 
Geraden liegen. (Vgl. § 311.) 

323. Unbestimmtheit polarer Zuordnung. Die vorige 
Untersuchung wird hinfällig, wenn es eintritt, dafs die ein- 
deutige Zuordnung des Pols zu einer gegebenen Polare eine 
Ausnahme erleidet. Es entspringt so die Frage: Wann hat 
in Bezug auf einen Kegelschnitt eine Gerade unendlich viele Pole? 

Eine Unbestimmtheit des Pols ist offenbar an die Be- 
dingung D = geknüpft. Die im allgemeinen zur Bestim- 
mung dienenden Gleichungen werden jetzt zu Bedingungen 

welche von der Polare erfüllt werden müssen, damit ihr un- 
endlich viele Pole entsprechen. 

Anderseits kann aber D = als das Resultat der Eli- 
mination von drei unbekannten Gröfsen z^^ z^^ z^ zwischen 
drei linearen Gleichungen Sa^Zk = oder 

angesehen werden. Dann ist aber UXiS/ identisch Null für 
den Punkt Zi, d. h. es existirt ein Pwnkt Zij dessen Polare 
völlig unbestimmt ist Seine Coordinaten ergeben sich in drei 
Formen z^: Z2: z^ =^ An : Äi2 : uä,-». Alsdann hat man auch 

Zi^ : z^z^ : z^Zq = Ä^^ : A^^ : A^^, 
Z1Z2 • Z2 • ^2^3 ''^^ -4.21 • A22 • -4g3, z^Zq : z^z^ : z^ = A.^^ : A^^ • Aq^» 
Für D = sind also die adjungirten Elemente den Quadraten 
und Producten von drei Gröfsen proportional 

Aijt = mZiZk' 

86* 
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Substitoirt man nun diese Werte in die ursprünglichen 
Bedingungsgleichongen; so gehen sie über in 

— 0i2:iiJSi — üiJSiiSii = ei^ii^iy d. h. UiiZi = 0. 

Also haben nur solche Gerade als Polaren unendlich viele Pole^ 
welche durch den ausgezeichneten Punkt ßi gehen. Aber dieser 
ist selbst ein Punkt des Kegelschnittes, denn die Substitution 
der Zi in /S a» gibt das Polynom £aaÄik, dessen Wert im 
allgemeinen 3D (§ 86), hier also Null ist. 

Verbinden wir femer Zi mit einem beliebigen Punkte Xi 
des Kegelschnittes durch eine Gerade, so erweist sich diese 
als ein Teil desselben. Denn die Substitution IZi -}- fnxt für Zi 
in Ä = liefert die Gleichung PS' + 2lmP + m^S = 0. 
Diese ist aber identisch erfüllt, d. h. läfst l: m völlig unbestimmt, 
weil sowol 5 = 0, S' = als auch P «= ist nach den 
Voraussetzungen. Somit besteht der singulare Kegelschnitt 
aus zwei Geraden, die sich im Punkt Zi schneiden. 

Endlich erfüllen die unendlich vielen Pole einer durch Zi 
gehenden Geraden ebenfalls eine Gerade durch Zt. Denn ist 
UiiSi = die Gleichung eines Poles Xi von |,-, so ist auch 
IZi + mXi ein solcher, weil identisch 2J|,/S/ = ist. 

Die Geraden, in die der Kegelschnitt zerfallt, werden 
bestimmt, wie folgt. Sind ihre Ooordinaten a,-, &<, d. h. ist 
S^ttx . hxj so ist 

aik = i (flibk + ttkhi), Aa=\ (aihj — ajhi) (akhj — ajhk)=mZiZt. 
Anderseits kann aber für den Schnittpunkt a« = 0, 6^ = 

Zi = i («»&* — Äjb&f), also m = — 1 
gesetzt werden. Dann besteht das Gleichungssystem 

a,6i=aii , «2^1 = 0^12 — ^8> «g6i = ai3 + ^2» 

«162 = ^12 + ^8? 0262=022 , 0862 = ^23 — ^3» 

Ol 63 = Oi3 — Z2, Og^s = O23 + ^1, 0363 « O33. 

Zugleich ergibt sich für die Bestimmung der Coordi- 
naten |/ einer Polare zu einem gegebenen Pol x/ 

5/ = hiSa^Xk + atlJbkXk oder |/ = 6,Oar' + Offta:'. 
Derselbe Gang der Untersuchung beleuchtet den dualen 
Ausnahmefall der zerfallenden Curven zweiter Glasse. In Bezug 



j 



Von der |- Gleichung zweiten Grades zur ic-Gleichung. 549 

auf ein PunMepaar gehört m jedem Funkte ihrer Verhindungsgera- 
den 1/ als Pol eine unbestimmte Polare, deren verschiedene Lagen 
einen zweiten Punkt derselben Geraden §, umhüllen. Dieser Ge- 
raden seihst entspricht ein in der Ebene völlig uMlkürlicher Pol, 

324. Bückübergaiig von 2J zu S. Offenbar können wir 
den Übergang des § 322 von der Ortsgleichung S = zur 
Tangentialgleichung 2; = auch umkehren, indem wir die 
Betrachtung dualistisch durchführen. Also repräsentirt eine 
Gleichung zweiten Grades in Liniencoordinaten einen Kegel- 
schnitt, dessen Ortsgleichung erhalten wird, indem man dit Dis- 
criminante der gegebenen mit den Xi „säum^^. 

Das Resultat ist aber mit umgekehrtem Zeichen 

UkikXiXk ^ ÜUaikXiXk ^0.5 = 0. 

Also ist der ausgesprochene Satz nur so lange richtig; als 
D von Null verschieden ist. Dies bedeutet: Nur nicht-zer- 
fallende Curven zweiter Ordnung sind auch von der zweiten 
Glosse und umgekehrt. Das Linienpaar ist in der Tat von der 
ersten Classe, das Punktepaar von der ersten Ordnung (§ 292). 
Dagegen ist unter der Voraussetzung D = auch At* = 0, 
insbesondere 

AiiAkk — Aii? = 0, also Aik = yAu . VAkk. 
Daher ist die Tangentialgleichung eines lAnienjpaares 

das Quadrat der Gleichung seines Doppelpunktes. Multipli- 
ciren wir nämlich — 2J mit Au, so entsteht die Gleichung 

Ebenso geht die Enveloppengleichung eines Punktepaares 
dualistisch in das Quadrat der Ortsgleichung seines Trägers über. 

B. Wenn ein Kegelschnitt durch zwei feste Punkte geht, 
und mit einem festen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat, 
so geht die Berührungssehne desselben mit diesem letzteren stets 
durch einen festen Punkt (§ 278). 

Denn, wenn S = den festen und 8= {^iX^ + §2^2 H" ^s^s)^ 
den anderen Kegelschnitt darstellt, so liefert die Substitution der 
Coordinaten der beiden gegebenen Punkte 
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also auch 

Diese Gleichung drückt aber aus, dafs die Sehne ^ durch einen 
oder den andern von zwei festen Punkten geht, weil S\ S'^ be- 
kannte Constanten sind. 

325. Allgemeine Farametermethode. Betrachten wir 
den Kegelschnitt als Erzeugnis projectivischer Büschel^ so 
kann man diese^ falls sie nicht perspectivisch sind, immer so 
gegeben denken, dafs die Gleichungen lauten (§ 302) 

üg + kbx = 0, 6a. + kCg = 0. 

Die Gleichung des Erzeugnisses ist dann 

«x. Ca. — 6x^=0, 

wo tta; = 0, Cx = die Tangenten in den Endpunkten der 
Sehne hg, = sind. Eliminirt man aus den Büschelgleichungen 
mittelst Sa? = die Coordinaten a;,, so erhält man zur Be- 
stimmung derjenigen Werte von Ä;, welche den beiden Schnitt- 
punkten der Geraden fc mit der Gurve entsprechen, die Be- 
dingungsgleichung 



h + ÄCi , &2 + TCC^ , 63 + ÄCg 



= 0. 



Wir bezeichnen nun das System der adjungirten Elemente 
der nach der Voraussetzung nicht verschwindendenDeterminante 



r = 



«1» »2? «8 




^17 hy h 


mit 


Ci, €2, t?8 








= r 



2 



Dann ist die Entwickelung des Eliminationsresultates 

Q + hB^ -f F^^ = 0, 

falls die linearen Symbole gebraucht werden 

Ä^=^UMi, B^ = SBili, C^ = 2:Gi^. 

Dabei definiren ^^ = 0, C^ = die Berührungspunkte der 
Tangenten Cx = 0, ax = 0, und B^ = deren Schnittpunkt. 
Soll nun die Gerade $,- eine Tangente der Curve sein^ 
so mufs die Gleichung für Je gleiche Wurzeln haben: 

4^1 . Q - B^' = 0. 
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Diese Tangentialgleichung der Ourve kann wiederum an- 
gesehen werden als das Eliminationsresultat von Je aus 

B^ — 2k A^ = 0, Q — 2kB^ = 0. 

Diese Gleichungen stellen aber projectivische Reihen in den 
Tangenten «a. = 0, Ca? = dar. Sie sind auch zu den Büscheln 
projectivisch, und zwar entsprechen den Tangenten ihre Be- 
rührungspunkte Q = 0, ^1 = für 4 = 0, Ä; = oo bez. ^^) 

Demnach ist das Erzeugnis zweiter Ordnung zweier pro- 
jectivischer StrcMbüschd auch ein Erzeugnis zweiter Classe zweier 
projectivischer Punktreihen (vgl. § 291 f.). 

Aber diese Erzeugung liefert unmittelbar auch die all- 
gemeinste Parametermethode. Denn nach § 303 können wir je 
zwei homogene Parameter einführen mittelst der Definitionen 

vttx = A* = vC^, vhx = Aft = — -^B^, vCx = ^^ = vÄ^. 
Durch Auflösung ergeben sich aus denselben 

vrxi = AiT? + BiX^ + Cift^, 

Diese Xi^ % sind aber vollkommen allgemeine quadra- 
tische Functionen der Parameter A, fi. Daher stellen um- 
gekehrt drei qtiadratische Formen zweier unabhängiger Variabein, 
deren Werte als Punkt- oder Liniencoordinaten interpretirt werden, 
Punkte oder Tangenten einer Curve zweiten Grades dar.^^) 

Die obigen Definitionen, deren kleine Unterschiede zu 
beachten sind, sind so gewählt, dafs dieselben Parameterwerte 
je Punkt und zugehörige Tangente characterisiren. Man überzeugt 
sich leicht, dafs infolge der Determinanteneigenschaften U^iXi 
bei Einsetzung der Parameterausdrücke identisch verschwindet. 

B. 1) Dafs eine Gerade 1» unter der Bedingung £' «ss q 
einen Kegelschnitt umhüUt, kann auch so gezeigt werden. Die 
Elimination von $3 zwischen 2 =^ und ^x =^ gibt 

(-^11^3 ^ Ai^XiX^-^ A^^Xi J5i -[-(-^22^8 2 -428 ^2 ^3 1-^83^2 )^2 

l 2\Ai2Xq -^13 ^1^8 -^23^2^8 "T -^83 '^1^2/ 51 »2 ^^ 0. 

Bildet man für die Unbestimmte Ji : §2 die Enveloppe nach § 303, 
so erhält man x/UkikXiXk = 0. So sind als specielle Fälle 
auch die Enveloppen §§ 312, 316, 317 aus den Ortsgleichungen 
abzuleiten. 
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2) Man bestimme die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher 
mit zwei Kegelschnitten Ä' = 0, 5"= je eine doppelte Be- 
rührong hat. 

Bezeichnen wir durch j^^i »=» 0, z^=^ ein Paar der Schnitt- 
sehnen von ä' = 0, Ä"«=0, so dafs S' — Ä" = je^iieij ist, so 
repräsentirt fi^Zj* — 2|»(Ä'+ S") + ^2* *= ^ einen Kegelschnitt, 
der mit 8' =0, 8^' ^ eine doppelte Berührung hat. Denn 
diese Gleichung hat die beiden äquivalenten Formen 

(f*^i + e%y = 4|*Ä', (fiZi — e^y = 4fi8". 

Die Berührungssehnen bilden mit den Schnittsehnen ein harmo- 
nisches Büschel. 

Da die Gleichung in (i vom zweiten Grade ist, so gehen 
durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte des Systems, und weil 
überdies drei Paare von Schnittsehnen z der beiden Kegelschnitte 
existiren, so gibt es drei solche Systeme umgeschriebener Kegel- 
schnitte. Ihre Anzahl reducirt sich auf zwei, wenn der Kegel- 
schnitt 8^' => in ein Paar von Geraden degenerirt, weil dann 
nur zwei von diesen verschiedene Paare von Scfanittsehnen exi- 
stiren. Wenn endlich sowohl iS'' = als auch 5" «== in Linien- 
paare degeneriren, so gibt es, wie bekannt, nur ein System 
doppelt berührender Kegelschnitte. (Vgl. § 274.) 

3) Die Gleichung eines Kegelschnittes, der vier Gerade 
Pi = 0, 2^2 = Ö» ys = 0,y^ = berührt, lautet, falls y^y^ — y^y^ 
= ZiZ2 die Gleichung der Diagonalen des Vierseits ist, 

(i^z^^ — 2fi(yiy^ + y^y^) + z^^ = 0. 

Setzt man nach einander die yi gleich Null, so erhält man die 
Berührungspunkte der Seiten und sieht, dafs ihre Verbindungs- 
linien mit den Diagonalen ein harmonisches Büschel bilden (vgl. 2). 
Ein durch diese Berührungspunkte gehender Kegelschnitt hat 
eine Gleichung von der Form 

(i^z^^ — 2ii(y,y^ + y^y^ + z^^ + Xi^^'z^^ - z^^) = 0, 

und die den Werten ^' und X' entsprechende Gleichung wird mit 
dieser identisch für X= — A' = (ft' -»- f*) : (f*' + |ia). 

Hiemach existirt ein durch die acht Berührungspunkte von 
zwei solchen eingeschriebenen Kegelschnitten gehender Kegel- 
schnitt, der die Gleichung hat 

/^f*'^i^ — (f* + f*')(yi^8 + y^vd + h^ = 0- 

Man kann ähnliche Ergebnisse bei 2) erhalten. 

Wenn man das Diagonalendreieck des Vierseits zum Funda- 
mentaldreieck x^x^x^ == wählt, so dafs i»! + ^2 i ^3 *^ ^ ^® 
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Seiten des Vierseits bezeichnen, so erhält man die Gleichung des 
eingeschriebenen Kegelschnittes in der mehr symmetrischen Form 

l>?x^^ — ^{x^^ + x^ — x^^) + x^^ = 0. 

Dieser Kegelschnitt berührt stets die Enveloppe 

{x^ + x^ — x^y = 4,x^x^ oder 

(^1 +^% + ^3) (^2 + ^3 — ^1) (^s + ^1 — ÄJg) {^i + ^2 — ^3) = ö- 
Die Gleichung kann endlich in der Form geschrieben werden 

x^^ = ^V- + -^ (vgl. 312). 
^ cos* q>, * sm* «p "^ ° ^ 

4) Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher mit zwei 
Kreisen 0'^ 0, 0"= je eine doppelte Berührung hat,^^^) nimmt 
eine einfachere Form an, nämlich 

^2 -_ 2ii{c' + c") + {c — cy = 0. 

Die Berührungssehnen des Kegelschnittes mit den beiden Kreisen 
sind durch C' — C" + ft = 0, C' — C" — |ia *= dargestellt 
und daher parallel zu einander und gleich entfernt von der 
Badicalaxe der Kreise. Da man die Gleichung dieses doppelt 
berührenden Kegelschnittes auch in der Form 

VC + VC" = y^ 

schreiben kann, so ist er der Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe oder Differenz der Tangenten zu zwei gegebenen Kreisen 
constant ist. Denken wir beide Kreise als unendlich klein, so 
erhalten wir die Eigenschaft der Brennpunkte des Kegelschnittes 
rücksichtlich der Summe und Differenz der Vectoren. Nehmen 
wir ft dem Quadrate des Abschnittes gleich, welcher zwischen 
den beiden Kreisen auf einer ihrer gemeinschaftlichen Tangenten 
liegt, so bezeichnet die Gleichung ein Paar der gemeinschaft- 
lichen Tangenten beider Kreise (§ 140). 

5) Nach dieser Methode sind die gemeinschaftlichen Tan- 
genten der Kreise in 

§ 129, 1) y^C + )/0" = 4 oder =« 2. 

§ 130, 1) yC + yC" = 1 oder = (— 79)*. 

6) Drei Kreise sind gegeben durch 0' = 0, 0" = 0, 0"'= 0; 
sind dann ^1 =» 0, t/^ «= die gemeinschaftlichen Tangenten zu 
C" = 0, C" = 0; ebenso ajg = 0, y^ = die zu C" = 0, 
C' = 0, und % === 0, 2/3 = die zu C = 0, 0" == 0; gehen 
femer x^ =0, ojg = 0, x^ = durch einen Punkt, so gehen 
auch y^ = 0, 2/2 ''^ ^j % ''^ ^ durch einen Punkt, 
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Denn sind die Gleichungen der Paare gemeinsamer Tangenten 

so ist die Bedingung, unter welcher a*! = 0, x^ = 0^ x^ = 
sich in einem Punkte schneiden, ^' + ^" *= ^'"» und man sieht, 
dafs mit der Erfüllung dieser Bedingung auch y^ = 0, ^g = 0, 
^3 = sich in einem Punkte schneiden müssen. 

7) Daran knüpft sich die Lösung des Problems von Mal- 
fatti: Drei Kreise zu hestimmen^ die einander berühren, und deren 
jeder zwei Seiten eines gegebenen Dreiecks zu Tangenten hat. 

Steiner gah die Lösung: Man zeichne die eingeschriebenen 
Kreise der Dreiecke, welche von je einer Seite des gegebenen 
Dreiecks und den Halbirungslinien der anliegenden Winkel ge- 
bildet werden; da diese Kreise drei gemeinschaftliche Tangenten 
haben, die durch einen Punkt gehen, so gehen auch ihre zugehörigen 
andern gemeinschaftlichen Tangenten durch einen Punkt. Diese 
sind die gemeinschaftlichen Tangenten der gesuchten Kreise. ^^^) 

8) Der Satz von 7) Iftfst sich auf Kegelschnitte übertragen, 
welche einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren. 

Drei Kegelschnitte S--Zi^ = 0, S'—z^^ = 0, Ä — ^^3* == 0, 
die einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren, werden von 
drei gemeinschaftlichen Sehnen, die ein Dreieck bilden, wie 

^1 + ^2 = ^» ^2 "f" ^3 "== ^» ^3 + ^1 = in sechs Punkten ge- 
schnitten, die auf einem Kegelschnitt liegen. Denn es ist 

^ + ^2^3 + ^3^1 + ^1^2 = (^ — ^1^) + (^1 + ^2) (^1 + %)• 

Liegen also von jenen Punkten drei in einer Geraden, so liegen 
die andern gleichfalls in einer Geraden. Die Interpretation der 
Gleichungen in Liniencoordinaten gibt einen weiteren Satz. Mit 
Hilfe dieser Sätze kann das Malfatti'sche Problem und seine 
Lösung von den Kreisen auf Kegelschnitte übertragen werden, 
die mit einem gegebenen Kegelschnitt in doppelter Berührung sind. 

9) Bei der allgemeinen Parametermethode sind die Glei- 
chungen einer Tangente und ihres Berührungspunktes 



= 0. 



Man bilde die Gleichung der Verbindungslinie (des Schnitt- 
punktes) von l : lA mit A' : (i in Determinantenform; für benachbarte 
Parameterwerte bieten sich dann augenscheinliche ßeductionen. 

326. Tangentenpaare. Wenn Xi irgend ein Punkt in 
einer der von einem festen Punkte x/ an eine Curve zweiten 
Grades gezogenen Tangenten ist, so hat die Gleichung 
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des § 319 zur Bestimmung von l:m für die Schnittpunkte 
Ixi + mXi notwendig gleiche Wurzeln. Um also die Gleichung 
der Tangenten zu finden, welche durch den Punkt x{ gezogen 
werden können^ substituiren wir Ix/ + mXi in die Gleichung 
der Curve und bilden die Discriminante der in l:m quadra- 
tischen Gleichung. So erhält man (vgl. § 156) die Gleichung 
des Tangentenpaares an einen Kegelschnitt in der Form 

SS' = p^ 

wo 5, S' P dieselben Bedeutungen wie in § 319 haben. Aus 
demselben Grund repräsentirt 2JU'== Tl^ das Paar der Schnitt- 
punkte einer Geraden |/ mit der Curve 27 = 0. 

Die Gleichung SS' == P^ kann in einer andern Form 
geschrieben werden in Folge der Bemerkung, dafs jeder Punkt 
in einer durch x/ gehenden Tangente offenbar die Eigen- 
schaft besitzt, dafs die ihn mit x/ verbindende Gerade die 
Curve berührt. Demnach haben wir nur die Coordinaten 
der Verbindungslinie von zwei Punkten a?,-, x/ (§ 69), nämlich 

für li, gg, I3 in die Tangentialgleichung (§ 322) 2^ = zu 
substituiren. Unter Beachtung der Werte von -4a bestätigt 
man wirklich die Relation SS' — P^ = C, wo 

O = .Aij \X2XQ X^ X^j 

-] f- 2^23 (^8^/ — ^S^l) (^1^2' — ^2^1') + • • = 0. 

B. 1) Man soll durch Umformung und Entwickelung zeigen, 
dafs die Discriminante der Gleichung SS' = P^ verschwindet. 

2) Ort der Schnittpunkte der zu einander rechtwinkligen 
Tangenten eines Kegelschnittes. (Vgl. § 181,5.) Die Gleichung 
des vom Punkte x' \y' an den Kegelschnitt S = gehenden 
Tangentenpaares ist 

^11 {y — yj + ^22 (^ — ^y + ^33 i^y — ^'yf 

— 2-^23 {x — x) {xy' — Äj'y) + 2^13 {y — y') (xy' — x'y) 

— 2^12 (« — ^0 (y — y) = ö. 

Sie repräsentirt zwei zu einander rechtwinklige Gerade, wenn 
die Summe der Coefficienten von x^ und y^ verschwindet, d. h. 
die Gleichimg des fraglichen Ortes ist 

^33 (^^ + 1^) — 2^,3Ä? — 2^32/ + ^xi + ^22 = 0, 
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der Haupt- oder Directorkreis des Kegelschnittes. Für A^^ = 0, 
d. h. fdr die Parabel, wird er zur geraden Directrix. 

3) Die Directorkreise der Kegelschnitte einer Schaar mit 
vier gemeinsamen Tangenten bilden ein Büschel. 

Denn als lineare Function der Aik wird die Gleichung des 
Direktorkreises durch die Substitution von Äa + lAik für Aik 
(§ 282) auf die Form S + XS' = gebracht. Ebenso für 

Aik + XAik + X'Aik' auf Ä + AÄ' + A'ä" = 0, etc. 

Die Directorkreise eines Systems £ -{- A^' + X'ü" «= bilden 
also ein Netz (§ 128). Es ist ein Specialfall hiervon, dafs die 
über den drei Diagonalen eines vollständigen Vierseits als Durch- 
messer beschriebenen Kreise eine gemeinsame Radicalaxe haben. 
Das umgeschriebene Yierseit der Schaar liefert sie für das Büschel 
der Directorkreise. ^^) 

327. Camot'soher Satz« Als ein specieller Fall des 
Vorigen ergibt sich, dafs die von den Fundamentalpunkten 
1{0|0, 0{1|0, OjO|l ausgehenden Tangentenpaare des Kegel- 
schnittes 5 = bez. durch die Gleichungen 

■^^11 2 """" ^ "^IS 1 2 l~ -^22 1 "~~ ^ 

dargestellt werden. Dies kann auch daraus erkannt werden, 
dafs man 5 = in die Form (§ 320 Anm.) 

(^11^1 1" ^12^2 I ^18^3) "T (-^33^2 I -^22^8 2-423^2^8) '^^ ^ 

bringen kann. Wenn nun das durch den Punkt 1 10|0 gehende 
Tangentenpaar durch die Gleichungen ic^— Äa?8=0, x^ — k'x^==0 
ausgedrückt wird, so zeigen diese Gleichungen, dafs die Re- 
lation kic = Ä22 : ^83 hesteht, und dafs die entsprechenden 
Gröfsen für die übrigen beiden Tangentenpaare durch A^ : Aj^^y 
All • -^22 gegeben sind; das Product dieser drei Gröfsen ist 
aber gleich Eins. Indem wir an die Bedeutung von k (§ 62) 
erinnern, lernen wir daher, dafs für A^, A^y A^ als die Ecken 
des Fundamentaldreiecks, D^y D^, D^ als Schnittpunkte der 
von Aiy A2] A2, Aq'^ A^, Ai bez. ausgehenden Tangenten, d. h. 
für ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes Sechsseit AiD^A^D^A^D^ 
die characteristische Relation besteht 

sinDg^i^ij ainD^A^A^ sinD^A^A^ amDiA^A^ a'mDiA^Ai biuD^A^Ai 
sinD^Ä^A^ sinDgAi^g BiaD^A^A^ sinDiA^Aj^ sinD^A^A^ srnD^A^A^ 



=1. 



j 



Der Satz von Camot und seine Anwendungen. 
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Drei Paare von Geraden berühren den nämlichen Kegel- 
schnitt, wenn ihre Gleichungen in die Form 

V + 2a28'^2^8 + V = 0, ^8^ + 2ai3'^3^i + ^1^ = 0, 

z^ + 2ai2'^i^2 + ^2^ = 

gebracht werden können, wo z^^ z^^ z^ lineare Functionen 
der Coordinaten vertreten; denn die vorher gefundenen Glei- 
chungen der drei Tangentenpaare gehen in diese Form über, 
wenn man die Substitution ^iV-^Jj für x^^ etc. vollzieht. 

Wenn dieselben Entwickelungen nach dem Coordinaten- 
system der |,- statt nach dem der Xi interpretirt werden, so 
liefern sie ein Kennzeichen für die Lage Yon sechs Punkten 
in einem Kegelschnitt, da/8 Theorem von Camot^^^) Dasselbe 
ist durch die Relation 

■^8-^1 • •^S'^l -^l-"2 • -"i-^2 -^2-^3 • -^2-^8 

ausgedrückt, wenn wieder -4^, A^y Äq die Eckpunkte des 
Fundamentaldreiecks und jBj, J?/; JJg, B^] B^j B^ bez. die 
Paare von Schnittpunkten bezeichnen, welche die Seiten A^Ä^j 
Ä^A^j ^1^2 desselben mit dem Kegelschnitt gemein haben. 
Diese Sätze umfassen bemerkenswerte specielle Fälle, welche 
in den Beispielen behandelt werden. 

B. l) Wenn von den Ecken des Fundamentaldreiecks im 
ersten Satze eine, etwa ^3, dem Kegelschnitt angehört, so fallen 
die beiden von ihr ausgehenden Tangenten A^D^ und A^B^ io 
eine zusammen, und man erhält eine Gleichung 

sin D^A^A^ sin D^A^A^ sin B^A^A^ sin B^A^A^ sin* B^A^A^ 

sin B^A^A^ sin B^A^A^ sin B^A^A^ sin B^A^A^ sin* B^A^A^ "^ ' 

welche zu vier Tangenten A^B^^ -^1^2) ^-^s» -^-^i ^"^d zum 
Punkte -^3 durch die Werte des Verhältnisses ^mB^A^A^x^mB^A^A^ 
die Richtung der Tangente in diesem Punkte bestimmt. 

Wenn ebenso von den Seiten des Fundamentaldreiecks im 
zweiten . Satze eine, etwa A-^A,^^ den Kegelschnitt berührt, so 
dafs ihre Schnittpunkte mit ihm B^^ B^ zusammenfallen, so 

erhält man 

A^ A^B^ A,B, A,B^' A,B^ ^ ^ 

A^B, A^B,' A,B^ A^B^ J~B~' 
Dadurch sind mit der Bestimmung des Verhältnisses A^B^: A2B^ 
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die Berührungspunkte einer gegebenen Geraden mit einem durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitt bestimmt, deren harmonische 
Lage zu gewissen gegebenen Elementen offenbar ist. 

Läfst man die Ecken des Fundamentaldreiecks auf dem Kegel- 
schnitt liegen oder seine Seiten ihn berühren, so kommt man anf 
bekannte Sätze zurück (§ 315). Wenn einer der Punkte Äi unendlich 
entfernt gedacht wird, z. B. -Ag, so liefert das Theorem von Carnot 

gleichfalls bekannte Sätze, nämlich V^" AB^' °^ AlW JLB^' ' 
aus denen die Sätze des § 16^ hervorgehen; der anderen Relation 
entspringen dualistisch entsprechende Sätze. 

2) Das Theorem von Carnot liefert auch eine Lösung der 
Aufgabe, den Krüumiungskreis in einem gegebenen Punkte eines 
Kegelschnittes zu bestimmen, wenn die Tangente in diesem Punkte 
und drei andere Punkte desselben bekannt sind. 

Wenn JJg? ^21 ^3 ^^^^ unendlich nahe und J^i, -B^', B^ 
drei andere Punkte des Kegelschnittes sind, so ist für den Schnitt 
K des durch B^ , J?2'? ^9 gehenden Kreises mit der Geraden -4^ A2 

Ai -Bg' , Äj^K = Äy^ B^ . Ä^B^^ also Ä^K^ss A1B2 . Ä^ B^ : A^B^^ 

daher nach dem Satze von Carnot 

A K = A B • ^-^1 • -^«-^i' J^-B, . A^B^ 

A^B^ . A^Bi A^Bq . A^B^ 

Beim Zusammenrücken von B^^ B^^ Bq\ wobei A^ und B^' auf 
der Curve zusammenfallen, gibt B^B^ die zugehörige Tangente 
und es wird 

Der so gefundene Punkt K bestimmt den Krtimmungskreis. 

Ist der Punkt A^ unendlich entfernt, so reducirt sich dies auf 

und wenn überdies -^g, der Schnittpunkt der Sehnen A^B^^ -^i-^i? 
die Mitte von beiden ist* so wird AiK= 2 , A^B^ : A^A^. Für q 
als den Halbmesser des Kreises und A^B als seinen zur Tangente 
in A^ rechtwinkligen Durchmesser hat man AiK=2 q , 00s KA^D^ 

d. h. jp^ = -^g^i , wenn p die senkrechte Entfernung des Punktes -4^ 
von der Tangente in A^ ist. 

3) Die Vereinigung beider Sätze dieses § liefert femer den 
Satz: Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegelschnitt 
schneiden, so sind die sechs Geraden, welche die Schnittpunkte 
mit den bez. Gegenecken verbinden, Tangenten eines Kegel- 



i 
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Schnittes. Und als speciellen Fall: Die Geraden, welche von 
zwei festen Punkten nach den Ecken eines Dreiecks gezogen 
werden können, schneiden die bez. Gegenseiten desselben in sechs 
Punkten eines Kegelschnittes. 

4) Drei Paare von Punkten auf den Diagonalen eines Vier- 
seits, welche zu den bezüglichen Endpunkten conjugirt harmonisch 
liegen, sind sechs Punkte eines Kegelschnittes. (§ 317,2.) 

Wir denken das Dreieck -Aj-Ag-^g als das von den Diago- 
nalen ^(7, -BD, JEJ.F gebildete Dreieck und die Punktepaare j&j,^/; 
J?2, -Bg'; -Bs) -^s' ^^^ ^iö auf den Geraden EF^ BB^ AG bez. 
gewählten conjugirt harmonischen Paare. Dann sind Ä^^ A^^ 
JBg, B^ Paare einer Involution von den Doppelpunkten AG\ 
ebenso A^^ A^'^ B^^ B^ und A^^ A^^^ J?2» ^2' ^^z. Paare von 
Involutionen mit den Doppelpunkten jE, F und B, D; daher gelten 
die drei Belationen 

A^B^ . A^B^ ^ Ä^ A^B^ . A^B,' ^ Ä^^ A^B^ . A^B^' _ A^^ 
A^B^ . ^,£3' 2;5" A^B, .A^B,'~ 3;E" A^B, . A,B,' ~Ajf 

und ihre Multiplication liefert 

A^B^ . A^B^' A^B^ . A^B^' A^B^ . A^B^' \A^C ' A^E ' A^I)] 

Da hier die rechte Seite den Wert Eins hat, weil ODE Punkte 
in einer Geraden auf den Seiten des Dreiecks A^A^A^ sind, so 
liegen die Punkte B^^ B^\ B^^ B^^ B^^ B^ nach dem Satze von 
Carnot auf einem Kegelschnitt. Sind speciell B^^ B^^ B^ auf 
einer Geraden gewählt, so liegen B^^ B^^ B^ auf einer zweiten 
Geraden wie z. B. in § 317, 1. 

328. um die Gleichungen der Geraden zu bilden, welche 
irgend einen gegebenen Punkt Xi mit den Schnittpunkten von 
zwei Curven der Ebene verbinden, so haben wir für Xi in beide 
Gleichungen Ixi + mXi zu substituiren und zwischen den re- 
sultirenden Gleichungen das Verhältnis i : m zu eliminiren. 
Denn jeder Punkt in einer der fraglichen Geraden besitzt 
die Eigenschaft, dafs die ihn mit dem Punkt xl verbindende 
Gerade beide Curven in dem nämlichen Punkte schneidet, so 
dafs die Gleichungen, welche die Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit den Curven bestimmen, eine gemeinschaftliche 
Wurzel haben mössen. In Folge dessen ist die Resultante 
der Elimination zwischen beiden gleich Null. 

So wird die Gleichung des Paares von Geraden, welche 
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den Punkt Xi mit den Schnittpunkten der Geraden L = 
und des Kegelschnittes iS >= verbinden, aus 

IL + mL'^Q und VS + 2lmP + m^S' =0 

in der Form V^S — 2LL'F + L'S' =» 

erhalten. Liegt der Punkt xl in der Curve S' = 0, so re- 
ducirt sich diese Gleichung auf die Form L' S — 2LP = 0. 

B. Um von irgend einem Punkte aus die Asymptoten- 
parallelen zu erhalten, hat man in dieser Gleichung für X = 
nur die Gleichung der unendlich fernen Geraden zu nehmen (§ 330). 

Eine Sehne, welche an einem gegebenen Punkte der Curve 
einen rechten Winkel spannt, geht durch einen festen Punkt. 

Wir gebrauchen rechtwinklige Coordinaten und bilden wie 
oben die Gleichung der Verbindungslinien des gegebenen Punktes 
mit den Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Geraden 
li^ + fe^/ + fe = 0. Diese Geraden sind rechtwinklig zu ein- 
ander, wenn (§ 87) die Summe der Coefficienten von a? und y* 
verschwindet; daraus entspringt die Bedingung (fllr a,i = 0) 

Da li, §2) §3 i^ ersten Grade in dieselbe eingehen, so geht die 
Sehne immer durch einen festen Punkt^ nämlich durch 
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Wenn der erstere Punkt die Curve durchläuft, so beschreibt der 
zweite Punkt einen neuen Kegelschnitt. 

Wenn der an dem gegebenen Punkt gespannte Winkel kein 
rechter ist, oder wenn der gegebene Punkt nicht in der Curve 
liegt, so enthält die in diesem § gefundene Bedingung die 
Gröfsen 1^, ^21 ^3 ^^ zweiten Grade, und die Sehne wird einen 
Kegelschnitt umhüllen. (§ 304.) 

329. Sohnittpnnkte in einer Geraden. In § 319 ist 
das Paar der Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit der Ver- 
bindungsgeraden von zwei Punkten ic,-, x/ bestimmt, und 
daraus in den folgenden § zahlreiche Ergebnisse entwickelt 
worden. Es bleibt übrig, dem eine Methode hinzuzufügen, 
wie man die Schnittpunkte einer durch die allgemeine Gleichung 
gegebenen Geraden mit einem ebenso durch die allgemeine Glei- 
chung bestimmten Kegelschnitt ermittelt. 

Unter den Bezeichnungen 8i § 322, ist ExiSi = mit 
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8=^0 identisch; aus der Combination dieser Gleichung mit 
der Gleichung der Geraden 2J|ja?t = fliefsen die Verhältnisse 

oder durch EinftÜirung eines zunächst unbestimmten Factors ö 

— ax^ + /Sggg — SaSs = 0, — ox^ + SJg — /S3I1 =^ 0, 

- (J^ + Ägli — 5i62 = 0, 

d. h. in entwickelter Form nach den Xi geordnet 

^l(«13 fe— «12 Ss— <^)+^2(«28 62— «22 Ss )+% («88 §2^ «82 fe )=0, 
^l(«ll §3— «13 Sl )+^2(«12 fe— «23 ll— <j)+^3 («13 fe— «88 Sl )=0, 
^l(«12 Sl— «11 §2 )+a^2(«22 Sl— «12 S2 )+^3 («28 Si" «13 ^-^)=^' 

Man bestimmt somit bei bekanntem die Werte der 
Goordinaten der Schnittpunkte aus drei linearen, homogenen 
Gleichungen. Die Schreibart £^Xi = erlaubt zugleich, 
durch die einfache Vertauschung der Xi mit den gi und der «, 
mit den Ai, dieselben Gleichungen als Bestimmungsgleichungen 
der Coordinaten $«• der Tangenten zu betrachten, die von 
einem Punkte £^Xi = an den Kegelschnitt 2 = gezogen 
werden können. 

Es erübrigt, die Gröfse 6 direct zu bestimmen. Wenn man 
die Gleichungen S, = UuikXk nach den Xi auflöst, so kommt 

ö{A,,8, + A,,S, + A,,8,) + 0(13«, - feÄ3) = 0, 

0{A,,S, + A^S, + ^,3^8) + D(SiS3 - S8Äx) = 0, 
0(A,,S, + A,,S, + ^3^3) + D {^S, - i,S,) = 0, 
und somit nach Elimination der S^, S^^ S^ die Relation 
<y^ii , <y^i2 + Dfe, <y^i8 — 0^2 

tf^ia - DS3, ^^2 > <^^3 + 0^1 =0 

welche sich nach Division durch D^ reducirt auf 

<y^ + 2; = oder 6 = y{— 2)*) 

Um die Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kegel- 
schnitt zu finden, bildet man also die mit den Liniencoordi- 

*) Man erhält denselben Wert, wenn man zwischen den oben ge- 
fundenen Bestimmungsgleichnngen fÜrAr^, x^y a?3 diese Gröfseu eliminirt, 
in der Form — <r (<y' + Z) = 0. 

Salmon-Fiedler, anal. Oeom. d. Kegelschn. 5. Aafl. 36 
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naten derselben gesäumte Discriminante (§322) und die 
Quadratwurzel aus ihr; die zwei Werte derselben geben die 
Coordinaten der Schnittpunkte mittelst der obigen drei linearen 
Gleichungen.^^ ^) Für <T <= geben sie die Coordinaten des 
Berührungspunktes. 

Die speciellen Formen der allgemeinen Gleichung geben 
bequeme Beispiele zur Anwendung dieser allgemeinen Methode 
der Auflosung zweier homogenen Gleichungen vom ersten 
und zweiten Grade zwischen drei Veränderlichen. 

330. Gktttungskriterien, Dem Vorstehenden zufolge ist 
die Realität der Lösungen des Gleichungssystems von der 
von ö abhängig. Eine reelle Gerade schneidet den KegdsckniU 
8 = in ewei reellen oder imaginären Punkten, je nachdem 
das Substitutionsresultat ihrer Coordinaten in die linke Seite 2 
der Tangentialgleichung negaiiv oder positiv ist 

Wenn wir den Satz dualistisch übersetzen, so müssen 
wir an Stelle von U diejenige Function einführen, die aus U 
ebenso gebildet ist, wie £ aus S] dies ist aber nicht S, 
sondern D • S, Das Tangentenpaar eines Kegelschnittes S = 
aus einem reellen Punkte ist reell oder imaginär, je nachdem 
das Substitutionsresultat seiner Coordinaten in S mit der Discrir 
minante D entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen haben. Damit 
ist auch das Aufsere und Innere der Curve definirt (vgl. § 161). 

Die Kriterien der Gattung des Kegelschnittes bilden 
nur den Specialfall des ersten Satzes für die unendlich ferne 
Transversale. Sie hängen also davon ab, wie die Coordi- 
naten derselben in dem gegebeneu System lauten. Ist 5»=0 
in Dreiliniencoordinaten gegeben und bedeuten wieder h die 
Seiten, Ai die Winkel des Fundamentaidreiecks, so ist der 
Kegelschnitt eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, je nachdem' 
die mit den k oder Ai gesäumte Discriminante positiv. Null 
oder negativ ist. Sind aber allgemeine projectivische Coordi- 
naten gegeben mit dem Einheitpunkt von den Abständen e,-, 
so sind nach § 85 XiCi die Dreiliniencoordinaten^ also gelten 
die obigen Kriterien, wenn nur der Saum der h durch den 
der Producte U • d ersetzt wird. Am einfachsten lauten die Be- 
dingungen in Flächencoordinaten Xi und in Dreipunktcoordi- 
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uaten 1,-^ da für diese die unendlich ferne Gerade Einheitlinie 
ist, nämlich: Hyperbel, Parabel oder Ellipse ist gekennzeichnet, 
wenn die Coefficientensumme 2Aix negativ, Null oder positiv ist. 

B. l) Nimmt man Si als Coordinaten der Polare von Xj und 
setzt sie für ^,- in £ ein, bez. nimmt man 2i als Coordinaten 
des Pols von ^i und setzt sie für Xi in S ein, so ist 

Ä = D • 2?, bez. 2? — D . Ä 

2) Eine Parabel stellt die Gleichung 

(«i^i)* + («2^2)* + («s^»)* = 
in Dreüiniencoordinaien dar, wenn 

3) Man soll den Ort des Brennpunktes einer Parabel be- 
stimmen, welche die Seiten des Fundamentaldreiecks berührt. 

Wenn der Punkt x/ der eine Brennpunkt eines eingeschrie- 
benen Kegelschnittes ist, die Verbindungsgeraden desselben mit 
den Ecken des Fundamentaldreiecks somit x^ : x^ «=» x^ : x^' =^ x^ : x^^ 
sind, so erhält man die Verbindungsgeraden derselben Ecken mit 
dem andern Brennpunkte, als die, weiche mit den Seiten des 
Dreiecks die nämlichen Winkel bilden (§ 201), in den Gleichungen 
Xi'xi = X2X2J X2X2 = x^x^^ ^3' ^3 = a^i'^i lind kann also für 
die Coordinaten des andern Brennpunktes die reciproken Werte 
der Xi nehmen. ^^*) Wenn also die Gleichung des Ortes gegeben 
ist, den der eine Brennpunkt durchläuft, so kann daraus sogleich 
die Gleichung des Ortes gebildet werden, den der zweite beschreibt. 

Wenn speciell der eine in der unendlich fernen Geraden 
^^1 "f" ^2^2 "I" ^3^8 *™ ^ bleibt, so durchläuft der andere den dem 
Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kreis ^ 

1 + ^+1=0. 

•*'l •*'8 «^S 

Die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes der 



fljg 



f?f dar. 



Parabel sind nach der Relation in l) durch y^| 
gestellt^ weil diese Werte den beiden Gleichungen 

Sl^Xi = 0, 2(aiiX^^ = 

genügen;' daher sind die Coordinaten des in endlicher Entfernung 
gelegenen Brennpunktes 



"11 **»8 ^8» 



36 = 



n 
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4) Gleichung der Directrix dieser Parabel. 

Wir finden nach § 320 die Gleichung der Polare filr den 
Punkt, dessen Coordinaten wir eben geschrieben haben, als 

«n ^, («2*+«»*- «,*) + «^»a-, (i3*+?,»-0 + «MäCj (Z,«+ V- «3*) -0 

oder 011^1^2^3 cos J.1 + 0222^2^3^1 C08il2 + ^^3^1^ cos J.3 = 0. 

Wenn man für 033 den aus l) entspringenden Wert sub- 
stituirt, so wird diese Gleichung in 

^11^2^3(^1 cos i4i — x^cosA^) 4- 022^^1 (a^2 cos -lg — a:^cos-43) = 

übergeführt und zeigt, dafs die Directrix stets durch den Höhen- 
schnittpunkt des Dreiecks geht. (Vgl. § 62, 3; § 229, l). 

5) Ort der Brennpunkte der Kegelschnitte einer Schaar (§ 3 13,9). 
Wenn wir die vier gemeinschaftlichen Tangenten durch Xi = 0, 

X2 = 0, rCg ™* ^» x^ = darstellen und zwar mit der identischen 
Eelation (§ 317) 2Xi = 0, so mufs diese nicht nur durch die 
Coordinaten des einen Brennpunktes a:/ | a^' ( x^' \ a?/, sondern auch 
durch die des andern, d. h. ihre reciproken Werte, erfüllt werden. 
Der fragliche Ort ist daher eine Curve dritter Ordnung von der 
Gleichung 

J. + l + J_ + l = o. 

U/j U/ji O/g *l/^ 

331. Centrum und Durohmesser. Die Bestimmung des 
Pols einer Geraden (§ 322) führt zur Bestimmung der Be- 
dingungen^ unter welchen eine Gerade ein Durehmesser und 
unter denen zwei Gerade eonjugirte Durchmesser sind, durch 
die Betrachtung der unendlich entfernten Punkte. 

Wenn die Gerade g^ ein Durchmesser des Kegelschnittes 
ist, so liegt ihr Pol unendlich entfernt und sie selbst geht 
durch den Pol der unendlich fernen Geraden, das Centrum. 
Also hat man in Dreiliniencoordinaten die Relation 

^^UÄuh + ^2^A2ili + h^A^ili = 0, 

wo die Coefficienten der §» den Coordinaten m^ | mg | Wg des 
Centrums proportional sind. 

Um ferner den zur Geraden S» conjugirten Durchmesser 
zu finden, betrachtet man die Tangente in einem Punkte der 
Curve, d. h. x^S^ + a^g/Sg + ^3^3 = als parallel der Ge- 
raden le, so dafs die Bedingung der Lage ihres Schnittpunktes 
in der unendlich fernen Geraden li besteht 
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Werden dann die in den S^ enthaltenen Veränderlichen als 
die laufenden Coordinaten angesehen, so ist dies die Glei- 
chung der durch die Berührungspunkte der parallelen Tan- 
genten gehenden Geraden, d. h. die Gleichung des zum ge- 
gebenen conjugirten Durchmessers. 

Allgemein können wir die Bedingungen, dafs zwei Ge- 
rade 5t, 5/ conjugirte Durchmesser seien, dadurch ausdrücken, 
dafs dieselben mit der unendlich fernen Geraden 2, ein Polar- 
dreieck bilden. Mit der Abkürzung 77 des § 322 lauten dieselben 

^ili + ^2^ + «W3S3 = 0, mil/ + mgla' + mgg/ = 0, Jf7 = 0. 

Wenn sie zusammenfallen, so entstehen die Asymptoten 
als Doppelstrahlen der Durchmesserinvolution aus 

^iSi + »»2S2 + ^Ss =0, 2=0. 
Die Gleichung des Äsymptotenpaares lautet, wenn S^^^ das 
Substitutionsresultat der m,- in S bezeichnet, (§ 326) 

^5(0) _ D2 (l^x, + k^, 4- l,x,y =.0, 

da die Bildung der Polaren zu m, die linke Seite der Glei- 
chung von li mit dem Factor D behaftet liefert. Man con- 
statirt aber nach § 330, l, dafs, falls wir li in 2J einsetzen und 2^*> 
erhalten, S^^^ = D2J<*> ist, also obige Gleichung einfacher lautet 

SUico) _ D Q^oc^ + i^x^ + ^3^3) = 0. 

Ferner bilden die Axen das ßechtwinkelpaar der Invo- 
lution am Oentrum. Um sie zu bestimmen, hat man nach 
§ 65 die allgemeine Polarenrelation 11 = durch die Ortho- 
gonalitätsbedingung zu ersetzen 

5, g/+ fe k'+ I3 W- (fe §3'+ k fe') cos Ä, - (^3 |;-t- g, §3') cos Ä, 

— (Slfe' + feSl') cos ^3 = 0. 

Wenn man die allgemeine Theorie für Gartesische Coor- 
dinaten specialisirt, indem man (§§ 69, 73) Xq = 1 setzt, so 
entspringt aus der Untersuchung der Pole und Polaren der Fun- 
damentallinien und -pxmkte die Theorie der conjugirten Durch- 
messer, die Bestimmung von Mittelpunkt und Asymptoten. 

B. 1) Man kann für dieEelation zwischen den Richtungen a, a 
conjugirter Durchmesser (§ 150) setzen 

a^i cos a -j- «12 sin a = f* sin a\ «^2 cos a + 032 sin a == — (i cos a. 
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Für die Asymptoten ist a «s a, und man erhält 
a,i cos a + («jj — fi) sin a = 0, (a^ + fi) cos a + 0^2 sin « = 0, 
daher ai^a^i — a,2* + f** == oder ft* = — A^^] somit 

V cos a cos a' = Og^) ^ ^^^ ** ^in «' = — (a^g — fi), 

V cos of sin a a= — (a^g "f" f*)i ^ s^^ ''^ ^^^ ^' = ^11 » 
mit v^ = (an - a^^ + 4aj2^ = iJ^ (§ 166). 

2) Für die Hauptaxen ist a ^=^ \n -\- a und man erhält 
(oji — A) cos a + aj2 sin a = 0, a^^ cos a + {a^^ — 1) sin a = 0, 



2 

cos^ a = sm* a = " ^ --^— , sm^ a = cos* a = ii-^?^-! — • 

sin a cos a = — sin a' cos er' = — (v wie in l). 

Für «j, = «22, «12 = ö werden die Hauptaxen also unbestimmt; 
dies ist der Fall des Kreises. 

3) Wenn, «' — a ein gegebener Winkel ^ sein soll (§ 186), 
so gelten die Relationen 

a^i cos a 4" ^12 sin a = ^ (cos a sin d + sin « cos d), 
«21 cos a + öh?2 si^ <* *** — ? (c^s a cos d — sin a sin d) , 
oder (aji — ^ sin d) cos a + (a^g — ^ cos d) sin a = 0, 
(«12 + ? cos S) cos a + («22 — ^ sin J) sin a = 0, 
und ^ — (a^i + «22) ^ sin d -4- -^33 = 0; also 

j) cos «==«22 — ^ sin d = \ («22 cos* d — «n sin* d — tf sin d) , 
2? sin a = «12 — ^ cos d = — «jj — \ [(«u + «22) sin d + a] cos d; 
g cos a = — 0^12 + ^ COS1J = — «12 "h i [(ö^ii + «22) sin d 4" <^] cos d, 
(^^ sin a ^ «11 — (» sin d = ^ («n cos* d — «22 sin* d — (> sin d); 
wobei ^* = («11 + ^%^ sin* d — ^-Ijg. 

Nur so lange sin2 d > ^^ , '^ .^ ist, ist die Aufgabe möglich. 

Die Vertauschung von d mit' — d gibt das zugehörige «'. 

4) Aus den iBelationen, von denen in 3) ausgegangen worden 
ist, folgt auch 

«11 cos* a + 2 «12 cos « sin « + «22 sin* a = ^ sin d; 
daher geht durch die Substitution 

a; = X cos a •\- Y cos «', y = Z sin « + ^ sin a' 
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die Gleichung des Kegelschnittes über in 

jr + j7ä==l, mit c? = z^—j^y ct^ = -r-^j,' 

d* * d ^ ' 9 am o ' q sm Ö 

Für die Hauptaxen ist speciell d^ = — y, (?'*«= — jr- 

Die Transformation zu den Asymptoten vollzieht man durch 

aj s=s X cos a + F cos «', 3/ = X sin a + Y sin «', 

a^i cos* ce -\- 2 a^g cos a sin a + ^22 ^^^^ " = Ö? 

aji cos* a' + 2 «ig cos a' sin a' + ^2 ^^^^ a == , 

a^i cos of cos a + a^j (cos a sin« +cosasma;-t"%2 8^^"sma = — —; 

die Gleichung der Curve wird XY= — TT" (^g^* § 178.) 

332. Kreisgleiohiing. Wann stellt die allgemeine homo- 
gene Gleichung zweiten Grades 8 = einen Kreis dar? 
Wir können uns wiederum mijb der Voraussetzung von Drei- 
liniencoordinaten begnügen, indem wir andernfalls die Coeffi- 
cienten an nur durch aneiek ersetzt denken müssen. Setzen 
wir für die a?,- geradezu die Abstände von den Seiten des 
Fundamentaldreiecks Äj^Ä^Ä^, so ist die Constante EliXi = M 
die doppelte Dreiecksfläche (§ 67). 

Nun gehen wir von dem Potenzbegriflf beim Kreise aus 
(§ 114). Schneiden Ä^A^, ^^i> -^i-^a den Kreis in den 
Punktepaaren -4/, -4/'; A^, A^'\ A^, A^\ so gelten die Re- 
lationen 

Nennen wir die Abstände x^ von A^^ A^' x^y x^\ die Ab- 
stände x^ von A^y A^' x^y x^'y so gibt die Multiplication 

jener Relation mit sin^ A^ 

^ r^ / // 

J/a J/o — — Xa Xa . 

Anderseits werden die Coordinaten der Schnittpunkte von 
x^ = 0, bez. 0^2 = bestimmt aus den Gleichungspaaren 

^11 "^l I ^^12*^1*^2 I ^2 »^2 ^^ ^» ^1*^1 I '2*^2 ™^ ^1 

%i^i^ + 2ai3a?ia?3 -f- a^^x^^ «= 0, l^Xi + h^s = ^9 oder aus 
(«11 ^2^ — ^a^JJ^ + a22^i^^2^+ 2ifef(ai2^i — «11 k)^2 +^ii^^=0, 
(ßn h^ — 2ai3 ^1 ^3 + «33 ^1^) ^8^+ 2 ifcr(ai3 '1 — ö^ii Z x^ + a^^M^-^ 0- 
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Hieraus folgt aber 



so dafs die erste der obigen Relationen Gleichheit der Nenner 
verlangt. Die beiden anderen entstehen durch cyclische Ver- 
schiebung; also ist die Doppelbedingung des Kreises 

in der man noch die Seiten li durch sin Äi ersetzen kann. 

Demnach stellt insbesondere die Gleichung des dem Fanda- 
mentaldreieck umgeschriebenen Kegelschnittes (§ 315) einen 
Kreis dar, wenn a^^ ' «23 • ^8i = ^i • ^2 ♦ ^3 ^^t. Aus dessen Glei- 
chung 

Czis I^x^Xq + ^2^8^i + '3^1 ^2 = (vgl. § 315, 3) 
folgt die Gleichung eines beliebigen Kreises nach § 273 als 

wo Qi die Radicalaxe desselben mit dem umgeschriebenen 
Kreise angibt, während die zweite Schnittsehne li unendlich 
fern ist. Somit sind die Entwicklungscoefficienten dieser 
Gleichung die allgemeinen Lösungen der beiden aufgestellten 
Bedingungen durch vier unabhängige Gröfsen a|, a^, a^, Je. 

Als den Pol von li ermitteln wir das Centrum des Kreises 
und als das negative Badiusquadrat die Potenz des letzteren. 
Die Potenz eines beliebigen Punktes erhalten wir aber, wenn 
die Coordinaten als Abstände interpretirt werden, indem wir 
das Substitutionsresultat in die linke Seite der Kreisgleichung 
durch eine gewisse Constante m dividiren*). Sobald man 
die Potenz eines Punktes direct geometrisch betimmen kann, 
ist auch m bekannt. 

B. 1) Wenn die Gleichungen zweier Kreise sind 

hC'\'l^'a^ = 0, h'C + l^ . aj = 0, 
so ist die Gleichung ihrer Badicalaxe h'ax — kaj = 0. 

*; In rechtwinkligen Coordinaten ist die Function der x. dann 
nämlich mit m (x^ + 2/') + " • * äquivalent. 
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2) JHe drei Mitte^mMe der Seiten tmd die drei FufspmMe 
der Höhen in einem Dreieck liegen in demselben Kreise y dem 
Feuerhach'schen Kreise des Dreiecks. 

Eine Curve zweiten Grades, durch ^diese sechs Punkte ist 

x^^ sin Äi cos Ai + a?2* sin Ä2 cos A2 + x^^ sin ^3 cos A^ — 

(x^x^ sin A^ 4" ^2^8 s^° -^1 "I" ^3^1 sin A2) = 0. 

Denn fttr ajg = erhält man aus ihr 

a7i^sinJ.iCosili+ir2^sin-42Cos^2 — XiX2{smA^GO8A2'j-cosAiSmA2)=0y 

oder (fl?! sin A^ — ajg sin A2) {x^ cos A^^ — X2 cos ilg) = 0. 

Dies ist aber ein Kreis, denn man kann die Gleichung schreiben 

{xi cos A^ + X2 cos A2 + x^ cos -4g) (iCj sin A^^ + a?g sin A2 + flJg sin -^g) 
— 2 (r»! ajg sin A^ + iCäÄJs sin J-j + x^x^ sin -^g) = oder 

(x^ cos JLj + X2 cos -äj + ^3 cos -Ag) Za? — 2 C == 0. 

Man sieht daraus, dafs die Badicalaxe des umgeschriebenen und 
des Feuerbach'schen Kreises die Gerade von der Gleichung 
Xi cos A^ + X2 cos -^2 + ^3 cos ^8 = ist, d. h. die Axe der 
Homologie, welche das gegebene Dreieck mit dem durch die Fnfs- 
punkte der Höhen gebildeten Dreieck bestimmt. 

3) Badicalaxe des eingeschriebenen und des Feuerbach^schen 
Kreises. Die Gleichung des ersteren (§ 316, 5) kann geschrieben 
werden 

fxi cos^ ^ Aj^ , a?g cos* ^ A^ . Xj^ cos* ^ A^ \ 
\ sin Äi ' sin A^ ' sin A^ / * 

4cos*^-4i cos* ^-4, cos*^ J.g ^ 

smAi sin-4.j sin-^s 

Also lautet die Gleichung der Badicalaxe 

2 cos^ ^ A^ cos^ i A2 cos^ ^Aq [x^ cos A^ + ^2 cos -ig + rCg cos -^.g } 

= sm A. sm Ao sm Ao { x^ — ^-V-^ + x^ — =— V-^ + ä;« — ^~.— i , 
^ ^ 3 [ ^ sm J-i ' ^ sm J.2 '3 gin j^^ | » 

oder, durch 2 cos ^ -^j cos \ A2 cos -J- A^ dividirt, 

a?i cos ^ A^ I a^a cos ^ J.g , arg cos ^ JL3 ^ 

sini(^ - Ag) ■+" sini(4, -^,) ■<■ sliii(Ai--4,) "" ^• 

Man erkennt nun (§ 316), dafs diese Gerade den eingeschrie- 
benen Kreis berührt, in einem Punkte, dessen Coordinaten sind 
sin« \ {A2 - ^3) I sin« ^ Ug — ^ J I sin« ^ {A, - ^2). Diese 
Werte zeigen nach § 69, dafs der Punkt in der Verbindungs- 
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linie der Centra enthalten ist, deren Coordinaten 1 1 1 1 1 and 
cos (Ä2 — A^) 1 cos {Ä^ — ^1) I cos (Ä^ — Ä^) sind. Man zeigt 
in gleicher Weise, dafs der durch die Seitenmittelponkte gehende 
Kreis alle vier die Seiten hertlhrenden Kreise berührt. Nach 
diesem Satze von Feuerhach führt der Kreis seinen Namen. ^^^) 

Der folgende Beweis dehnt den Satz auf die acht Kreise des 
Apollonischen Problems aus, die in der Art in Gruppen von vier 
zerfallen, dafs die Kreise jeder Gruppe von einem und demselben 
neuen Kreise berührt werden. (§ 133.) 

Sind ?i, ^2, ?3 die nach der Gröfse geordneten Seitenlängen 
des Dreiecks, nennen wir die aufsen berührenden Kreise corre- 
spondirend 1, 2, 3 und den eingeschriebenen Kreis 4, bezeichnen 
wir femer die Längen der äufseren und inneren gemeinsamen 
Tangenten der Kreise 1 und 2 mit 12, l'2', etc., so mufs, weil 
die Seite li den Kreis 1 auf der einen und die Kreise 2, 3, 4 
auf der andern Seite hat, nach § 140 die Relation stattfinden 
1'3'- 24 = 1'2'. 34 + 1'4'. 23 und ebenso mufs l'2'. 34 + 2'4'. 13 
= 2'3' . 14, 2'3' • 14 = 1'3' • 24 + 3'4' • 12 sein. Durch Ad- 
dition folgt 24. 13 = 1'4'- 23 + 3'4'- 12, d. h. die vier Be- 
rührungskreise des Dreiecks werden von einem und demselben 
fünften Kreise berührt, welcher den Kreis 4 auf der einen und 
die Kreise 1, 2, 3 auf der andern Seite hat (§ 134). Zu den 
acht Kreisen des Apollonischen Problems erhält man so acht neue 
Kreise; das Verhältnis beider Gruppen zu einander ist ein gegen- 
seitiges. Zu denselben kommen noch sechs Kreise, die zwar je 
vier der Apollonischen berühren, während doch jeder von ihnen 
nur durch drei der letzteren berührt wird. 

4) Man bestimme den Wert der Constanten m ftir die erste 
Gleichung des Feuerbach'schen Kreises in 2). Weil der Kreis 
eine Seite x.^ = des Dreiecks in Punkten schneidet, deren Ent- 
fernungen von der Ecke Ä^ bez. gleich ^ l^ und I2 cos Ä^ sind, 
so ist das Quadrat der Tangente von A^ an diesen Kreis gleich 
-J- ?2 ^3 cos A^, Aus der Gleichung des Kreises folgt Xj^^ sin A^ cos -4^, 
wenn x^ die von A^ auf die Gegenseite gefällte Normale ist. 
Daher ergibt sich die fragliche Constante aus 

m • ^ ^2^3 ^ös A^ = ?2^3 sin A^ sin A2 sin A^ cos A^^, 

5) Die Constante m für den Kreis 

X2XQ siuüli + x^Xi sin ^2 "h ^1^2 sinJ-g = 
ist m = — sin^äj sin JLg sin ^3, 

und für den eingeschriebenen Kreis in 3) 

m = 4 cos* ^ A^ ' cos* -^ A2 • cos'"^ i -^3 • 
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6) Man bestimme die Entfernung der Centra des eingeschrie- 
benen und des umgeschriebenen Kreises (r, B) von einander. 

Das Quadrat der Tangente vom Centrum des eingeschriebenen 
Kreises an den umgeschriebenen Kreis (D^ — 22*) findet man wegen 
^ = ^ = ^ ^ 22' bleich - Jg^'(8inA+Bin^ + 8in^) 

^ ' o o Sin JLj sm^ sm^is 

nach einer bekannten Formel gleich — 22^J2'; daher ist 

7) Man bestimme die Entfernung zwischen den Centren des 
eingeschriebenen und des Feuerbach'schen Kreises. 

Ist Q der Radius des letzteren, so folgt aus der Formel 

sin J.^ cos Ä^ 4" sin-^g cos-ä-g -\- sin ^3 cos -ig = 2 sin^^ sin ^2 süi-^s 

Iß — Q^ = Bf^ — 22 JB'; da man aufserdem weifs, dafs B = 2g ist, 
so ist D = B' — 9, oder die Kreise berühren einander (vgl. 3). 

8) Das Centrum des Kreises Z,; • «« + äC7 = hat als 
Coordinaten Si 

,7 {k cos u4i 4" ^1 — ^2 ^^s -^3 — ^3 ^^s -ig), 
-jT (k cos A2'-{- «2 — ^3 ß^s ^1 — ^1 cos -4g), 

^ (Ä cos -ig + «3 — Ui cos -ig — «2 COS,-ii). 

Das Badiusquadrat q^ ist gegeben durch 

k^Q^ z B^ = J^ -}- 2k («1 cos -ij + «2 cos -^2 + ^3 cös -ig) 
+ «i* + «/ + «3* — 2aga3 cos-ij — 2agai cos -ig — 2aia.^ cos -ig. 

9) Die Fufspunkte der von den Punkten a?/ und 1 : x/ (§ 62) 
auf die Seiten des Fundamentaldreiecks gefällten Perpendikel 
liegen in einem Kreise. 

Mit Rücksicht auf § 65, 5 wird seine Gleichung in der Form 
gefunden 

(x^ x^ sin-ij + • •)(a?i'sin A^ + ' -^x^x^^inA^ + * "^ '^"^ -^1 sin-i2 sin-ig 

^ (^ «•„ j I \ f a?!^/ (a?/ + x^ cos A,) {x^' + < cos A,) . \ 
X(a;ism^i + ..) j ^^^-^^ I-..J. 

333. Absolute Biohtangen. Die Gleichung eines Kreises- 
in den zu den Dreiliniencoordinaten dualen Taugentialcoordi- 
naten ist schon mit dem Ausdruck des § 65 für den Abstand 
eines Punktes x{ von einer Geraden !»• gegeben. Ein Kreis 
vom Centrum xl und vom Radius q ist gegeben durch 
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wo 

Die beiden Bedingungen, unter welchen eine allgemeine 
Gleichung SÄaiiik = einen Kreis darstellt, folgen aus 
onh^ — 2aiJilk + ükklt^ = c als 

AM - 2Äi,lih + Atkh' = De (§ 321). 
Um die laufenden Coordinaten als Dreipunktcoordinaten inter- 
pretiren zu können, müssen wir gj durch hl^i ersetzt denken. 
Die erhaltene specielle Gleichungsform zeigt, dafs alle 
Kreise einen festen ausgezeichneten Kreis i$2 «» doppelt 
berühren, so dafs das Gentrum Berührungspol ist. Nun ist 
aber die Discriminante von J2 = die Function 
1 — cos*^i — cos* ^2 — cos' .^8 — 2 cos Ä^ cos A^cos A^f 
die für Winkel eines Dreiecks stets gleich Null ist Also ist 

Ä^ (Ol «Dg «*= 

die Tangentialgleu^ung der absoluten Bichttmgen als der unendlich 
fernen Kreispunkte m^, to^f welche so als ein in ein Punkte- 
paar zerfallender Kreis aufgefafst werden können (§ 282). 

Anderseits ist aber für alle Strahlen |{ von nicht ab- 
soluter Richtung gemäfs § 77, 3) das Substitutionsresultat 
der Goordinaten in Sl constant, nämlich gleich M\ Daher 
kann man jede nicht homogene Gleichung in den !»• homogen 
machen, indem man, nötigenfalls erst nach Quadrirung der- 
selben, die Glieder niedrigerer Dimension mit Sl : M^ multi- 
plicirt (vgl. § 68). So kann die Gleichung des Kreises in 
nicht-homogener Form 2]x/^i = Mq geschrieben werden. 

Die Gleichung der Kreisasymptoten in Dreiliniencoordi- 
naten kann man nach der Methode des § 328 gewinnen, in- 
dem man ausdrückt, dafs zwei Tangenten von £1 = durch 
das Centrum Xi gehen: d. h. 

{ (a^ga^s'— ^s^sT— ^(iCja?/— a:iÄ;8')(a;ia:2'— aJaOJiOcos^i } -f-..=0. 
Die linearen Factoren der linken Seite können in die leicht 
verificirten Determinantenformen gebracht werden 
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oder in analoge^ welche vermöge Ä^-^ A^ -{• A^=^ a resul- 
tireu. Aus diesen folgen durch einige Reductionen die Drei- 
liniencoordinaten der absoluten Richtungen 

Xi:X2:X3= — 1 :e±'^8:e+'^*=e+*^»: — 1 rei"'^» =e±t^.:e+«^ : — 1. 

Endlich erlaubt die Gleichung der Ereise^ welche auf 
die absoluten Richtungen und das Centrum oder auf die 
Asymptoten und die unendlich ferne Gerade bezogen ist 
(§ 303), auch die Schreibung in Punktcoordinaten 

Q^ (a?, sin Ai + x^ sin A^ + x^ sin -^3) — = 0. 

B. 1) Die Gleichung der absoluten Richtungen stimmt ana- 
lytisch mit der früheren Definition in § 58 überein. 
Schreiben wir in entwickelter Form 

Z^iXi ^ x£^i cos «,- + yZ^i sin «,- — S^iPi = 0, 

so ist {£^i cos aiY + (Z^i sin «,)* = Ä. 

Wenn aber die Quadratsumme der Coefficienten von x und y ver- 
schwindet, so ist die Gerade zu einem der Strahlen a;+i^=0 paraUel. 

2) Man bestimme den Pol einer Geraden £/ und die Schnitt- 
punkte mit einer Geraden für den eingeschriebenen Kreis (§316, 7). 

Die Gleichung des Pols ist 

ii { - h) I«' + G - h) is' } + 12 {0 - h) is' + Q- h) Ix'} 

+ l4{0-'8)ll'+a-«l)l2')} = O, 

die Gleichung des Centmms also ^iSi + ^2^2 "4" ^3^3 = 0. Für 
die Schnittpunkte des Kreises speciell mit der unendlich fernen 
Geraden erhält man eine Gleichung in den Formen 

M0-Ol2l8+a-28)SsSi+a-y^i^}-iGi 11+^2 S^+^aSs^-O, 

3) Eine Gleichung von der Form ly^i/g = ÄÄ = const., in 
welcher rj^ ri2 lineare homogene Polynome in den |,- darstellen, 
sagt aus, dafs für einen Kegelschnitt das Product der normalen 
Abstände seiner Tangente von den Brennpunkten constant ist. 
(Vgl. §202; 312,4.) 

Denn sie repräsentirt ei&en Kegelschnitt, der einem Yierseit 
eingeschrieben ist, das die absoluten Kreispunkte zu einem Paar 
von Gegenecken hat, dessen Brennpunkte also i?i = 0, ri2 = sind. 
Fallen diese zusammen, so ist rj^^ = const., d. h. alle Tangenten 
sind von dem Doppelbrennpunkte (Centrum) gleich entfernt und 
zwei Gegenecken des Vierseits gehören der Curve an (Kreis). 
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4) Allgemeine Gleichung des Kreises in Dreipnnktcoordinaten. 
Nach dem Text hat ein Kreis vom Centrum £ai^i = eine 
Gleichung, welche die Form erhalten kann 

h' Öl ~ Q (li - Ss) + k' (I2 - Ss) (I2 - Si) + h' fe - ^1) fe - 12) 

= («Ji + «2S2 + «sSs/- 

Die Identität einer allgemeinen Gleichung ^«=0 mit dieser Form 
erfordert durch Coefücientenvergleichung die Relationen 

Al -^S -^38 ^-^8 

Man bildet dann mit k^ — ÄuC = a,-^, Z^Za cos ÄiC= — akUi, 
drei Paare von Gleichungen, deren erstes lautet 

(^1*— iliiCXZgZs COS-4i+^23c) + (Z3 ?iC0S^2 + ^31 c)(Zi?2 cos -43+^12^) = Ö 

oder 

^V'^22'^33 -^28 ) ^(-^22^8 "1-^83^2 "l"^ -^i^hh^^^ -^l) t h h Sm -4^=0, 
^^(^31-^12—^11^23)+^ { Zi(Zi^23+^2COS^3^3i+Z3C08^2^12)— ^2^3COS^l-4ii } 

— Ii^l2h sin ^2 sin -43 = 0, 

Gleichungen, welche durch l^^l^^ sin -4^^ = ^1*^2 ^3 sin -42 sin A^=M^ 
vereinfacht werden können. Combinirt man die drei Paare solcher 
Gleichungen, so findet man 

(^,, + ^,+ 4,3 + 2^1,3 + 2^3, +2^2)^1' 

und daher als Bedingungen der allgemeinen Gleichung für den Kreis 

^^ '' ^— = const. 

§ 334. Polarität in Kegelsohnittsystemen. Da die Glei- 
chung der Polare eines Punktes die Coefficienten der Glei- 
chung im ersten Grade enthält , so geht eine unbestimmte 
Gröfse, welche im ersten Grade in der Gleichung eines Kegel- 
schnittes enthalten ist; auch im ersten Grade in die Gleichung 
der Polare ein. Wenn also P = und P' = die Polaren 
eines Punktes in Bezug auf zwei Kegelschnitte iS = und 
S' = sind; so ist die Polare desselben Punktes in Bezug 
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auf einen Kegelschnitt des Büschels S '\- hS' = durch 
P + ÄP' = dargestellt. Denn es ist 

Wmn vier Tunkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so 
geht die Polare eines gegebenen Ptmktes in Bemg auf ihn durch 
' einen festen PunJct.^^^) 

Wenn ^ = und ^' = die Polaren eines andern 
Punktes in Bezug auf die Kegelschnitte S =» und S' = 
darstellen^ so ist seine Polare in Bezug auf 8 -{■ kS' = 
von der Gleichung Q-^JcQ'^O. Wir erkennen damit (§269), 
dafs die Polaren von 0wei Punkten in Be0ug auf die Kegel- 
schnitte eines Büschels 0wei projectivische Strählbüschel bilden. 

Ebenso liegen die Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schaar U -}- kU' = (§ 282) in einer 
Geraden, und die Pole von zwei Geraden in Bezug auf eine 
solche Schaar bilden zwei projectivische gerade Punktreihen. 

Wir erinnern dabei an die Erzeugung der Kegelschnitte 
vermittelst projectivischer Büschel und Reihen, wie sie im 
§ 293 entwickelt worden ist. Da der Schnittpunkt der 
Strahlen P+ÄP' = 0, Q-\-kQ' = der in Bezug auf 
8 + k8' = genommene Pol der Verbindungslinie der beiden 
gegebenen Punkte ist, so erkennen wir, dafs der Ort des Pols 
einer gegebenen Geraden in Bezug auf alle Kegelschnitte eines 
Büschels ein Kegelschnitt ist Die Gleichung dieses Ortes ist 
PQ^ - P'Q = 0. (Vgl. § 314, 1.) 

Wenn eine unbestimmte Gröfse im zweiten Grade in der 
Gleichung eines Kegelschnittes auftritt, so mufs sie auch 
in demselben Grade in die Gleichung der Polare irgend 
eines Punktes in Bezug auf denselben eingehen; diese wird 
einen Kegelschnitt umhüllen, wenn jene veränderlich gedacht 
wird (§ 325). 

Wenn z. B. ein Kegelschnitt mit zwei festen Kegel- 
schnitten eine doppelte Berührung hat, so umhüllt die Polare 
eines festen Punktes einen von drei festen Kegelschnitten; 
denn die Gleichung jedes solchen Systems von Kegelschnitten 
enthält nach § 325, 2) die Gröfse /t im zweiten Grade. 
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B. 1) Das Doppelverhältnis von vier Punkten in einer Ge- 
raden ist gleich dem Doppelverhältnis ihrer vier Polaren in Bezug 
auf einen Kegelschnitt. Das Doppelverhältnis der Punkte 

ist in der Tat identisch mit dem der vier Geraden 

l^P=miF', l^P^m^P, l^P = m^P\ l^P=m^P\ 

2) Gleichung des Paares der Tangenten eines Kegelschnittes 
8 = m seinen Schnittpunkten mit der Geraden x^ = 0. 

Die Gleichung der Polare irgend eines Punktes x^ | aig' 1 
ist nach § 320 x^S^ + X2S2 == 0. Die Schnittpunkte von x^^O 
mit der Curve erhält man durch a^a?/^ + 2ai2(it^iX2 -^r ^2^2^ = ^ 
ausgedrückt. Die Elimination von coj^y x^ zwischen diesen beiden 
Gleichungen liefert als Gleichung des Tangentenpaares 

Dies wird zur Gleichung der Asymptoten eines durch die 
allgemeine Gleichung in Cartesischen Coordinaten gegebenen Kegel- 
schnittes; denn die Asymptoten sind die Tangenten der Curve in 
den Punkten, in denen sie von der unendlich fernen Geraden ge- 
schnitten wird. (Vgl. § 73.) 

3) Wenn ein Kegelschnitt drei feste Punkte enthält und die 
eine seiner Asymptoten durch einen festen Punkt geht, so um- 
hüllt die andere einen Kegelschnitt, der dem Dreieck der festen 
Punkte eingeschrieben ist. 

Sind ^1 = 0, ^2 =" ^ ^iö Asymptoten, und ist lx = die 
unendlich ferne Gerade, so ist die Gleichung des Kegelschnittes 
t^t^ === Ix^* Da derselbe durch die Fundamentalpunkte geht, so 
darf seine Gleichung die Glieder x^^ x^^ x^ nicht enthalten; ist 
also \ von der Form aar, so ist t^ von der Form 

^ I S 18 

TT ^1 I :r ^2 T" T" ^3? 



»1 * ' «8 * • «8 



wenn also 1^ = durch den Punkt Xi hindurchgeht, so berührt 
nach § 316 die andere Linie ^^ = den Kegelschnitt 

h (^1^/)* + ^2 (^2 ^2')* + ^3 (^8^0* = ^• 

Dasselbe Argument beweist, dafs, wenn ein Kegelschnitt 
durch drei feste Punkte geht, und wenn eine seiner Schnitt- 
sehnen mit einem Kegelschnitt 8=0 die Gleichung hat 
^1^1 "f" ^2^2 "f" %% = ^» ^^^ anderen die Gleichung entspricht 

^ iCi + ^ a?2 + ^ ^8 = 0. 
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4) Wenn in Bezug auf einen Kegelschnitt ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck gegeben ist und eine seiner Schnittsehnen 
mit dem Kegelschnitt S == durch einen festen Punkt geht, so 
umhüllt die andere einen Kegelschnitt. ^^^) 

Da die Glieder x^x^^ ^2^31 ^8^1 iiider Gleichung des ge- 
gebenen Kegelschnittes fehlen, so entspricht der Gleichung der 
einen Berührungssehne aiX^ + ö^rrg + ösit?3 = diö der andern 

a^Xi (02013 + %«12 — «1«23) + «2^2(ö^3<^12 + 0^10^23 "^ ^^2 0^13) 
+ «3^3 (%«23 + ^2^13 ~~ ^S^u) = ^' 

5) Eine gemeinschaftliche Tangente t der Kegelschnitte ?7= Ö, . 
F= berühre sie in den Punkten Ä\ Ä' von den Coordinaten 
a?/, Xi\ man denke P', P" als veränderliche Punkte beider Kegel- 
schnitte (einer in einem) und bestimme den Ort des Punktes (7, 
iu welchem sich ÄV' und -4."P" schneiden, unter der Voraus- 
setzung, dafs F''P'' durch einen festen Punkt in ^ geht.^^^) 

Wenn P=0, '§==0 die Polaren der Punkte rr/, xl' in 
Bezug auf die Kegelschnitte Cr= 0, F== bez. bezeichnen, so 
ergeben sich nach § 319 aus den Coordinaten Xi des Punktes P', 
in welchem ÄC den Kegelschnitt zum zweitenmale schneidet, in 
der Form TJxl — 2Pir,- und die Coordinaten des Punktes P" 
ebenso in der Form Yxl' — ^Qxi. Wenn die Verbindungsgerade 
dieser Punkte durch den festen Punkt geht, welchen wir als 
den Fundamentalpunkt o^i = a?2 == annehmen können, so mufs 

(ZJo;/- 2Px,) : {üx,'— 2Px^) = (7^/'- 2Qx^) : (Vx^''- 2Qx^) 

sein; der fragliche Ort ist daher eine Curve vierter Ordnung, so 
lange die Punkte Ä\ Ä\ beliebig gewählt werden können. 
Müssen dieselben jedoch in einer Geraden liegen, so können wir 
diese als die Linie Xj^ = wählen, und für a?/ = 0, Xj^^ = 
wird die vorige Gleichung durch x^ teilbar und reducirt sich auf 
die Curve dritter Ordnung P Vx^' = Q Ux,^, 

Wenn aber endlich die gegebenen Punkte die Berührungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente t sind, so repräsentiren P == 
und Q = dieselbe Gerade, und es läfst sich die Gleichung durch 
einen weitern Factor dividiren; sie reducirt sich also auf die 
Form U = kV und bezeichnet einen Kegelschnitt, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kegegelschnitte hindurchgeht. 

6) Man soll dem Kegelschnitt S=0 ein Dreieck einschreiben, 
dessen Seiten durch die drei Fundamentalpunkte gehen (§ 311). 

Die Verbindungslinie des Punktes Xi der Curve mit dem 
Punkte Xi ihrer Ebene hat noch einen Punkt von den Coordi- 
naten S'xi — 2F'xi mit der Curve gemein (§ 319). Wenn dann 
der Punkt xl der Funtamentalpunkt 1 | | ist, so erhalten wir 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Eegelschn. 5. Aufl. 37 
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S' = a^ , P' = iS\ , so dafs die Coordinaten des zweiten Schnitt- 
punktes der Linie von »,• nach ihm die Werte a^^x^ — 25'i| 
^11^2 1^1 ^s bAl>6ii- Ebenso schneidet die Linie von Xi nach dem 
Fundamentalponkt 1 1 1 die Cürve femer in Ojs^i | «22^2 — ^^2 ^2^3- 
Die Verbindungslinie dieser zwei Punkte geht durch den Punkt 1 1 1, 

wenn (0^071 — 2S^) : a^^^x^ = agg^^i : («22^2 — '^^2) 
oder 28^82 =° «niCi'S'g + (Hi^2^i 

ist. Dies ist die von den Coordinaten des Scheitels zu erfüllende 
Bedingung. Wenn man in ihr einsetzt 

04.1^1 ™™ ^1 (^\%^% ^IS'^S» ^2*^2 ^^ ^^2 Ötj2^i ^3^8? 

so wird sie in a^^ (x^S^ + X282) + x^ (Ois^i + »13^2) = ^j 
und, wegen £xi8i = 0, in x^ (^hs'^i 4" ^3^2 — ^12^3) =^ ^ 
übergeführt. Der Factor x^ hat für die geometrische Lösung des 
Problems keinen Wert; denn obwol jeder der Punkte, in denen 
Xq = die Curve schneidet, die Bedingung erfüllt, dafs seine Ver- 
bindungslinien mit den beiden anliegenden Fundamentalpunkten 
die Curve ferner in Punkten schneiden, die mit dem gegenüber- 
liegenden 1 1 1 in einer Geraden liegen, so entsprechen sie 
doch , der Aufgabe insofern nicht, als diese Verbindungslinien zu- 
sammenfallen und daher nicht Seiten eines Dreiecks sein können. 

Die Spitze des gesuchten Dreiecks ist daher' einer von 
den Punkten, in welchen die Curve durch die Gerade aus »23^^^ 
+ 0^13^2 — 0128^ = geschnitten wird. Man bestätigt nun direct 
nach § 60, 2 und § 320, 1, dafs die Gerade 028^1"!" ^13^2 — %2^3=^ 
die nach der Construction des § 311 erhaltene ist. 

7) Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Berührung mit 
einander haben, so wird jede Tangente des einen in ihrem Be- 
rührungspunkte, in der Berührungssehne beider Kegelschnitte und 
in den Schnittpunkten mit dem zweiten Kegelschnitt harmonisch 
geteilt. (§ 301, 8.) 

Wenn wir in die Gleichung ä + JB^ = für Xi die Werte 
Ixi + mxi" einsetzen, wo die Coordinaten der Punkte a;/, x/' der 
Gleichung 8 = genügen, so erhalten wir aus ihr (IB' -{- mB^'Y 
+ 2lmP = 0. Wenn nun die Verbindungslinie Xi\ xl' den Kegel- 
schnitt 8 '{' B^ = berührt, so mufs diese Gleichung ein voll- 
ständiges Quadrat sein, d. h. es mufs P == — 2B'B*' werden, 
so dafs die Gleichung selbst in (IB' — mB"Y = ^ übergeht. 
Diese beweist aber den Satz. 

335. Das Büschel der Kegelschnitte fif-f itÄ' = enthält 

für jeden Punkt seiner Ebene einen durch ihn gehenden 

Kegelschnitt (§268). Wenn 8^ und Sq die Resultate der 
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Substitution der Coordinaten in die Polynome S und S' sind, 
so dafs Sq + 1c Sq = ist, so lautet die Gleichung dieses 
Kegelschnittes SSq — S'Sq = 0, Ebenso gehört in der Schaar 
27 + J2;'' = zu jeder Geraden der Ebene ein sie berühren- 
der Kegelschnitt. 

Dagegen wird in jenem Büschel jede Gerade |,- durch 
zwei Curven desselben berührt (§ 301, 9), für welche die 
entsprechenden Parameter h durch die Substitution von 
(^ik + Äö/* für Uik in die Determinante des § 322 gefunden 
werden, so dafs man erhält 



ii = 



«22 -f- Jca, 
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23 
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+ J^(^2Z> I 
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= 0; 



^21 "t" ^^21 ? ^^22 T" '^'"'22 y 
%1 l" ^%1 ) ^32 1 ^^^22 y 

§1 ? §2 ? 

dies ist eine in Bezug auf Ä quadratische Gleichung. Ebenso 
gehen durch den Punkt Xi zwei Kegelschnitte der Schaar 

Die Schnittpunkte einer Geraden üi mit den Curven des 
Systems 8 -}- ^fi" = findet man durch Combination der 
drei Gleichungen 

a^ = 0, L = 0, S + Ä;S'==0; 

also ist die Gleichung eines Paares 

^11 I "'^11 J ^12 T" '^^12 > ^13 "T "^^13 > ^1» fei 

^22 I ''^^22 ? ^23 I ^^23 > ^ 
"32 H" "^^32 } ^33 1 "^^38 > 



«Ol -[- /töp^ ' ^«^ 



"21 
^31 



«i 



"21 ? 

hl } 



2> te2 



a, 



a« 



a, 



3? %>3 

0, 
0, 



= 



"2 » "'S ? 

§1 ; b2 > §3 ? 

eine in 7c lineare Gleichung, die wir in der Form ^ -f- Jt^= 
schreiben können. Setzt man für 1c die aus £1 = bestimmten 
Werte Icqj Icq in den Ausdruck -{- IcW ein und erhält bez. 
die Werte JE^^, K^^ so ist die Gleichung eines Paares all- 
gemein 

ÜTo^ (V - *) = ^o'' (^0 - Ä)- 
Die Paare der Schnittpunkte bilden hiernach eine Involution, 
welche die Berührungspunkte der Geraden mit den Kegel- 
schnitten des Büschels zu Doppelpunkten hat. (§ 301.) 

37* 
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Ebenso bestimmt ein Punkt mit der Schaar 2J-{'Jc2J' = 
ein involutorisches Büschel von Tangentenpaaren, welches 
die in ihm berührenden Tangenten der beiden durch ihn 
hindurchgehenden Kegelschnitte der Schaar zu Doppel- 
strahlen hat. 

Wenn insbesondere der eine der beiden festen Kegel- 
schnitte Z = 0, £' = in das Paar der absoluten Rich- 
tungen (§ 333) degenerirt, so sind die ihm mit dem andern 
festen Kegelschnitt gemeinschaftlichen Tangenten die vier 
Geraden, welche jene mit den Brennpunkten des letzteren 
verbinden, und nach § 313 ist dann 27 + J2^' = eine Schaar 
von confocalen Kegelschnitten. Auch von dieser Schaar gehen 
durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte, während jede Gerade 
von einem derselben berührt wird. Die Involution der Tan- 
gentenpaare der Schaar an irgend einem Punkte hat recht- 
winklige Doppel strahlen, da diese mit jedem Paare, also auch 
mit dem absoluter Richtung, eine harmonische Gruppe bilden 
(§301,12). Da sie die Tangenten der beiden durch den Punkt 
gehenden Kegelschnitte des Systems sind, schneiden sich 
confocale Kegelschnitte rechtwinklig. 

B. 1) Man bestimme die Coordinaten der Berührungspunkte 
einer Geraden ax= mit dem Büschel S -{- kS' = 0, 

Ordnet man die Determinante fl nach den Elementen der 
Reihe der |t und bezeichnet die entsprechenden XJnterdetermi- 
nanten durch il,-, so hat man für die Coordinaten Xi die Re- 
lationen fiXi = Sli. 

2) Die Tangenten der Curven des Büschels in ihren Schnitt- 
punkten mit einer Geraden umhüllen eine Curve dritter Classe, 
welche die gegebene Gerade zur Doppeltangente hat. 

Man bildet die Gleichung dieser Curve für üx == als die 
Gleichung der Geraden, §a; = als die der Tangente und mit 
den drei Relationen fi^i = Si + kS/, indem man in die durch 
Elimination zwischen diesen erhaltene Determinante für die Xi die 
Werte substituirt, welche aus der Gleichung der Tangente und 
der Gleichung der gegebenen Geraden gewonnen werden. 

336. Bestimmung der Kegelschnitte durch lineare Be- 
dingungen. Fünf Bedingungen bestimmen einen Kegelschnitt, 
so dafs im allgetneinen m Punkte und n Tangenten desselben 
gegeben sein können, sofern m -(- w = 5 ist. Die speci eilen 
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Fälle der Lage eines dieser Bestimmungs- Elemente oder 
mehrerer von ihnen erfordern nur sehr einfache Modificationen 
der Construction des entsprechenden allgemeinen Falles. 

Wenn z. B. eine Parallele zu einer Asymptote gegeben 
ist, so vertritt dieselbe einen unendlich fernen Punkt, die 
Angabe der Richtung einer Asymptote ist also einer Be- 
dingung äquivalent. Eine Asymptote der Curve ist 0wei Be- 
dingungen äquivalent, weil eine Tangente und ihr Berührungs- 
punkt gegeben sind. Die Bestimmung, dafs die Curve eine 
Parabel sein soll, ist eine Bedingung, denn es ist damit die 
unendlich ferne Tangente gegeben. Dagegen wiegt die Be- 
zeichnung der Curve als Kreis 0wei Bedingungen auf, weil 
dann die Curve durch zwei bestimmte unendlich ferne Punkte 
gehen mufs. Die Angabe eines Brennpunktes ersetzt zwei 
Bedingungen, denn sie bestimmt zwei Tangenten der Curve 
(§ 313), in der Tat bestimmt ein Brennpunkt mit drei andern 
Bedingungen den Kegelschnitt. 

Die Angabe des Pols einer gegebenen Geraden in Bezug 
auf den Kegelschnitt ist zwei Bedingungen äquivalent, drei 
weitere Bedingungen bestimmen die Curve. Denn (vgl. Fig. 
§ 157) far P als den Pol von jR'iJ" in Bezug auf den Kegel- 
schnitt und T als einen Punkt des letzteren ist auch T', der 
vierte harmonische Punkt zu P, T und PT, B'R'\ ein Punkt 
desselben; und die Tangenten in T und T schneiden sich 
in einem Punkte der Polare JB'JJ". So bestimmt man aus 
einem gegebenen Pol und seiner Polare zu drei Punkten oder 
Tangenten drei weitere Punkte oder Tangenten derselben 
Curve und damit diese selbst. Darum ist auch insbesondere 
die Angabe des Centrums als des Pols der unendlich fernen 
Geraden zwei Bedingungen äquivalent. Brennpunkt und 
Directrix zählen für vier Bedingungen, weil zwei Tangenten 
und ihre Berührungspunkte damit gegeben sind. 

Dagegen ist es einer Bedingung äquivalent, wenn zwei 
Punkte als harmonische Pole bezeichnet sind. Dahin gehört 
die Bestimmung der Curve als gleichseitige Hyperbel; denn 
sie sagt aus, dafs die beiden absoluten Richtungen harmonische 
Pole sind. Somit ist die Bestimmung eines sich selbst con- 
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jugirten Dreiecks drei Bedingungen äquivalent, wie auch die 
auf dasselbe bezogene Gleichung nur zwei unabhängige Con- 
stanten enthält (§ 312). Wenn für eine Parabel ein Tripel 
harmonischer Pole gegeben ist, so sind durch dasselbe drei end- 
liche Tangenten der Curve bestimmt und ist daher nur noch 
einer Bedingung zu genügen möglich. Die ersteren Bedingungen 
sind linear für Punktcoordinaten^ aber quadratisch für Linien- 
coordinaten, insofern es sich um die Bestimmung der Coef- 
ficienten der allgemeinen Gleichung handelt. Dualistisch 
entsprechendes gilt für ein Paar harmonischer Polaren. Die 
Angabe eines Durchmessers ist ein specieller Fall hiervon. 
Zwei conjugirte Durchmesser zählen für drei und die In- 
volution conjugirter Durchmesser für vier Bedingungen; jede 
Involution harmonischer Pole für zwei Bedingungen, etc. 

1. Fimf PunTcte. Man hat zur Bestimmung der Coef- 
ficienten von 8 = fünf lineare Gleichungen. Aus jenen 
Punkten können mittelst des Lineals allein beliebig viele 
andere Punkte der Curve construirt werden. Auch kann man 
durch dieselbe Construction die Polare eines Punktes in Bezug 
auf den Kegelschnitt ermitteln. Die Polaren von zwei Punkten 
einer Geraden liefern als ihren Schnittpunkt den Pol derselben, 
speciell z. B. das Centrum. Die Tangente eines Punktes der 
Curve bestimmt sich als die Verbindungsgerade desselben mit 
dem unendlich nahen Punkte der Curve. Ob die durch fünf 
Punkte bestimmte Curve elliptisch oder hyperbolisch ist, ent- 
scheidet sich durch die sich selbst entsptechenden Richtungen 
der Strahlbüschel von zweien derselben nach den übrigen (§295). 

2. Fünf Tangenten. Die Coefficienten von 2J = be- 
stimmen sich durch fünf lineare Gleichungen, daher alle andern 
Tangenten durch lineare Construction, zugleich die Berührungs- 
punkte als Schnitte unendlich naher Tangenten (§ 281). 

Der Pol einer Geraden bestimmt sich als der Schnitt- 
punkt von zwei Geraden, welche zu ihr polar-conjugirt sind, 
specieller wieder das Centrum (§ 331). 

3. Vier Punkte und eine Tangente führen zur Bestimmung 
durch eine quadratische Gleichung für den Parameter der 
Kegelschnitte durch die vier gegebenen Punkte (§ 335). Man 
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construirt nach der Eigenschaft des eingeschriebenen Vierecks 
durch seine Gegenseitenpaare auf jeder Geraden eine Involution^ 
der auch die Schnittpunkte mit der Curve angehören; die Be- 
rührungspunkte einer Tangente sind ihre Doppelpunkte (§301,9). 
Weil zwei Auflösungen dem Problem entsprechen, so, 
kann eine lineare Construction für dasselbe nicht erwartet 
werden. Auch der Satz von Carnot (§ 327) kann zur Auf- 
lösung des Problems verwendet werden (B. 1). Indem man 
bemerkt, dafs durch vier Punkte des Kegelschnittes in dem 
Diagonalendreiseit des durch sie bestimmten Vierecks drei Pole 
und ihre Polaren gegeben sind, leitet man aus der einen be- 
kannten Tangente drei andere Tangenten ab und gelangt so 
zu vier Punkten und vier Tangenten. 

4. Vier Tangenten und ein Punkt bestimmen den Kegel- 
schnitt durch die dualen analytischen Bedingungen und Con- 
structionen. 

5. Drei Punkte und jswei Tangenten, Man hat für die a,* 
drei lineare und zwei quadratische Bedingungen, und man 
schliefst nach einem speciellen Falle des Satzes in § 301, dafs 
eine Gerade den Kegelschnitt und zwei seiner Tangenten in 
Punktepaaren a, h und Ä, B einer Involution schneidet, 
welcher der Schnittpunkt mit der Berührungssehne der Tan- 
genten als einer der Doppelpunkte F, F angehört. Jede 
der drei Geraden a6, &c, ca bestimmt so in den Doppel- 
punkten der durch ihre Enden und ihre Schnitte mit den 
gegebenen Tangenten gebildeten Involution Punkte der Be- 
rührungäsehne jener Tangenten; sie liegen viermal zu dreien 
in einer Geraden, das Problem .hat somit vier Auflösungen. 
Hierhin gehört die Bestimmung der durch drei Punkte gehen- 
den Kegelschnitte mit einem gegebenen Brennpunkte. 

6. Drei Tangenten und 0wei Punkte. Man hat die dualen 
Gleichungen und Constructionen; das Dreieck der drei Be- 
rührungssehnen hat seine Ecken in den gegebenen Tangenten 
und nach dem Vorigen gehen seine Seiten je durch einen 
festen Punkt der Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte. 

7. Die Angabe von zwei Punkten oder zwei Tangenten 
ist ein specieller Fall von der doppelten Berührung mit einem 
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gegebenen Kegelschnitt; des allgemeineren Problems ist an ver- 
schiedenen Stellen des Vorigen gedacht worden. Für die Be- 
stimmung durch drei Tangenten oder drei Punkte und die 
doppelte Berührung mit einem gegebenen Kegelschnitt sehe 
man § 311, 6); für die durch einen Punkt oder eine Tangente 
und die doppelte Berührung mit zwei gegebenen Kegelschnitten 
§325, 2); für die doppelte Berührung mit einem gegebenen 
Kegelschnitt und die Berührung mit drei andern Kegelschnitten, 
die diesen selbst doppelt berühren, § 361, 1). 

8. Zwei gegebene Punkte oder Tangenten sind ersetzbar 
durch die dem Kegelschnitt entsprechende Involution har- 
monischer Pole bez. Polaren in ihrer Verbindungslinie bez. 
um ihren Schnittpunkt. Damit werden die Fälle imaginärer 
Paare unter den bestimmenden Punkten oder Tangenten mit 
umfafst. (Vgl. § 299, 6 f.) 

Die Aufnahme von Normalen unter die Bestimmungs- 
elemente gestattet keine Constructionen mit Lineal und Zirkel 
allein, ebenso die von berührenden Kegelschnitten im all- 
gemeinen oder von Kegelschnitten, welche unter gegebenen 
.Winkeln geschnitten werden; etc. 
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337. Binäre Gleiohtuigen. Jede Curve n*®"^ Ordnung 
bestimmt mit einer beliebigen Geraden eine Gruppe von n 
Schnittpunkten (§ 22), jede Curve n*®' Classe mit einem be- 
liebigen Punkte eine Gruppe von n Tangenten. Durch Trans- 
formation der Coordinaten kann die Gerade stets zu einer 
Seite, der Punkt zu einer Ecke eines Fundamentaldreiecks 
gemacht werden. Dann liefert die Substitution von Xi = 
bez. I,- = in die ternäre Gleichung der Curve die binäre 
Gleichung des n- strahligen zur Schnittpunktgruppe perspecti- 
vischen Büschels aus der Gegenecke, bez. die Gleichung der 
n-punktigen zum Tangentenbiischel perspecti vischen Reihe in 
der Gegenseite. 

Nun brauchen wir zur Untersuchung der Punktreihen 
und Strahlbüschel überhaupt nur zwei homogene Coordinaten. 
Sind in einer Reihe zwei Fundamentalpunkte gegeben, so 
können als die Coordinaten x^ \ x^ eines beliebigen Punktes 
seine durch Constanten e^ \ e^ dividirten Abstände von jenen 
genommen werden (§ 78). Ebenso sind die Coordinaten SJIg 
eines Strahls eines Büschels in Bezug auf zwei Fundamental- 
strahlen die durch Constante s^ \ €2 dividirten Sinus seiner 
Winkel gegen diese. Definiren wir die Constanten als Coordi- 
naten eines Einheitpunktes und eines Einheitstrahles (§ 85), 
so ist die Bedeutung der Coordinaten in Reihe und Büschel 
dieselbe, d. h. eine Unterscheidung von Punkt- und Linien- 
coordinaten ist gegenstandslos. 

In diesem Sinne der Interpretation sind die Schnitt- 
punktreihen und Tangentenbüschel einer Curve durch ho- 
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mogene Gleichungen desselben Grades mit zwei Veränder- 
lichen analytisch ausgedrückt. Eine Untersuchung solcher 
binärer Gleichungen, wird daher die Grundlage zu weiteren 
Ergebnissen des im vorigen Kapitel begonnenen Studiums 
der ternären Gleichungen zweiten Grades bilden.^") 
Die lineare binäre Form schreiben wir 

und die Form w*®° Grades symbolisch als n*® Potenz a^^. Die 
Transformation der Coordinaten zu neuen Fundamentalele- 
menten wird vermittelt durch 

P^l "^^ ^W^l I ^12*^2 ? 9^2 ^^^ ^21*^1 "r" ^22 '''2 • 

Bei unveränderter Coordinateninterpretation ist dies zugleich 
der Ausdruck der projectivischen Zuordnung zweier Beihen 
(Büschel) Xi und xl. Man bemerkt, dafs die Coefficienten 
a^\a,^ der linearen Form, überhaupt also die symbolischen 
Coefficienten durch dieselbe Substitution geändert werden, 
wie die Coordinaten x^\-x^. 

Die binäre Gleichung yi^^ Grades hat w + 1 Coefficienten 
oder n Constanten, die n Wurzeln x^^^ \ x^^^ ^ , , , x^"^^ \ x^"^^ 
oder «!,...«„. Die Determinanten x^'^x^ — x^^x<^ nennt 
man die Linearfactoren der Form. 

338. Diflcriminajxte. Projectivische Punktreihen oder 
Strahlbüschel sind durch drei Paare homologer Elemente 
bestimmt, denn die Coefficienten der linearen Substitution 
sind dann bis auf einen constanten gemeinsamen Factor zu 
berechnen. Somit kann im allgemeinen jede quadratische 
bez. cubische Gleichung in jede andere quadratische bez. 
cubische Gleichung linear transformirt werden, da deren 
Coefficientenzahl die der Substitution nicht übersteigt. Da- 
gegen können Gleichungen höherer Grade im allgemeinen 
nicht in einander linear transformirt werden. Zwei biquadra- 
tische Gleichungen stellen nur dann projectivische Gruppen 
von je vier Punkten dar, wenn bei irgend einer Zuordnung 
derselben die Doppelverhältnisse gleich sind. 

Wir haben auch schon erkannt, welche quadratische 
Gleichungen oder welche Punktepaare nicht linear verwandt 
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sind. Da jeder einzelne Linearfactor wieder in einen Linear- 
factor transformirt wird, so kann ein vollständiges Quadrat 
nur wieder in ein solches übergehen. Wenn also die Dis- 
criminante /^ (früher D) einer gegebenen Gleichung Null ist, 
so verschwinden auch die Discriminanten aller linear trans- 
formirten Gleichungen. Daher kann die Discriminante durch 
die Transformation nur durch den Zutritt eines von dieser 
abhängigen Factors geändert werden. In der Tat wird 

{«11 «11^ + 2ai2aiia2i + (^t^^ii]^i^ 

I 1^11^12*' "T ^^2^12^22 I «22^22 } '^2 
+ 2 {«ii«iia21 + «12i«ll«22 + «12«2l) + «22«21«f22} ^l'^V = 

und nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten 

^ = ^11022 -- a^^ zu 

z/' = a^^a,^^— «12'^ = (aiia22 ~ «i2«2i)^ («ii«:{2 — «12^) = A^ ^. 

Die Discriminante A' der transformirten Form ist das 
Prodtict am der Discriminante J der ursprünglichen Form in 
das Qtmdrat des Substitutionsmoduls A. Lassen wir nur reelle 
Transformationen zu, so folgt, dafs nur Gleichungen mit 
Discriminanten von übereinstimmenden Vorzeichen linear ver- 
wandt sind. 

Die Discriminante einer binären Form ist allgemein die 
Resultante ihrer partiellen Ableitungen (Vorles. Art. 105), 
insbesondere diejenige einer quadratischen Form die Deter- 
minante ihrer linearen Ableitungen 

«11*^1 "1 «12 "^2^^^ ^9 %2*^1 I «22*^2 ^^ ^5 

als Function der Wurzeln a^, «g lautet sie dann, wegen 
«j «2 = 0^22: «11, ai + a2 = — 2ai2:aii, 4J = —a^^\ai — a^y. 

Die Ableitungen der transformirten quadratischen Form 
a^'^ == gehen aus den vorigen nicht einfach dadurch hervor, 
dafs man die ursprünglichen Ableitungen transformirt, sondern 
es besteht die Identität 

«ii'^i' + öi2'< = «11 («iiÄ^i + «i2a^2) + «21 («12^1 + «22^2); 

%2 -^1 I «22 *^2 ^^^ ^12 C«ll*^l "1" «12^2/ "l" ^22 V«12'^l I «22 »^a)? 

sobald die Xi linear durch die x/ ausgedrückt werden. Die 
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neuen Ableitungen entstehen aus den ursprünglichen also so^ 
wie wenn diese als Elemente einer Transformation unter- 
worfen würden, welche zu der auf die Xi angewandten als 
die transponirte (§ 88) gehört. 

339. Invarianten. Die Discriminante gehört zu der 
Gattung wichtiger Functionen, welche man Invarianten nennt 
(§ 88). Invariante heifst eine algebraische Function \{a) der 
Coefficienten a einer Form, wenn nach linearer Transformation 
der Form dieselbe Function J (a) der transformirten Coefficienten 
a' ein Product von J in eine Paten» des Substitutionsmoduls ist: 

}(a) = A''l(a). 

Man bezeichnet eine solche Function als unveränderlich oder 
invariant bis auf einen Factor A*", insbesondere als absolute 
Invariante, wenn dieser Factor Eins (J(a') = l(a)) ist (Vorl. 
Art. 122). 

Die Bildung solcher Invarianten ist eine Hauptaufgabe 
der analytischen Geometrie, welche theoretisch in der „Algebra 
der linearen Transformationen" gelöst ist. Das Verschwinden 
einer Invariante drücTct eine projectivische Eigenschaft des durch 
die Gleichung dargestellten Gebildes aus. In der Tat ver- 
schwindet dieselbe Coefficientenfunction für alle projectivischen 
Gebilde gleichzeitig. Wir können dafür auch gleichbedeutend 
sagen, dafs die definirte Eigenschaft des gegebenen Gebildes 
vom Goordinatensystem unabhängig ist (§ 91). 

Eine Form, welche mehr als eine Invariante besitzt, hat 
auch absolute Invarianten, z. B. J^' : J2^, wenn zwei Invarianten 
h (P'l = A** . I (a), Jg (a) = A* . Jg (a) lauten. Damit zwei 
Formen linear verwandt seien, müssen auch ihre absoluten In- 
varianten übereinstimmen. Nun können die Substitutions- 
coefficienten stets so bestimmt werden, dafs vier transformirte 
Coefficienten gegebene Werte haben, also, müssen noch n — 3 
Relationen zwischen den Coefficienten der beiden Formen er- 
füllt sein. Diese Relationen lassen sich aber stets durch 
Gleichheiten absoluter Invarianten ersetzen.^^®) Demnach besitzt 
eine binäre Form n^^ Grades n — 3 unabhängige absolute In- 
varianten, die biquadratische Form z. B. eine. Eine quadra- 
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tische oder cubische Form kann daher auch nicht mehr 
als eine Invariante überhaupt haben^ nämlich ihre Discri- 
miuante. 

Die Definition der Invarianteneigenschaft durch obige 
Functionalgleichung ist nicht an Functionen von Coefficienten 
einer Form gebunden. Eine algebraische Function J der Coeffi- 
cienten a, b, , . . mehrerer Formen, welche bei gleichzeitiger 
Transformation derselben invariant ist, heifst eine Simultan- 
invariante derselben (Invariante des Systems simultaner Formen): 

i(d,b\..) = A^.l(a,b,,,), 

Das Verschwinden einer Simultaninvariante definirt eine pro- 
jectivische Beziehung der gleichzeitig untersuchten Gebilde. 
Hier treten n + w + • * "" ^ absolute Simultaninvarianten 
als Transformationsbedingungen der Systeme neben den ab- 
soluten .Invarianten der einzelnen Gebilde auf. 

Zwei lineare Formen a^, bx haben nur eine Simultan- 
invariante, ihre Determinante a^b^ — «2^1- Denn es ist 

und eine zweite Invariante kann nicht existiren, weil zwei 
getrennten Punkten irgend zwei andere getrennte Punkte 
projectivisch zugeordnet werden können. 

Ganz allgemein gilt der Satz: Gleichungen oder Glei- 
chungssysteme derselben Grade sind äquivalent oder stellen 
projectivische Gebilde dar, wenn gleichgebildete Invarianten 
gleichzeitig Null und alle gleich gebildeten absoluten Invarian- 
ten gleichwertig sind. 

340. Harmonische Invariante. Zwei quadratische Glei- 
chungen «a;^ = 0, bx^ = können nicht simultan in zwei be- 
liebige andere ax^^=0, bx^ ^ linear transformirt werden; 
als geometrische Bedingung ist notwendig und hinreichend 
die Gleichheit der Doppelverhältnisse der Elementenpaare. 
Bildet man aus den Wurzelpaaren a^, «gj ßi} ft ^^^ g®" 
gebenen Gleichungen das Doppelverhältnis d ^= {a^a^ß^ß^, 
so ist 

\±d ^ K_+_a5^(/?i -fp,)-2K «^*_±?lP«) 
1 - rf («1 — «2) (Pi - ft) 
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und in den Coefficienten Ausgedrückt 

Somit ist die rechte Seite hier eine absolute Simultaninvariante 
des Gleichungspaares. 

Der Nenner ist das Product der beiden Discriminanten 
jd^y z/g, ändert sich also um A* bei der Transformation. 
Daher ist auch die Quadratwurzel aus dem Zähler eine In- 
variante, die sich um A^ ändert. Das Verschwinden des 
Nenners zeigt, dafs zwei Elementenpaare nur dann t? = 1 
ergeben, wenn das eine von ihnen aus zusammenfallenden 
Elementen besteht (§ 80). Der Zähler dagegen verschwindet, 
wenn d = — 1 ist, d. h. für die harmonische Trennung der 
beiden Elementenpaare ist die Bedingung 

@ ^ aii&22 + «22^11 — 2ai2 6i2 = 0, 
iu der Tat die schon in § 14,2 gefundene Relation. 

Die linke Seite dieser Relation mag daher als die har- 
monische Simultaninvariante ® bezeichnet werden. Algebraisch 
folgt ihre Invarianteneigenschaft unmittelbar daraus, dafs ® 
sich in der symbolischen Form (ai&2 — ^2^)^ schreiben läfst, 
d. h. als das Quadrat der Simultaninvariante der linearen 
Formen a^, K (§ 339). 

341. BesTiltante. Aus der absoluten Simultaninvariante 
des vorigen § sind weitere Invarianten abzuleiten. So ergibt 
sowol d = als d = cx) die Relation 

®^ — 4^^J^ = 

als die Bedingung, damit die Gleichungen aa;^=0, 6/=s0 
eine gemeinsame Wurzel haben, d. h. als ihre Resultante. In 
der Tat lautet die linke Seite, in den Wurzeln geschrieben, 

{(«l + «2)(ft + ^2)~2(a,«2 + A/32)p-(«X~«2)Hft-^2)' 

= 4 («1 - ß,) {a, - ß,) (a, - ß,) {a, - ß,). 

Nun ist S^ — 4:Jy^^2 ^.ber eine Invariante, denn jede ratio- 
nale Function von z^/^, -^g, besitd die Invarianteneigenschaft. 
Absolute Invarianten sind unter den rational gebrochenen 
Functionen offenbar diejenigen, welche bezüglich der Coeffi- 
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cienten die nullte Dimension haben. Umgekehrt lehrt die In- 
variantentheorie, dafs überhaupt alle Invarianten des quadratisehen 
Formenpaxires sich durch A^^ ^2; ® rational ausdrücken lassen. 
Die Resultante speciell kann man auch direct in Deter- 
minantenform bilden. Multiplicirt man die beiden Formen 
a^?, hx^ mit den linearen Binomen ß^t «« bez., so müssen sich 
deren Coefficienten so bestimmen lassen, dafs die Producte 
O'x^ßx und ho?ax identisch sind. Denn dazu müssen a^^ und ß^ 
nur diejenigen Linearfactoren sein, welche in den quadra- 
tischen Formen a«.^ und hx zu dem vorausgesetzten gemein- 
samen Linearfactor hinzu treten. Die viergliedrige Identität 

ax^ßx — hx^ccx = 
liefert somit die in a^, «g, ß^, ß^ linearen Gleichungen 

2«i2A + «11/^2 "" 2612«! — J>n «2 ==0, 
«22i^i + 2öfi2/52 — ^22 «1 — 2 612 «2 = 0, 

0^22 r 2 ^22 ^2 °^^ ^• 

Die Resultante ist also die Bedingung ihrer Coexistenz 



2ai2 5 %!, 2&i2> 







'11 



0, 



= oder 



^22; ^^i2f ^22? 2&12 

U, Cl>22f ^) ^22 

welche man auch leicht umformt in 

2 («11^12 — «12^11)? <^iA2 — «22*11 

%1*22 «22*11 ? 2 («12 »22 «22*12/ 

4 («11 *12 — «12 *ll) («12 *22 — «22 ^12) " («11*22 — «22 *ll)^ = 0. 

B. 1) Das Doppelverhältnis zweier Elementenpaare lautet 
in Function der Invarianten 

2) Man soll den Ort eines Punktes so bestimmen, dafs die 
von ihm an zwei feste Kegelschnitte gezogenen Tangenten ein 
harmonisches Büschel bilden. 

Wir denken die beiden Kegelschnitte auf ihr gemeinsames 
Polardreieck bezogen 

«11^1 I «22^2 ~r «83% °^^ ^) *ii^i i ^22^2 I ^33^3 "^^ ^ 
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Dann wird das vom Punkte x an den ersten Kegelschnitt gehende 
Tangentenpaar ausgedrückt durch 

und die Schnittpunkte des Tangentenpaares in der Fundamental- 
linie irg = durch die Gleichung 

«11 (»22^2'^+«33^8'Vl^+«22 («83^3'^+öfii^/^K^=2aii Ü^^X^X^X^X^ . 

Indem man die Bedingung bildet, unter welcher das so bestimmte 
Punktepaar mit dem ebenso aus der Gleichung des zweiten 
Kegelschnittes abgeleiteten Paare eine harmonische Teilung gibt, 
erhält man die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 

0^11^22 («22 V + «33 V) (^33 ^3^ + ^11^1^) 
+ (^'i^i^n («33^3^ + «11^1^) (^22^2^ + hz^z^) = 2 «11 022611022^1^^2* 

oder «ii&ii (0^22 &83 + «33^22) ^1^ + «22^22 («33^1 + «11 ^Ss) ^2^ 

+ «33^83 («11^22 + «22&ll) ^^^ = ^• 

Die wichtigen Beziehungen dieses Kegelschnittes JF = zu 
den gegebenen werden wir im § 357 und 369 kennen lernen. 

3) Der Ort eines Punktes, dessen Tangentenbtischel zu zwei 
Kegelschnitten ein bestimmtes Doppelverhältnis haben, ist eine 
Curve vierter Ordnung F^ — kS^S^ == 0, wenn ä^ = 0, S^ = 
die gegebenen Kegelschnitte, JP = den in 2) gefundenen Ort 
ausdrücken. 

Wie hängt h von dem gegebenen Doppel Verhältnis ab? 

4) Wenn in die Gleichungen von zwei Kegelschnitten S^ = 0^ 
82=0 für Xi^ Xxi + iix{ substituirt werden, so geht aus den 
in der Form 

A^^i + 2X|^Pi + ^^S^ = 0, 1^8^ + 2A^P2 + 1*2^2' = 

(§ 319) geschriebenen Substitutionsresultaten ebenso wie oben 
hervor, dafs Äi 4^2' + -^i' ^^2 ~~ 2 Pi P2 = das Linienpaar dar- 
stellt, welches durch den Punkt Xi so gezogen werden kann, 
dafs es von den beiden Kegelschnitten in harmonischen Punkten 
geschnitten wird. In demselben Falle ist die Gleichung des 
Systems der vier Geraden vom Punkte xl nach den Schnitt- 
punkten der Kegelschnitte 

{8^8; + 8^8, - 2P,P,Y = 4 (^1^; - Pi^) (8,8,' - P2^), 

und 8^8^" = Pi^, ^2^2' = ^2^ repräsentiren die Paare ihrer Tan 
genten von x/ aus. 

5) Welches ist die Enveloppe der Kegelschnitte, die durch 
drei gegebene Punkte gehen und eine feste Strecke harmo- 
nisch teilen? 
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Wir denken die drei Punkte als Fundamentalptinkte, also 
den Kegelschnitt von der Gleichung 

und nehmen x/ und ä;/' für die Coordinaten der Streckenend- 
punkte. Dann sind die dem DoppelverhSltnis d entsprechenden 
Teilpunkte von den Coordinaten ex/' -\- Xi\ cxi'~\'dxi für ein 
veränderliches c; die Oleichung des Kegelschnittes ist <= 

2 3 9 XaX§ ) X\Xq 

(cx^'+dx^) {cx^^'+dx^'), {(^s'+dx^'){(^j^'''Jr^M^^^^ 

d. h. durch Entwickelung und mit 1» = x/xk — xjxk\ 

^ \Sl^l ^2^3 I §2*^2 *^3'^1 ~l §3^3 ^1^2) 

+ c (1 + ei) {lia^/aj/'^rrg + ^2^2' ^2" ^3^1 + l3V%"^i^2} 
Demnach ist die Oleichung der Enveloppe 

= 4a (ßiXi ^2^3 "1 §2*^2 *^3'^l I b3 ''^S *^1»^2J \5l "^1 ^2^8 "l * / 
(}- "T d) (bi^i ^1 ^2*^3 "r 52'^2 «^2 •'^S'^l "l §8 "^3 ^8 ^1^2/ 

oder 4 ^^2 13 ^1 ^2 % (5i ^1 +-52^^2 4- S3 %) 

= (1 d) (^§1^1 ^1 ^2*''3 I 52*^2 "^2 «^3^1 ~l §3% ^3 ^1^2) 5 

dieselbe ist also eine Curve vierter Ordnung, die die Ecken des 
Fundamentaldreiecks zu Doppelpunkten hat und von der Geraden 
der Strecke in ihren beiden Endpunkten berührt wird. Für die 
harmonische Teilung insbesondere reducirt sich die Gleichung 
auf das Product der Kegelschnittgleichungen 

iiXj^%XQ H = 0, ^iX^'^^x^Xq H = 0, 

d. h. die Enveloppe ist der vierte Punkt, der diesen beiden Kegel- 
schnitten gemeinsam ist. Alle einem festen Dreieek umgeschriebenen 
Kegelschnitte^ die eine feste Strecke harmonisch teilen, gehen durch 
einen festen Funkt. (Vgl. § 362, 6 f.) 

342. Coyarianten. In ihrer letzterhaltenen Form stellt 
sich die Resultante zweier quadratischer Formen dar als die 
Discriminante einer dritten quadratischen Gleichung 

(«11 *12— ^12 ^11)^1^+ («11 622— «22&I1K ^2+^2*22— öt226i2)V=0- 

Diese definirt nach § 15 das zu den beiden gegebenen gleich- 
zeitig harmonisch conjugirte Elementenpaar. 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 38 



594 XYIII. Inyarianientheorie der binären Formen. 343. 

Nun sind in der Projectivität, welche a^ = 0, Vx = 
den Paaren üx^ «= 0, 6/ *= zuordnet^ auch die gemeinsamen 
harmonischen Paare homolog. Also mufs obige Gleichung 
durch lineare Transformation äquivalent werden mit der 
Gleichung^ welche ebenso aus dem transformirten Gleichungs- 
paar d. h. mit %/, «Ig', «22' statt Oll, «12, a^g gebildet ist. 
Wirklich ist die linke Seite der letzteren gleich der mit A 
multiplicirten linken Seite der ersteren. 

Man beweist dies durch die Darstellung der Gleichung 
in der Form einer Fimdionaldeterminante 

^11*^1 I ^2^2> ^12 »^1 I ^22 ''^2 
^11^1 I ^12 •'^2; ^12 •'^l I ^22*^2 

deren Elemente die partiellen Ableitungen von üx^, hx nach 
a?! , x^ sind. Sofern x^ \ x^ und x^ \ x^ durch die Substitution 
identisch verbunden sind, bestehen zwischen den Ableitungen 
einer Form S beliebigen Grades die Identitäten (vgl. § 339) 

dS dS dx, , dS dx^ dS , dS 



F = 



= 0, 



Ip/*« Äor» llprt» I 



dxi dx^ dx^ ' dx^ ox^ ^^^ dx^ ^ **^^ dx^^ 

dx^ dxy^ dx^' "• dx^ dx^' ^^ dx^ ' ^^ dx^ 

Da somit die Ableitungen invers transformirt werden^ so gilt 
allgemein die Determinantenrelation 

a^_a^_a^a^^^/a^a^_a^ a^\ 

dx^' dx^ dx^' dxi \dx^ dx^ dx^ dxj* 

z. B. auch F' = A.F. 

Covariante einer Form oder mehrerer simultanen Formen 
keifst eine Function C(a?, a) der Variabdn und der Coefß- 
deuten, wenn nach linearer Transformation dieselbe Function 
C (x\ a) der neuen Variabein und neuen Coefficienten ein Pro- 
duct von C{x, d) in eine Potenz A** des Substitutionsmoduls 
ist Somit ist die Functionaldeterminante zweier binärer 
Formen eine Simultancovariante derselben; man nennt sie 
die Jacobi'sche Covariante. Die Definition der Covarianten 
umfasst die Invarianten mit. 

Aus der definirenden Identität folgt auch die weitere 

C(x,a) = /\'' .C(x\a), 
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Das Verschwinden einer Covariante oder eine covariante Glei- 
chung drücJct daher ein geometrisches Gd>ilde atts, dessen Be- 
ziehung 0u dem gegebenen oder den gegebenen projectivisch ist. 
Also haben letztere und das covariante Gebilde notwendig 
gewisse yerschwindende Simultaninvarianten, z. B. eines der 
Punktepaare mit F =0 die harmonische = 0. Eine In- 
variante einer Covariante ist nach der Definition auch eine In- 
variante der Originalform^ z. B. die Discriminante von F die 
Resultante von «a.^, bx\ 

Die Invariantentheorie lehrt, dafs eine binäre quadratische 
Form keine von ihr selbst verschiedene, zwei Formen S, S' 
aufser F und rationalen Functionen von S, S, F keine anderen 
simultanen Covarianten haben. 

343. Invariantentheorie der Involution. Zwei Elementen- 
paare Si >= 0, S2 = bestimmen nach § 93 eine Involution, 
deren Paare in der Gleichung 

enthalten sind. Wir betrachten also eine Parameterverbin- 
dung von zwei quadratischen Formen wiederum als eine 
solche Form. 

Bilden wir ihre Determinante, so bestimmt deren Ver- 
schwinden 

(«11 + ^"^l) («22 + '^^22) — («12 + *^2)' = 

die Parameter von zwei je in einen Punkt zusammenfallenden 
Paaren, der beiden Doppelelemente (§ 95). Diese Function 
besitzt ihre Invarianteneigenschaft für jeden beliebigen Wert 
des Parameters, also unabhängig von h Daher sind schon 
die Coefficienten der nach Potenzen von h geordneten Dis- 
criminante Invarianten. In der Tat lautet die Entwickelung 

J^-\-]c®-\- 7^2 z/2, 

führt also ausschliefslich auf die Discriminanten der einzelnen 
und die harmonische Simultaninvariante beider Paare*). 



*) Ebenso ist die harmonische Invariante der Paare k', k 

2Ji + (Je + Tc') + 2k'k"J^. 

38* 
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Die Parameter der Doppelelemente sind absolute In- 
varianten^ nämlich 

Deshalb haben die Doppelelemente eine projectivische Be- 
ziehung zu den gegebenen Elementenpaaren. Das aus ihnen 
gebildete, der Involution nicht angehörige Elementenpaar ist 
also durch eine covariante Gleichung darzustellen. Das 
Quadrat derselben läfst sich unmittelbar als das Product der 
die Doppelelemente einzeln definirenden Gleichungen bilden, als 

Man bestätigt leicht, dafs diese biquadratische Covariante 
gleich — F^ ist, wo F die frühere quadratische Covariante 
ist. Also bilden die Doppelelemente das gemeinsame har- 
monische Paar zu den Involutionspaaren. 

In einer Involution können die im allgemeinen ge- 
trennten Doppelelemente zu Fundamentalelementen gewählt 
werden. Bezeichnen wir sie als 0^^ z^ mit 5i + i^Äg = z^j 

8^ + ^2^2 = ^^ (K ^ ^2); sö kann die Gleichung der Invo- 
lution geschrieben werden 

h^ — j~f s^^ "=^0 oder z^^—x^z^^={a^+KZ^){a^—7cz^=^0. 

Die harmonische Trennung der Paare durch die Doppel- 
elemente ist hiernach evident. 

Die Doppelelemente fallen zusammen (]c^ = feg), die In- 
volution ist parabolisch, wenn die Invariante S^ — 4:^^J^ 
verschwindet. Denn, für («u+Äi&n) (022+^^^22) — (^12+^*^12)^ 
= — (Pi + ^^Pif ^st es erlaubt zu setzen 

«11 + I^K = ^ { K2 + ^^12) + (i>i + ^i>2) }; 

«22 + ^^22 = ^ {K2 + Ä&12) — (Pi + *i>2)}- 
Dann geht die Gleichung der Involution über in 

oder 

(maJi+a^a) {(ai2+Ä;6i2)(^^i + Ä^2) + (Pi+*P2)(^^i — ^2)1 =^- 



Involution von sechs und von fSnf Elementen. 
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Somit löst sich die parabolische Involution in einen Punkt 
und eine einfache Punktreihe^ bez. in einen Strahl und ein 
einfaches Strahlbüschel auf (§ 95). 

344. Zwischen irgend drei Elementenpaaren Si^aj^=0, 
S^^bx^ = 0, /Sg ^ Cx^ = einer Involution besteht nach 
Definition die lineare Relation 

und, umgekehrt, ist diese Bedingung zur Involution der Paare 
hinreichend. Damit aber die Coefficienten von x^^, x^x^j x. 



2 



2 



verträgliche lineare Gleichungen für X, (i, v geben, mufs sein 



^11? ^12 > 



a 



22 



^11? ^12» ^22 



'11 7 H2 7 



'22 



= 0. 



Dies ist die Bedingung der Involution von sechs Elementen. 
Ihrer Bedeutung nach ist daher die Goefficientendeterminante 
eine Simultaninvariante von drei quadratisclien Formen. 

Führt man statt der Coefficienten die Wurzeln a^, cc^] 
ß\} ßt\ Vi) 72 ^6r drei Gleichungen ein, so lautet die Bedingung 

1, «1 + «2, cc^a^ 

1> A + /52> A/52 =0. 

1; Yi + 727 YiV^ 

Ist eines der Paare ein Doppelelement, ^i = ^2 ==" ^> ®^ 
lautet die Bedingung der Involution von fünf Elementen 

1, 2* , 8' 

1, «1 + «27 «1«2 == 0- 
1; /*! + ß%7 ßlß^ 

Dies ist aber genau die covariante Gleichung der Doppel- 
elemente des § 343, wenn wir d = a?i : a^g setzen, nämlich 

{(«1 + «2) - {ßi + ft)} ^1 + 2(A^2 - «1 «2)^1^2 

+ { «1«2 (^1 + ^2) - ^1^2 («1 + «2) } ^2' = 0. 

Bedeutet das Coordinatenverhältnis die Entfernung von einem 
Anfangspunkt und wählen wir die Mitte zwischen den Doppel- 
elementen als solchen, so folgt a^a^ =» ß^ß^ als die Characte- 
ristik des Gentralpunktes der Involution (§ 95). 
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Endlich ergibt die Einführung beider Doppelelemente 
#1, *2 in die ursprüngliche Determinante 

1, 2*, , d,' 
1, 2d, , d,' 

oder die mit S^ — dg multiplicirte harmonische Invariante 
für jene und «i, «g, wie man sich sofort überzeugt. 

Genau dieselben Bedingungen gelten auch für den Fall, 
dafs das Coordinatenverhältnis durch einen Parameter er- 
setzt wird, also z. B. die Wurzeln a^, «g? • •* • • iiach § 309 
die Parameter von Punkten eines Kegelschnittes bedeuten, 
die einander involutorisch zugeordnet sind. Diese Bemerkung 
bestätigt ein Vergleich mit den Formeln des § 93. 

B. 1) Ein Büschel von Kegelschnitten wird von jeder Ge- 
raden in Punkten einer Involution geschnitten. (§ 301.) 

Ist diese Gerade x^ = 0^ so liefert die Gleichung des 
Büschels der Kegelschnitte 8 -\- kS' = für das System der 
Schnittpunkte 

(«ii^^i^ + "^au^xX^ + a.^^x^) + A;(&iiiri^-f2&i2^i^2 + ^22-^2^) = 0. 

2) Wenn ein System von Kegelschnitten ein Polardreieck 
gemein hat, so wird jede durch eine seiner Ecken gezogene Gerade 
von demselben in Punkten einer Involution geschnitten. (§ 314.) 

Die Substitution x^ =» hx^ in a^^x^ -f- «22^2^ "f" ^33^3^ °^ 
gibt (a^il^ + «22)^2* ~f" ^83^3^ = 0, d. h. ein Paar von Punkten, 
welches mit den beiden den Geraden iTg == 0, 0^3 = angehör-enden 
Schnittpunkten harmonisch conjugirt ist. Diese sind daher die 
Doppelpunkte der Involution, welche jene bilden. 

3) Die Multiplication der Involutionsbedingung 



1» — (<^i + «2)1 «^l«2 

1» — (yi +^2)» ^1^2 



= mit 



ofl^ «1, 1 




ft^ ft, 1 


bez. 


yl^ yu 1 





d^ , ö 



a 



1 , «n 



a. 



2 1 **21 



a. 



1 
1 
1 

«2) 



oder mit — (^ß^ — y^) (y^ — a^) (a^ — ß^)^ und bez. mit — (a^ - 
(«2 — ^) (ß — «1) liefert Gleichungen, welche die Doppelverhältnis- 
gleichheiten 

(A,C,B,C,) = (A,C,B,C,), (Ä.A^B.C,) = (A,A,B,C,) 

und die durch die Vertauschung von -^^-ig, B^B^^ ^1^2 unter sich, 
bez. von J-i-Ag mit Bj^B^ oder C^Cg daraus hervorgehenden aussprechen. 
4) Man bestimme in zwei involutorischen Eeihen auf der- 
selben Geraden das beiden gemeinsame Paar entsprechender Punkte. 



ProjectiTiiät yon zwei mal vier Elementen. 
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Sind jene durch die Punktepaare a;i? = 0, hx^ = 0, ax = 0, 
hx^ = gegeben, so sind die Paare ihrer sich selbst conjugirten Punkte 

(«12^1 — Öfii&i2)^j^+(«22^11 — «11^22 )^1Ä^2+ («22^12— Öti2&22) ^2^ = 0, 
(«Ig'^l'— «ll'^2')^l^+(«22'^l'— «ll'^22'K^2+ («22'^12'— <^1%\2)^% = 0. 

Das gemeinsame Paar mnTs mit beiden zugleich harmonisch sein, 
d. h. seine Gleichung mufs aus den beiden letzten Gleichungen 
ebenso gebildet sein, wie diese aus den Paaren der gegebenen. 
Wann ist es nicht reell? (§ 300,3.) 

345. Projeotivität. Wenn vier Paare von Elementen^ 
die wir durch die Wurzelpaare «j, «2? ßn A» ?ii Y%\ *i? *2 
von vier Gleichungen zweiten Orades dargestellt denken, die 
beiden Gruppen a^, ß^, y^, d^; «g? ft; ^2? *2 ^^^ gleichem 
Doppelverhältnis bestimmen , so folgt aus der Parameter- 
gleichung der Projectivität in § 92 die schon dort aufgestellte 
Bedingung der Projectivität von acht Elementen 

1,1,1,1 



a 



1 7 



«2 ; ß2 y ?2 J 



(J. 



= 0. 



«i«2; ßiß'z, yiy2> *i*2 

Wenn man in der Determinante die mit ßiS^f — *2> — ßi 
bez. multiplicirten ersten Zeilen zur letzten addirt, nach den 
Elementen der letzten Zeile entwickelt, die Determinanten- 
factoren zu Determinanten zweiter Ordnung umformt, so 
lautet die Bedingung einfacher 

(«2— /*2)(/'i-ri)(y2-*2)(*i-o^i)=(«i-/'i)(ft-y2)(yi-*i)(*2"-«3); 

zum directen Ausdruck der Doppelverhältnisgleichheit enlr 
sprechender Elemente. 

Auf dieselbe Weise kann die Projectivität von zwei Beihen 
von beliebig vielen Elementen ausgedrückt werden. Denn die 
Doppel Verhältnisgleichheit aller homologen Elementenquadrupel 
kann durch das Verschwinden der Matrix 







1 , 


t , 


1 , 


1 , 


1 ,• 


«1 , 


ßx , 


Yi > 


«Ji , 


h , • 


«2 , 


ßa > 


Vi , 


*2 , 


h , ■ 


>1«2. 


ßi.ßa> 


YiYi> 


*1^2; 


*i*j) • 



angezeigt werden, wenn dies bedeutet, dafs jede der aus vier 
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= 



Reihen derselben Matrix gebildeten Determinanten verschwindet. 
DaTs zwei projeetivische Systeme durch das eine und drei 
Paare entsprechender Punkte aus beiden yoUkommen und 
auf lineare Weise bestimmt sind (§§ 92, 300), ist daraus er- 
sichtlich, dafs alle Determinanten, welche die zwei ersten 
Reihen enthalten, in den fehlenden Elementen linear sind. 
Ebenso sind beliebige Paare «^1,^^29 ßi9 ßi] ^^' desselben 
Trägers in Involution, wenn die Relation 

1,1,1,. 

«1 + «2; ßl + ßi, ?! + V2y • 
ai«2 ; ßißi 7 ^1^2 ; • 

erfüllt ist; denn jede der aus drei Reihen dieses Systems ge- 
bildeten Determinanten gibt durch ihr Verschwinden die in- 
volutorische Relation des § 343 der drei in sie eintretenden 
Paare. In der Tat ist dieselbe das Resultat der Elimination 
der Goefficienten a, &, d zwischen den drei Bedingungsglei- 
chungen der Involution (§ 93) 

acc,a, + &(«! + a,) + d = 0, aß,ß, + b(ß, + ß,) + d = 0, 

^7x7% + & (n + ^2) + ^ = 0. 
Dies ist aber auch eine einfache Umformung der Re- 
lation der Projectivität zwischen den beiden durch a^, /J^, y^, «g 
und «2, jSj, y^, a^ bestimmten Gruppen. Man hat nämlich 



= 



1 



a 



1 > 



a, 



2 ; 



ßx. 
ßt7 



1 , 

?2 7 






«1«2> ßlß2>riY27^l^% 



a. 



a 



2 



y ßl 7 Yi 7 
1,1,1,1 

«i+«2? ßx+ß^y Vx+y^^ «i+«i 

»i«2 > ßxß^ y 7x7% 7' «i«2 



= («1 — «2) 



und durch Subtraction der Elemente der letzten Reihe von 
den entsprechenden der ersten 

1,1,1 

«l+«2> ßx+ß%7 yx+Y2 
«i«2 7 ßxßt 7 YxYi 
Involution der Paare «i, a^\ /S^, /Sg; 7x7 7% ^"^d Projectivität 
der aus vier Elementen derselben gebildeten Quadrupel a^, /Jj, 

yi, «2? ^27 ß27 7%7 «1 sind geometrisch äquivalente Beding- 
ungen. (§ 93.) 
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B. l) Relationen zwischen den Doppel Verhältnissen von vier 
Punkten (§ 80). 

Sie sind enthalten in der Gleichung 

(/Ji-yi)(<'i-«Ji) + (yi-«i)(ft-«Ji) + («i-ft)()'i-«Ji)=0; 

denn die Division derselben mit je einem ihrer drei Glieder 
gibt, wenn man die Quotienten des 1., 2., 3. Gliedes durch das 
2., 3., 1. mit — c7i, — 6?2, — e?3 bez. bezeichnet, 



l = ;^ + ^3, 



d. 



+ ^1» 1 = X + ^2- 



d. 



Sind diese drei Doppelverhältnisse gleichgrofs,^^^) so ist jedes 
von ihnen vom Werte i (l + *}/3) und man nennt die Gruppe 
äquianharmonisch. Aus di= — 1 folgen cig =i, ^3 = 2, harmonisch. 

2) Doppelelemente vpn zwei vereinigten projectivischen Reihen. 

Sind a^, «2? ft» 1^2? /i» Y2 ^^ ^^^ Bestimmung hinreichen- 
den Paare "homologer Punkte, und ist durch ö einer der Doppel- 
punkte bestimmt, so hat man für ö die quadratische Gleichung 



1, 



a 



1 ? 



1 , 1 

^1 » Yi 






= 0. 



Die Doppelelemente einer Involution sind in § 343 gegeben. 

3) Sind irgend sechs Elemente 1, 2, . . ., 6 eines Elementar- 
gebildes gegeben und construirt man die drei Elementenpaare, 
welche bez. zu 12 und 45, 23 und 56, 34 und 61 gleichzeitig 
harmonisch conjugirt sind, so bilden diese Paare eine Involution. 

4) Gleichtmg der PascaVschen Linie in Determinantenform 
mittelst der Parameter der Ecken des Sechsecks ABCBEF 
(§ 303). Für Xy^x^ = x^^ und l\a\a^ bez. l\d\d? als Coordi- 



naten von A bez. D ist ad ^ adx^ — (a + d) iCg + a?8 °==° ^ ^^^ 
Sehne AD. Ist nun in der Relation der Parameter von vier 
Paaren homologer Elemente 8-^ = ^2 der Parameter eines Doppel- 
punktes, so geht die letzte Zeile in ö^^ ö^^ S^^l über, und kann 
durch 0:3, x^^ ^2) ^1 61'setzt werden. Man erhält also die Glei- 
chung der Pascarschen Linie 



•^s 1 "^a? *^2» '^i 

ad^ a ^ d ^ 1 

&e, fe , e , 1 

cf, c, f, 1 



= 0. 
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Ferner ist ah , cd — ad . bc^ (x^x^ — X2^) (a — c)(b — d) und 
wir erhalten wie in § 288 durch Vergleichung der Formen 

ah , cd — ad . 6e, af . de — ad . ef die Gleichung der Pascal- 
schen Linie von ABCBEF in der Form 

(a — c){h — d). ~ef+ (a — e) (f — d) .he, 

oder in einer der äquivalenten Formen 

{a - e)(h — f) .'cd = (c — e)(h — d), a/*, 

(c — a) (5 — f) , de = {c — e) {d — f) .ah. 

Durch den Punkt hc^ ef gehen die drei andern Pascarschen Linien 
ABCBFE, ABCBEF und ACBBFE, oder 

(a — c) (h — d) . ef ==^ (a — f) {e — d) . hc^ 

{a — h){c — d) , ef ^= (a — e) {f — d) . &c, 

{a — h){c — d) . ef= {a — f) (e — d) ,hf. 

Die drei PascaFschen Geraden 



(a — c) (h — d) , ef= {a — e){f — d) ,hc=^(h — f) (c — e) . ad 
schneiden sich in einem Steiner^ sehen Punkte G; die drei andern 
(a — c) (& — e«) . e7= (« — e) (/*— d),hc = {h — e) (c — f) .ad 
in einem Kirlcman^ sehen JPunJcte H. 

346. Polaren. Jedes Paar von Elementen 8 = definirt 
eine Involution, welche dieselben zu Doppelelementen hat. 
In derselben sind y^ \ y^ und ß^ \ ß^ homologe Elemente, wenn 
die Doppelelemente als fn^Vi i ^i^i I ^23/2 i ^1^2 darstellbar 
sind. Die Einsetzung dieser Werte in ä = ergibt zur Be- 
stimmung von m^im^ 

+ «22 (^2^2 ± ^1^2)^ = 0. 

Dazu ist notwendig und hinreichend das Verschwinden der 
Diflferenz dieser Gleichungen oder 

«Uj/l^l + «12 (^1^2 + 3/2^1) + «22!/2^2 = 0. 

Man erkennt in ihr einerseits die Parametergleichung der 
Involution wieder (§ 95), anderseits die Polarform oder Polare 
von 8 = 0, In der symbolischen Schreibweise erscheint sie 
als ein Product a^a,, wie sie auch für y = ^=iX mit 8 = a^ 
identisch wird. 



Die Polaren als Coyarianten von Pol und Form. 603 

Auch die Polare mufs gemäfs ihrer projeeti vischen Be- 
deutung Invarianteneigenschaft besitzen. In der Tat zeigt 
dies die Anordnung 

Vi («11^1 + «12^2) + J/2(«i2^i + «22^2) = 0, 
da die Klammergröfsen die transponirte Substitution erleiden, 
v^enn y^ \ y^ und g^ \ 0^ gleichzeitig und gleichartig trans- 
formirt werden (§ 342). Die linke Seite bleibt völlig un- 
verändert, v^enn neue Coefficienten und neue Variable ein- 
geführt V7erden. 

Somit müssen v^ir die Definition des § 342 dadurch er- 
v^eitern, dafs wir auch Covarianten mit mehreren Reihen 
cogredienter Variabein denken . Die Polarentheorie bietet die 
wichtigsten Beispiele mit zweierlei Variabein. 

Die Polare der Gleichung 8^ -f- ^^2 = enthält den 
Parameter ebenfalls linear 

Einem Elemente y entspricht also eine Reihe conjugirter 
Pole und diese Reihen sind projectivisch, wenn y variirt. 
Nach § 194 nennt man diese Reihen auch zu der Involution 
projectivisch, weil in jeder die Zuordnung der Elemente und 
der Paare eindeutig ist. 

Indessen ist der Satz in voller Allgemeinheit nur wahr, 
wenn der Fall singulärer Projectivität mit eingeschlossen wird. 
Denn für einen Doppelpunkt reducirt sich die Reihe con- 
jugirter Pole offenbar auf den anderen Doppelpunkt. 

B. 1) Um zu finden, für welche ^^ | y^ die conjugirten Pole 
in einen 0^ \ g^ zusammenfallen, ist nur auszudrücken, dafs die 
Polare unabhängig von k in ein Product 

{qVi — ^2) { (%2 + ^^12) h + («22 + ^^22) ^2 } = 
zerfalle. Die Bedingung erweist sich als 

(«11 + ^«12) (^2 + 9^2) = («12 + (»«22) (^l + ^^12)) 

deren Identität mit der Covariante des § 342 evident ist. 

2) Wenn die Elementenpaare a^, «g; jSj, jJgj ß^c* ^i^^ In- 
volution bilden, so erzeugen die in Bezug auf die einzelnen 
Paare conjugirt harmonischen Elemente eines beliebigen Ele- 
mentes CD eine Reihe a, B, . . . von unveränderlichem Doppel- 
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Verhältnis. Ist also für ein anderes Element to die Beibe a', 6', . . . , 
so gilt die Relation 

I' 1 1 

ll 

I a 

I 



, b , . t . 

' b',.t'.! 

CLCi\ bb', . tt' .i 



0. 



Da diese durch Coordinatentransformation nicht gestört wird, so 
kann man cd = 0, (o = oo setzen und erhält (§ 340) 






^etc; a' = "^t-% 6' = n^' 



etc. 



Die vorausgesetzte Gleichung geht über in die neue 



a^cc^ 



1 



1 



1 



«1 + «2, ßl + ß2l 71 + ^27 ^1 + ^2 

ft/^2 ) riYi > ^1^2 



ai«2 1 



= 0, 



welche, nach den Elementen der* zweiten Zeile entwickelt, sich 
als eine Consequenz der involutorischen Belation der Paare 
ergibt, 

347. Höhere Polaren. Wir verfolgen diese Betrachtungen 
wenigstens in einigen Hauptzügen auf das Gebiet der binären 
Formen höheren Grades. ^^) Sei TJx'^dx^ eine allgemeine 
Form n^^ Grades, so definirt üa? = eine Gruppe von n Ele- 
menten X. Wir können nun das Ergebnis der Einsetzung 
von m^yi + m^^i statt Xi in die Gleichung nach dem Taylor- 
schen Theorem angeben. Es möge die symbolische Schrei- 
bung (§ 320) auch auf die Bildung der höheren Ableitungen 
ausgedehnt werden, so dafs die r*® Polare des Differentiations- 
zeichens das Symbol der r^^ Differentiation ist, z. B. 

Dann bat das Resultat die äquivalenten Formen 
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»»2" Uy + j m^'-^m^ (y, -^- + y, —)' ^ ü. 

+ ^^ ^.'-^K {y. ,% + y. ^r ^' + • • • + "^•" ^' = ^- 

Notwendig sind die Entwickelungscoefficienten beidemal die- 
selben; man nennt sie Polarformen von Ux und sieht; dafs 
n — 1 solche existiren. Ist r < w, so gibt es eine Polarform, 
welche in 0i von der r^^ und zugleich in y»- von der (w — r)*®^ 
Ordnung ist. 

Demnach ordnet die Gleichung 

jedem Elemente tfi r Elemente ^i und jedem Elemente Zi um- 
gekehrt n — r Elemente y,- zu. Je nachdem ein Element 
y oder gegeben ist, definirt die Gleichung die Polare r*^ 
Ordnung des Pols y oder die Polare (w — rj^ Ordnung des 
Pols z in Bezug anf die Gruppe Ux = 0. Gehört also z zur 
Polare r*^ Ordnung von y, so geiwrt auch y z/m Polare 
(n -^ ry^ Ordnung von z. 

Nun bestimmt obige Taylor'sche Entwickelung durch ihre 
Wurzeln m^ : m^ die n Teil Verhältnisse*) der einzelnen Ele- 
mente von Ux^^O niit angenommenen Elementen y und Zy also 
zx' zx" , Binzx' smzx" 

yx ' yx ' Bini/a; ' siny^; ' ' 

je nachdem Ux = als eine Gruppe von Punkten oder 
von Strahlen interpretirt wird. Wenn der Coefficient von 
m^^^'m^ verschwindet, so hat die Summe aller Producte von 
je r Teilverhältnissen zxiyx der n Elemente x mit zwei Polen 
Zy y den Wert Null: diese Zuordnung von r Elementen z ist 
die geometrische Bedeutung der Polare r*®' Ordnung von y. 
So ist für den Punkt z der Polare erster Ordnung von y die 
Summe der Teilverhältnisse 

zx I zx I i-v 

yx ^ yx ^ ' 

d. h. z das harmonische Centrum der n Elemente x für y 
(§ 155, Anm.). 

*) Im allgemeinen ein constantes Vielfache derselben. 



"1 
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Die entwickelten Formen jener Polaren lassen sich durch 
Symbole von der Form 

a/-'*«/ = 

ausdrücken, wenn in dem ausgeführten Product der Poly- 
nome links die Producte von je na^, a^ durch die passenden 
Coefficienten von Ux ersetzt worden. Geht man von «y** aus 
und bildet nacheinander a/^^üg, a/""^a/, etc., so nennt man 
die Polare (n — 1)*®', (w — 2)*®', . . . Ordnung von auch 
bez. die erste, zweite, . . . , also a^'^^aj^ die r*® Polare von z. 
Weil nun a^a^a^ = aya»^"^^ ist, so gilt der Satz: Bildet 
man die q^ und die (q + r)** Polare von in Bezug auf die 
gegebene Gru^ßpe, so ist die letztere zugleich die r^ Polare von z 
in Bezug auf die erstere. Dagegen erhält man ay^a^aj als 
r*® Polare eines neuen Elements u in Bezug auf die cj^ Polare 
a^a^ von z oder als die c^ Polare von z in Bezug auf die 
r*® Polare afaj von u. So liest mian überhaupt eine Reibe 
von Eigenschaften daraus ab, dafs die symbolische Dar- 
stellung a^a^aj .... ungeändert bleibt, wenn die Elemente 
y, je?, w . . . . und zugleich die Ordnungszahlen i>, 2, ^ . . . der 
für sie gebildeten Polare vertauscht werden. 

Denkt man die gegebene Gruppe aus einem Elemente 
fca; = und einer Gruppe von (n — 1) Elementen Ca.'»"~^ = 
gebildet, so ist naya^—^ = hyCg^'-^ + (w — l)fe,CyC/~^; für 
6y = und CyC^"'^ = ist also auch aya^"^ = 0, d. h. 
die (n — 2)*® Polare einer Gruppe von (n — 1) Elementen 
ist auch die (n — 1)*® Polare der Gruppe, welche aus jenen 
(n — 1) Elementen und ihm selbst gebildet wird. 

Fallen j? Elemente der gegebenen Gruppe zusammen, so 
enthält die r*® Polare eines beliebigen Elementes ay»— '•a/ = 
das betreflfende Element (p — r) mal. Ist das vielfache Ele- 
ment Cz zugleich der Pol, so folgt aus a,,?' = cj^hx^"^ durch 
Bildung der r^"" Polare ay^'-^'a/ = Ac/6y«"^~''^A ^- t. die 
r*^ Polare des vielfachen Elements selbst besteht am diesem 
Element als einem p-fachen und aus der r^ Polare desselben 
in Bezug auf die übrigen {n — p) Elemente der Gruppe 
(p + r < w). 
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348. Jaoobrsche luid Hesse^sche Determ^ante. Alle 
Polaren sind Covarianten mit mehreren Paaren cogredienter 

Variabein, da die durch t/^ — h J/s ^~" angedeutete Operation 

(/ z^ z^ 

Invarianteneigensehaft hat (§ 346). Die Betrachtung der 
Polaren erster und zweiter Ordnung führt zu einigen wichtigen 
Covarianten mit nur einem Paar von Variabein. Wenn die 
ersten und zweiten Ableitungen einer Form durch Indices 
bezeichnet werden, so dafs^*^) 






so lautet die lineare und die quadratische Polare von y 

U^^i + ^2^2 = und U^^Zj^ + C/12^1^2 + C^22^2^ = 0. 
Nehmen wir gleichzeitig die lineare Polare eines Punktes 
y in Bezug auf zwei Gruppen t/» = 0, Fa- = von n und 
m Punkten, so können die durch Ui^^-}- C/2^2 =0; ^A+ ^2^2="^ 
bestimmten Elemente z nur dann zusammenfallen, wenn y 
die Bedingung erfüllt 

Die Jacobi sehe Determinante J^ U^ V^ — TJ^ Fj der Functionen 
ü und V ist eine Covariante (w + *w — 2)*^ Ordnung der- 
seWen, denn sie ist die Determinante von Ausdrücken, welche 
sich wie die Coefficienten linearer Formen transformiren. 
Es gibt daher w + ^ — 2 Elemente y, welche in Begug auf 
zwei Gruppen von n und m Elementen dieselben harmonischen 
Mittel besitzen. Umgekehrt haben diese n '\- m — 2 Ele- 
mente z erste Polaren, welche ein Element gemeinsam haben. 
Gehen wir zur quadratischen Polare von y, so kann 
diese zwei vereinigte Elemente oder ein Doppelelement z de- 
finiren, nämlich dann, wenn ihre Discriminante verschwindet 

Diese Function H der zweiten Ableitungen einer Form heifst 
die Hesse' sehe Determinante der Form und ist eine Covariante 
(2w — 4)'^ Ordnung derselben, da sie eine Invariante einer 
Covariante ist (§ 339), Für eine quadratische Form JJ sind 
die zweiten Ableitungen die Coefficienten, H ist also einfach 
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die Discriminante von U] wie für diese, so gilt allgemein 
der Satz, dafs analog die Hesse'sclie Determinante sich bei 
einer linearen Transformation um A^ ändert. 

Die 2 m — 4 Elemente y der covarianten Gruppe H=Oy 
deren quadratische Polaren Doppelelemente sind, gehören seihst 
als Doppelelemeytte zu den ersten Polaren von 2n — 4 Punkten z. 
Denn soll TJ^z^ + ZJg^efg = zu einem z zwei vereinigte Ele- 
mente y liefern, so ist notwendig und hinreichend, dafs die 
Ableitungen gleichzeitig verschwinden U^-^z^ + Uy^^^ = 0? 
^21^1 4" ^22^2 = 0- ^Is^ ^st die Hesse'sche Determinante 
einer Form einfach die Jacobi'sche Determinante ihrer ersten 
Ableitungen. 

Man kann nun neue Covarianten von U bilden als 
Covarianten von H oder von U und H. So ist die Jacobi'sche 
Covariante von T] und H 

T = U,H^ - U,H, = 

von der (3n — 6)*®^ Ordnung. Sie ist das Resultat der Eli- 
mination von z zwischen C/i^i+ U^z^=Q und H^z^-^ H^Z2==^0' 
Also gibt es 3n — 6 Elemente 0, deren erste Polaren in 
Bezug auf H=0 ein gemeinsames Element haben, und 
T =0 ist die Gleichung dieser gemeinsamen Elemente. 

349. Involutionen höheren Grades. Denken wir durch 
C ^ «a.** = 0, F ^ fta?** = zwei Gruppen von n Elementen 
im Gebilde erster Stufe ausgedrückt, so gibt die Gleichung 

«a:" + A&;,« = 

für A als einen veränderlichen Parameter eine Reihe von 
Gruppen, welche je aus n Elementen bestehen, und deren 
jede durch eines ihrer Elemente bestimmt ist, während oflFen-, 
bar das ganze System durch jede zwei seiner Gruppen von 
n Elementen bestimmt wird. Man nennt es eine Involution 

m 

n*^ Grades, (unter Involution schlechtweg verstehen wir 
diejenige zweiten Grades.) So bilden die ersten Polaren 
Cj^^Cy = einer gegebenen Gruppe Ca."+^ = von n Ele- 
menten eine Involution w*®^ Grades. 

Unter den Gruppen der Involution n*^ Grades gibt es 
solche, welche Doppelelemente enthalten; mit der Index- 
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bezeichnung der Ableitungen entsprechen jene der gleich- 
zeitigen Erfüllung der beiden Gleichungen U^-^- XVi=0, 
U2 -{- IV2 ^^^ 0. Also sind sie bestimmt durch die Gleichung 
(2n — 2)^ Grades 

Diese Gleichung der Doppelelemente ist die gleich Null gesetzte 
Jacobi^sche Covariante der Functionen U und V; die Bestim- 
mung der Doppelelemente in der quadratischen Involution 
(§ 343) ist der einfachste Fall davon. 

Man nennt zwei Involutionen projectivisch, wenn derselbe 
veränderliche Parameter A in beiden die homologen Gruppen 
bestimmt 

a^r + A6^« = 0, a> + A6> = 0. 

So bilden die ersten Polaren irgend zweier Systeme pro- 
jectivische Involutionen, in denen zwei homologe Gruppen 
demselben Pol entsprechen. Allgemeiner gilt der Satz: Wenn 
man fiir alle Gruppen einer Involution, eine beliebige Zahl 
fester Pole benutzend, die Polaren derselben Ordnung bildet, 
so sind alle Reihen dieser Systeme involutorisch und diese 
Involutionen zu einander projectivisch. Da die (n — 1)*®^ 
Polarsysteme insbesondere einfache Punktreihen (Strahlbüschel) 
sind, so soll das Doppelverhältnis von irgend vier Elementen 
dieser Reihe auch das der entsprechenden Gruppen der ge- 
gebenen Involution oder der für ein beliebiges Element ge- 
bildeten Polaren heifsen (§ 347). Da dasselbe nur von den 
Werten der A abhängig ist, so erhält man den Satz: Das 
Doppelverhältnis einer Involution von vier Gruppen, welche durch 
Polarisirung aus vier Gruppen einer gegebenen Involution ent- 
standen sindy ist gleich dem Doppelverhältnis der letzteren und 
von dem als Pol benutzten Element unabhängig. 

In projectivischen Involutionen gibt es homologe Gruppen, 
welche ein Element gemein haben. Sie werden durch die 
Gleichung aa." . 6»"» — 6«** . a^"". =* bestimmt, die aus der Eli- 
mination des Parameters zwischen den Gleichungen der In- 
volutionen entspringt. Also ist ihre Anzahl für zwei Involu- 
tionen von den bez. Graden m und n gleich {m -[- n), 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelacha. 5. Aufl. 39 
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Man darf dies auch so aussprechen und kann es ganz 
ebenso beweisen, wie den Satz der §§ 92, 94: Wenn in 
einem Elementargebilde zwei Eeihen von Elementen sich gegen- 
seitig so entsprechen, dafs jedetn Element der ersten n Elemente 
der zweiten und jedem Element der zweiten m Elemente der 
ersten entsprechen, so existiren (m + w) Elemente, welche mit 
ihren jedesmaligen entsprechenden zusammenfallen. Denn für 
X, 71 als die Teilverhältnisse entsprechender Elemente in Bezug 
auf zwei feste Elemente des Systems ist der algebraische 
Ausdruck der ausgesprochenen Beziehung von der Form 

(aoA'»» + a^X"^-^ + etc.) A» + etc. = 
und liefert für A = A' eine Gleichung vom Grade (m -f- w) 
zur Bestimmung von A. 

Wenn die Formen a-r" und h^ einen Factor vom Grade p 
gemeinsam haben, so gehören die p Elemente desselben jeder 
Gruppe der Involution an, so dafs dieselbe aus p festen Ele- 
menten und einer Involution vom (n — p^ Grade besteht. 
Wenn das nämliche mit den Formen a^!^ und V^ für einen 
Factor vom Grade p der Fall ist, so zerfällt die Gleichung 
der beiden Involutionen der gemeinschaftlichen Elemente 
««'* . 6«"* ~ &«** . Oj'tT = in die Factoren von den Graden p 
und p' und einen Factor vom Grade m-^n — (p -{-p"), welcher 
die gemeinsamen Elemente liefert. 

Enthält eine bestimmte Gruppe der einen involutorischen 
Reihe einen Factor pfach, die entsprechende Gruppe der 
andern denselben Factor gfach, so tritt das betreflfende Ele- 
ment mit der Vielfachheit der kleinem von diesen beiden 
Zahlen in die Gruppe der gemeinsamen Elemente der Invo- 
lutionen ein.^^^) 

B, 1) Zu zwei Punktepaaren 17<«) = 0, [/(*) = in der- 
selben Geraden dasjenige dritte Paar U^^^ == zu bestimmen, in 
Bezug auf welches die Punkte des ersten conjugirt harmonisch 
sind zu den Punkten des zweiten, oder in Bezug auf welches sie 
zu einander polar sind. 

Wir denken die Doppelelemente der aus den gegebenen 
Paaren gebildeten Involution als die Fundamental -Elemente, 
setzen also 
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mit den Discriminanten ^^^^ =ei a^^a^i^ J^^^ he h^^h^i und dazu 

U^ ==^ ^11*^1 "t" ^^12*^1*^2 "l" ^2^2 • 

Wir erhalten das zu U^^^ in Bezug auf U^^^ polare Paar durch 
Einsetzen von — CT^^^^ ü^^^^ an Stelle von iCi, 052 in U^^^ in 
der Form 

^11X^12*^1 "l ^22^2/ I ^2\^11*^1 I ^12^2/ ^^^ ^' 

Das SO bestimmte Paar fällt mit U^^^ zusammen, wenn 

^11^12^22 I ^22^1^12 ^^ ^» 

folglich Ci2 = 0, «22^11^ *= ^^ij «ii%* = (>2>22 sind. 

Setzen wir ^ = «11 «22» ^11* = ^11^11? ^22^ = (^^2^22^ ^^ ^^^ ^^® 
Gleichung des gesuchten Paares 



fl?,^ "Kfln l>n + ^2^ 'K«22 ^22 = Ö- 

Es gibt also zwei solche Paare in einem Elementargebilde. Zwischen 
den Discriminanten besteht die invariante Relation 

2) Zwei quadratische Involutionen besitzen ein gemeinsames 
Paar von Elementen. (§ 344,4.) 

Wenn Xi, yi die Elemente derselben sind, und beide Gruppen 
auf ihre Doppelelemente ax^ ßx] yyt ^y bezogen sind, so gelten 
für dies gemeinsame Paar die Gleichungen 

Die Elimination der X und ^ zwischen diesen Paaren gibt 

= «arl^y+ay i5a.=2 a^ß^X^yi+ {(^A+^2ßd (^l2^2+%3^l) +'^^2ß^iy2 > 
0^yx^y+Vy^x='^7l^^X^yX+{yy^^2+72^l){^iy2'\-^^l) + '^Y2^^^^ 

aus denen zur Bestimmung der gemeinsamen Gruppe folgt 

2x^y^ : {x^y^ + ^2^1) • 2ä;22/2 = ^ii • -^12 • ^22 ^^ ^^mit 



x^y^ = w^i, , x^y^ = w (^12 + V ^n^22 — Ai"") ^ 
a^2«/2 = »»^22/ ^2^1 = »w(^,2 — yA^^A^^ — ^12*). 

350. Disoriminante der cubischen Form. Eine cuhische 
Gleichung zwischen den Veränderlichen Xj^jX2 (Vorlas. Art. 167 ff.) 

ü ^ «0^1^ + da^Xi^x^ + Sa^Xj^x^^ + 0^X2^ = 
ist der algebraische Ausdruck eines Punktetripels x, x'\ x'" 

39* 
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in einer Geraden oder eines Strahlentripels Xy x\ x'' aus 
einem Punkte. 

Zwei Elemente des Tripels fallen zusammen^ wenn 

TJ^ = a^x^ + 202^1^2 + ^%^% = 0. 

Also findet Gleichheit zweier Wurzeln statt, wenn die Re- 
sultante dieser Gleichungen verschwindet, d. h. die Discrimi- 
nante A der cubischen Form 

oder entwickelt (vgl. „Vorles." 2. Aufl., Art. 195) 

Für i^ = ^ ^^"^-A ^^-A 1^^-^ 
und ao2=ao^2"*V? 2ao3=aoa8 — a^ag, a,s=aia3 — 02^ ist 

Für ^J = bestehen die Relationen 

-^0-^2 '^^ -^1 > -^-^3 "^ -^1-^27 -^1-^3 ^^ -^2 5 

für das Doppelelement 0^^ \ z^ ergibt sich daher 

Zy : Z2 = Aq : ^j = A^ : .Ag = A^ i A^ = Ö13 1 (Iq^ = 0^3 : d^^. 

In den Coordinaten a?i' | x^y x^' \ x^\ x^" \ x^" der durch 
die cubische Gleichung dargestellten Elemente wird die Dis- 
criminante, da 

U == [X^ X2 Xi X2) \Xi X2 ■~" X^ X^J [Xj^ X2 X^ X2) y 

(in /», " '\2 / " "' "' "\S / '" ' ' '"\2 



^= — 



07«. '4«. "4^ '"4 
« • •*'2 •»'2 •*'2 



Dies zeigt an, dafs die Wurzeln der cubischen Gleichung 
reell und verschieden, reell und paarweise gleich oder paar- 
weise imaginär sind, je nachdem die Discriminante negativ, 
gleich Null oder positiv ist. Die Discriminante ist eine In- 
variante der cubischen Form und zwar die einzige (§ 339). 

Die Gleichheit aller Wurzeln fordert die gleichzeitige Er- 
füllung der Relationen 

C^n=ao^l+«1^2=0, U^2='^l^l+<h^i'^^7 C^22=«2^1+«3^2=0, 
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oder der durch Elimination von a?i Jarg entstehenden Bedingungen 

^0^ — ^x "^ ö> %^z — ötjOa = 0, a^a^ — a^ = 0, 
von denen je zwei die dritte nach sich ziehen. 

351. Invarianten der biqnadratischen Gleichung 

ü^ «0^1* + ^a^x^x^ + ^cf,%x^X2^ + 403^:1^2* + «4^2* = 0* 
Die Gleichung bestimmt vier Elemente einer Reihe oder eines 
Büschels, ein Quadrupel a^^ a^, cc^, cc^^ von den Ooordinaten 
1 1 2 7 • • • • x-t I Xa • .1? ur 

\X-^ X2 — Xj^ X2 ) [X-^ X2 X^ 3/2 ) — -^l) 

Xi X^ — .3/j X2 ) V^i X^ X^ X^ ) — -^2? 

(/ // ff f\ f ftf ffft ""/y» '"\ ___ Ti 

Xi X2 — X^ *^2 ) Kp^l '^2 ^1 **'2 / — "^3 

ist Dl -^- Dg + -Ö3 = 0. Die Quotienten — Dg : Di, — Dg : Dg, 
— D^i D^ drücken die drei fundamentalen Doppelverhältnisse 
des Quadrupels, nämlich («lagagaj, («2 ^^1^4); (c^^f^i^iCc^) 
aus. Die drei Wurzeln $^, ög, Ö3 der Gleichung 

öH 3(D2D3+D3A+AD2)ö- (D2~D3)(D3- A)(A-D2)=0 

sind die Gröfsen D^ — Dg, Dg — Dg, Dg — Dj, ihre Coeffi- 
cienten aber symmetrische Functionen der Wurzeln, also auch 
ganze Functionen der Coefficienten von U. Sie erhält mit 
den abkürzenden Bezeichnungen 



«72=a^a4— 4aiag+3ag^, J'g—aßOga^ — a^a^^ — öi^«4+ ^(^1(^2^3 — <^2 



-*U'iMg-I-tFU'g , «/3=t*Qi*2U.4 urQt*3 wj 1*4-1-^1*11^21*3 — l*j 

die Form 



Ö3 — 36Jgö - 432J3 = 0. 

Die Grofsen Jg und Jg sind, da die Doppelverhältnisse durch 
lineare Transformation ihre Werte nicht ändern, Iwoa/ricmten 
der hiqtiodraMschen Form und zwar c7g die quadratische und 
e/g die cubische Invariante derselben. Für «7^ = werden 
notwendig zwei der Gröfsen D einander gleich, so dafs eines 
der drei fundamentalen Doppelverhältnisse den Wert — 1 
hat; die Gleichung stellt eine harmonische Chvffpe dar. Für 
e/g t=: ist notwendig Dg : Dg = Dg : D^ = Dj : Dg, so dafs 
alle drei fundamentalen Doppelverhältnisse den nämlichen 
Wert haben: die Gleichung stellt eine äquianharmonische 
Gruppe dar. 
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Der Gleichheit zweier Werte von $ endlich entspricht 
nach § 350 die Relation 

J,' - 27 J3« = 0, d. i. -^^D.'D.'D,' = 

und das Zusammenfallen zweier Wurzeln Ui der biquadra- 
tischen Gleichung; es ist also die zusammengesetzte Invariante 

Z/ = e78»-27J3^ 

die Discriminante der hiqiiadratischen Form. Ihren entwickelten 
Ausdruck erhält man durch Elimination der Veränderlichen 
aus den für den Fall gleicher Wurzeln zugleich geltenden 
Bedingungen Ui = 0, Z/g = als 

J'^a^a^— Via^a^a^a^— \?ia^a^aj^'\- bAia^a^a^a^ — 21a^a^^ 
Man erhält auch J^ : J^ = 

-108(AA4-AA+AA)*:(A-A)*(A-A)'(A-A)' 

und für s als die Summe eines Paares di + dr^ der reci- 
proken fundamentalen Doppelverhältnisse der Gruppe der a,- 

108 Js^ (s - Vf - J,^ {s - 2) (2s - 5)2 = 0. 

Also hängen die Doppelverhältnisse der Gruppe nur von dem 
Verhältnis des Cubtis und des Quadrats der beiden Invarianten, 
d. i. der absoluten Invariante der biquadratischen Form ah 
(vgl. § 340). Das Auftreten von Gruppen gleicher Wurzeln 
in der biquadratischen Gleichung characterisirt sich gleich- 
falls durch diese Invarianten und ihre partiellen Ableitungen. 

352. Covarianten der onbisohen Form. In Bezug auf 
ein Tripel ?7 = (§ 350) lautet die lineare Polare von y 

Kyi^ + ^^i^iya + «22/80^1 + («1»!^ + 2a2yi!/2 + a3!/8>2 = 
und die quadratische Polare 

(«oi/i + »11^2)^1^ + 2 («iJ/i + ««yaK^a + («2*1 + (hViW = 0. 

Jedem Element y ordnet erstere ein einziges 0, letztere zwei 
Elemente zu^ so dafs die bez. Teilverhältnisrelationen bestehen 

ZX I ZX I Z OC p. zx zx I zx zx I ZX ZX y^ 

yx * yx * yx ' yx yx ' yx yx ' yx yx 
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Wenn also y mit einem der Elemente x zusammenfallt^ so 
ist mit ihm auch ein vereinigt. 

Die quadratische Polare liefert ein Doppelelement für 
0wei Pole y, welche bestimmt sind durch die Hesse'sche Co- 
Variante H^ 

(a^a^ — a^^) y^ + {a^a^ — a^a^) y^y^ + {a^a^ — a^^) y^ = 0. 

Ferner gibt es drei Elemente, deren quadratische Polare für 
das Tripel den harmonischen Pol in Bezug auf das covariante 
Paar als Element enthalten. Die Gleichung dieses covarianten 
Tripels gemeinsamer Elemente ist (vgl. § 349) 

T= («0*08 + 2 «1^— 3 «0 «1 Og) yi^+ 3 («1*02+ «o«i«3— 2ao«2^) ViV^ 
+^{2a^^a^—aQa^a^—a^\^)y^ y^^+ (ßa^a.^a^—2a^^—aQa2^)y^^=0. 

Wenn man die Elemente der Hesse^schen Covariante 
7j^, 1^2 ^^ ^^^ fundamentalen wählt, so dafs JS sich auf das 
Product 1/1^2 reducirt, so mufs a^ = a^ = sein und man 
erhält die einfacheren Ausdrücke der cubischen Form, ihrer 
Discriminante und ihrer Covarianten 

aus ihnen aber die allgemeingültige Relation (§ 357) 

Mit T und U ist die Bildung von Covarianten hier abzu- 
schliefsen, denn es gilt der Satz: Jede Covariante der cubischen 
Form ist eine gan0e Function von J^ U, J3, T mit numerischen 
Coeffidenten. 

Zugleich liefert jene reducirte Form eine geometrische 
Beziehung der beiden Elemente der Hesse'schen Covariante 

zu denen der Originalform. Denn* für y — a^ : «^ = ^ ^^d 
$, 0^ als die beiden complexen Cubikwurzeln der Einheit sind 
Vi — ^Vs = 0, j/i — a$y^ = 0, y^ — cc$^y2 = die Elemente 
des gegebenen Tripels, und die drei fundamentalen Doppel- 
verhältnisse, die das Tripel mit ly^ bez. rj^ bestimmt, sind 
sämmtlich gleich — $ bez. — $^. Die Elemente der Hesse'schen 
Covariante lüden daher mit denen des Tripels Systeme von 
gleichen fundamentalen Doppelverhältnissen. Da die Zeichen- 
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änderung von a im Vorigen die Elemente der cubischen Co- 
variante T liefert, so bilden die Elemente der cubischen Form 
und die ihrer cubischen Covariante drei Paare von Elementen, 
welche in Bezug auf das Paar der quadratischen Covariante 
einander harmonisch conjugirt sind. Jene sechs Elemente bilden 
also eine Involution, welche diese letzteren zu Doppelelementen 
hat Und überdies erkennt man, daß die cubische Covariante 
die drei Elemente repräsentirt, von denen jedes zu einem EU- 
mente des Tripels in Bezug auf seine beiden andern Elemente 
conjugirt harmonisch ist. Denn das Element, welches mit 
Vi — "J/s = in Bezug auf y^ — «Öj/g = und y^ — a$^y = 
conjugirt harmonisch ist, ist y^ + «J/2 = 0- 

B. 1) Wenn ein Kegelschnitt einem Dreieck so umgeschrieben 
ist, dafs die drei Geraden, welche den Tangenten desselben in 
den Ecken des Dreiecks in Bezug auf die anstofsenden Seiten 
harmonisch conjugirt sind, in einem Punkte zusammentreffen, so 
bestimmen die von diesem Punkte ausgehenden Tangenten des 
Kegelschnittes mit jenen zwei Systeme von gleichen fundamentalen 
Doppelverhältnissen. ^^^) 

Für den Kegelschnitt x^oc^ -^ x^x^ -{■• x^x^ = sind die 
den Tangenten in den Ecken harmonisch conjugirten Geraden 
^2 — ^3 = ö) ^3 — Xi = 0, a?i — 3^2 = 0; dieselben gehen durch 
den Punkt x^ = X2 = x^^ und ihre Schnitte mit x^ = sind 
durch XiX2{xi — o^g) = dargestellt. Das Tangentenpaar von 
jenem Punkte an den Kegelschnitt ist (§ 326) 

seine Schnitte mit 0^8 = sind also durch x^^ — iTiajg + a^2^==0 
ausgedrückt. Dies ist aber die Hesse'sche Covariante einer 
cubischen Form für aQ = 03 = 0, 3ai = l, ^ag = — 1, also 
der Form Xi^X2 — XiX2^ = 0. Der dualistisch entsprechende Satz 
kann ebenso bewiesen werden. 

2) Wenn zwei projectivische Gruppen von Elementen des- 
selben Grundgebildes, von denen die eine aus einfachen Elementen, 
die andere aus Paaren in Involution besteht, so gelegen sind, 
dafs die Doppelelemente des involutorischen Systems mit den 
drei gemeinschaftlichen Elementen beider Gruppen Systeme von 
gleichen fundamentalen Doppelverhältnissen bilden, so entspricht 
jedes der Doppelelemente als Element der zweiten Gruppe dem 
andern als Element der ersten Gruppe. 

Die Gruppen sind darstellbar durch 

x^ + 1x2 = 0, («1 + Aa2)2/i^ + (&i + ^M^a' = 0, 
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die gemeinschaftlichen Elemente also durch 

Damit ihre Hesse'sche Covariante 

(3 02 feg ~ «i^)^i^ + {aib2 — 9a^hj)xiX2 + {Sa^hi — h^)x^ ==» 

sich auf XiX2=^0 reducire, müssen die Bedingungen 3a2&2 = ^l^ 
Saj^i = &2^ erfüllt sein, was nur durch a^ ==0, })2=0 geschehen 
kann, wenn nicht gleichzeitig ai&2 = 9 ag&j .werden d^rf. Dann 
wird aber die Gleichung der gemeinschaftlichen Elemente 

2 1 ~~~ 1 2 ■ ' ■ ^ j 

und diese beweist den Satz. 

3) Unter welcher Bedingung sind die Elemente einer cubischen 
Form U conjugirt harmonisch zu denen einer andern F? 

Wenn die Coefficienten der einen Form durch a, die der 
andern durch & bezeichnet werden, so ist die Bedingung 

Wenn man die Coefficienten der cubischen Covarianten beider 
Formen abkürzend durch A^^ . , Aq*^ J^g, etc. bezeichnet (§ 350; 
nur zwei Zeichenwechsel unterscheiden sie von den Ableitungen 
der Discriminante) und ebenso die der quadratischen Covarianten 
durch a^y a^^^ a^^\ &o2) ^^^'7 ^^ ^^^^ ^^^^ 

-^3-^0 -^0-^3 "T 3-41^2 — 3^2-^1? ^02^13 "T %3^02 — ^%Z^G6 

Invarianten, und die geometrische Bedeutung ist die folgende: 
Die beiden ersten drücken durch ihr Verschwinden aus, dafs die 
drei den Elementen der einen Form in Bezug auf die jedesmaligen 
beiden andern conjugirten Elemente eine Gruppe bilden, welche 
in Bezug auf die drei Elemente der andern Form conjugirt har- 
monisch ist, wie oben verlangt wurde; die dritte gibt durch ihr 
Verschwinden die Bedingung, unter welcher die beiden Systeme 
harmonisch conjugirter Elemente zu den Elementen jedes Systems 
in Bezug auf die jedesmaligen beiden andern zu einander har- 
monisch sind; und die letzte gibt die Bedingung, unter welcher 
die beiden Paare der Elemente der Hesse'schen Covarianten beider 
Formen mit einander ein harmcfhisches System bilden. 

4) Die Jacobi'sche Determinante der beiden Hesse'schen 
Covarianten der cubischen Formen ist eine Covariante derselben, 
durch deren Verschwinden das Elementenpaar bestimmt ist, welches 
zu beiden Paaren der Hesse'schen Covarianten harmonisch con- 
jugirt ist, oder deren jedes mit den Elementen der cubischen 
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Formen selbst Systeme von gleichen fundamentalen Doppelver- 
hältnissen bildet. 

5) Wenn Z7=0, F=0, W=0 drei cubische Formen 
in Involution sind, und die Coefficienten derselben durch a, &, c 
bez. bezeichnet werden, so verschwinden die Determinanten des 
Systems 



%, ai, 


«27 


«3 


^0? ^n 


hl 


h 


^0) ^1) 


^2 7 


^3 

1 



353. Covarianteu der biquadratischen Form. In Bezug 
auf ein Quadrupel U=0 (§351) gibt es eine lineare, eine 
quadratische und eine cubische Polare, nämlich bez. 

+ («1^1^ + 3a2y/y2 + 3a3y,j/2^ + a^y,^)0^ = 0, 

Kj/i' + 2aiyiJ/2 + «2y2')^i' + 2(a,yi2 4-2a,t/iy2 + a3!/2')^i^a 

+ Kj/i' + 2a3j/iy2 + (^^y%)^^ = 0, 
Kyi + ö^i^aK^ + 3 (ai2/i + (^^V^^^H + 3 (og^/i + a^y^z^z^ 

+ («8^1 + «4^2)^ = 0. 

Die Discriminante der quadratischen Polare ist auch die 
der cubischen Polare und zugleich die Hesse'sche Covariante 
der biquadratischen Form 

H^ {a^a^ — a^^)y^ + 2(aoa3 — (^i<h)yiy% 

+{%<^4^-'^ai(^z—^(h^)yiy2+^{(^iar-^ 

Sie ist endlich auch die Hesse'sche Covariante der ersten 
Polare von Uy bezeichnet daher nicht nur die Doppelelemente der 
ersten oder der zweiten Polare von [7, sondern auch diejenigen 
Elemente, die mit den drei Elementen dieser Folare je eine 
Gruppe von gleichen fundamentalen Doppelverhaltnissen bilden. 
Die Jacobi'sche Covariante T von ü und H (§ 349) gibt 
in entwickelter Form 

(«0^%— 3«o«i«2+2ai%/+(aoX+2aoaia3--9aoa/+6ai2a5,)yi^f/2 

+(5aoaia4— 15ao«2«3+10«i^«3)yiV2^+(10ai^a4— lOa^cTg^iV 
+(15aia2Ö4— 5«o«3a4— 10aia3%i^y2*+(9öt2*«4— «o«4^— 2a^a3fy4 

— 60203^)^11/2'^ + (3020304 — a^a^ — 203^)1/2^ = 

und bestimmt jene sechs Elemente^ in welchen ein Element der 
ersten Polare eines Elements in Bezug auf das Quadrupel selbst 
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mit einem Elemente der ersten Polare desselben Elements in 
Beziig auf das System, der Hesse'schen Covariante derselben zu- 
sammenfallt; nach dem Vorigen bildet jedes von ihnen mit den 
Elementen der ersten Polare eine harmonische Gruppe. 

Für flj = ag = reduciren sich die Invarianten und Co- 
varianten der biquadratischen Form und diese selbst auf 

H=aQa^y,^ + {a^a^-^a^^y^^y^ + a^a^y^\ 
T=(a,a, - 9ör2^) (a^y,'' - a^y^^)y,y^. 

Man findet aus diesen reducirten Formen die allgemein gül- 
tige Belation 

Aber für diese reducirte Form von U und H ergibt sich, 
dafs sie in Factoren von der Form J/i^--ffcj/2*=0, yi—vy^=0 
zerlegbar sind, während zugleich die Covariante T drei Paare 
»1^2 = 0, yi* — Ayg^ = 0, y^^ + ky^^ = repräsentirt. Dies 
gibt den Satz: Die vier Elemente einer biquadratischen Form 
und ebenso die ihrer Hesse'schen Covariante bestimmen drei In- 
volutionen, und die drei Paare ihrer Doppelelemente — welche 
ßr beide dieselben T = sind — sind in solcher gegenseitiger 
Beziehung, dafs jedes von ihnen für die Involution der beiden 
andern das Paar der Doppelelemente ist. 

Mit den zwei Invarianten Jg, J^ und den zwei Covarianten 
-ff, T ist die Invariantentheorie der biquadratischen Form im 
Sinne von § 351 erledigt. Überhaupt aber ist der Nachweis er- 
bracht worden,^**) dafs jede binäre Form ein endliches Formen- 
System besitzt: Alle Invarianten und Covarianten einer Form (oder 
simultaner Formest) sind als ganze Functionen einer endlichen 
Anzahl von solchen, mit numerischen Coefficienten, darstellbar. 



Nennzelmtes Kapitel. 

Invariantentheorie der Kegelschnitte. 



354. Invarianten temärer Formen, Die Begriffe und Be- 
neDDungen des vorigen Kapitels lassen sich unmittelbar auf 
das Gebiet der temären Formen und homogenen Gleichungen 
übertragen. Die ternäre lineare Substitution Xt = ZaikXkj 
deren Modul A nicht Null ist, drückt einerseits die all- 
gemeine Goordinatentrausformation, anderseits die collineare 
Zuordnung ebener Gebilde aus (§ 89). Transformiren wir 
eine oder gleichzeitig mehrere gegebene ternäre Formen linear^ 
so kann eine gleich Null gesetzte Coefficientenfunction J{a) 
nur dann eine projectivische Eigenschaft des Gebildes oder 
der Gebilde ausdrücken^ wenn dieselbe Function der trans- 
formirten Coefficienten J{a) gleichzeitig verschwindet. Als- 
dann zeigt sich^ dafs dies Invarianten, d. h. wieder Functionen 
der Coefficienten einer oder mehrerer Formen sind, Welche 
sich bei linearer Transformation derselben nur um eine Potenz 
des Substitutionsmoduls als Factor ändern 

J{a) = A'- . J{a) oder J{a\ h\ • •) = A'' • J(a, 6, • .)• 

Soll insbesondere ein gegebenes Formensystem, das von 
Je Constanten abhängt, in ein anderes System von Formen 
derselben Grade transformirt werden können, so mufs die 
Zahl der notigen Bedingungen kleiner als die der verfügbaren 
Constanten der Substitution sein. Also mufs entweder ä;^8 
sein oder i Coefficientenrelationen bestehen, so dafs Je — i^S 
wird. Die Relationen haben wiederum nachweisbar In- 
variantencharacter und sind überdies von der Substitution 



Invarianten, allgemeine und relative. 621 

völlig unabhängig (r = 0). Demnach besitzt das Formen- 
system mindestens h — 8 absolute Invarianten, eine Form 

^ter Ordnung also deren n ^^~ 8. Unter dm ternären all- 

gemeinen Formen hesitzen (aufser den linearen) nur die qwjdra- 
tischen (Je = 5) Tceine absolute, also nicht mehr als eine gewöhn- 
liche Invariante (§ 339). 

Man pflegt den Namen Invarianten vorzugsweise auf die 
allgemeinen linearen Umformungen zu beziehen. Jedoch kann 
man offenbar auch relative Invarianten bilden, die nur gegen- 
über Substitutionen specielleren Gharacters die Invarianten- 
eigenschaffc besitzen. Alle Eigenschaften, welche sich nur 
bei Umformungen durch Affinität (§ 99) erhalten, werden 
durch Nullsetzung von Coefficientenfunctionen ausgedrückt, 
welche sich nur bei Substitutionen mit a^^ = «32 "= ^ ^^ 
eine Potenz von cc^s (j'^11^22 — ^n^i) ändern. So ist z. B. der 
Parallelismus von Geraden «a; «= 0, &« = 0, die Gattung 
des Kegelschnittes S = (§ 145) eine affine Eigenschaft; 

daher sind a^ftg — ^2^1 ^^^ ^11^22 — ^2^ Äffinitäts- oder 
Parallelinvarianten. Wir erkennen somit, dafs diese eigent- 
lich nur Invarianten binärer Formen sind, weil die un- 
endlich ferne Gerade a?3 = in sich selbst x^ = trans- 
formirt wird. 

Eine noch speciellere Untergruppe der linearen Sub- 
stitutionen bilden die Ahnlichkeitstransformationen, also die 
orthogonalen Substitutionen. Auf die ihnen entsprechenden 
metrischen oder Orthogonalinvarianten wird später besonders 
einzugehen sein (§ 379). 

Aus der allgemeinen Invariantentheorie der ternären 
Formen heben wir hier nur die Grundzüge derjenigen der 
quadratischen Formen heraus. 

355. Disoriminante. Eine quadratische Form S besitzt 
nur eine Invariante^ nämlich ihre Discriminante ^ (früher D). 
Diese ist invariant, da ihr Verschwinden eine projectivische 
Bedingung, das Zerfallen in ein Linienpaar ausdrückt. In der 
Tat sind alle nicht-zerfallenden Kegelschnitte unter einander 
collinear. 
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Den Inyariantencharacter der Discriminante A erkennen 
wir rein analytisch , indem 

^' = A» . ^ 

ist, wenn z/' dieselbe Determinante der Coefficienten a,/ der 
transformirten Form ä' ist, wie jd der aa. Man hat nämlich 
zuerst 

^12> ^18 



A-^ = 



«12 > ^22? ^32 

^is; ^28; ''^as 



^11; ^12? ^ 



18 



^21? ^22; ^23 
^81? ^827 ^33 



Ojlt Öl 



Ö21> ^227 ^23 
^81 7 Ö32> ^33 



für a,-, 



A^.^ 



«iiöj,i + «8*«»8 + «8*«»8 und sodann 

^11? ^IJ ^81 



«12 > «22 7 ^82 
^18 7 ^287 ^88 



^\\y 


%7 


^31 




<^127 


%2; 


«32 




^nj 


^^28 7 


^^33 





^11 , ^21 7 ^81 

tri 

«12 7 ^22 7 ^82 

^ / / 

^13 7 ^23 7 ^33 



für «,/== «itöi,- + «2*02.- + «8*ö3». Durch die Determinanten- 
multiplication erhält man so 



«1* 



== Xx ^'*Ö'» ""^ ^, «ft ^, ^mif^lm = ^, «*i*«*i»i' 

j Im l, m 



CCikCCmi(^l 



tn 



2' 

l, m 



d. h. genau dasselbe, wie für den Coefficienten x/Xk in der 
Entwickelung 

dlmXiXm = ^ «im (^ «^^7*^ (^ «m.a?/ j . 

Letztere können wir auch durch Benutzung der sym- 
bolischen Methode ersetzen, wonach S^E^a^ ist, falls das 
Product der Symbole «, und a* den Coefficienten a,* nur ver- 
tritt. Denn die Symbole o, werden invers transformirt, wie 
die Variabein Xij also ist 

«/«*' = (Sauai) {Samkdm)' 
Offenbar begründet derselbe Beweisgang die Invarianteneigenschaft 
der analog gebildeten Discriminante für qtmdratische Formen von 
beliebig vielen Variabein. 

Die Bedingung ^ = wurde in § 324 als diejenige 
erhalten, welche ausdrückt, dafs die Polaren von willkürlichen 
Punkten in Bezug auf S = durch einen Punkt gehen. Nun 
ist die Büschelbildung dreier Geraden a^ = 0, 6ar = 0, c« = 
eine projectivische Eigenschaft; also ist die Coeffidenten- 
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«/, 


«2'» 


«3' 




w, 


V» 


K 


: 


<, 


Ca, 


< 





^1> ^2? ^ 
^17 ^2 ? ^3 



determinante dreier linearer Formen eine Simultaninvariante der 
selben. Wirklich ist 

«1101 + «210^2 + «31 «3»-? 

«11*1 + «21*2 + «31*3;- ;• =A- 

«11^1 + «21^2 + «31^3;'? 

Die Discriminante ändert sich dagegen um das Modulquadrat^ 
weil die Determinante der transformirten Coefficienten nicht 
einfach die Resultante der transformirten Ableitungen ist^ 
sondern diejenige der Ableitungen der transformirten Form; 
letztere sind lineare Aggregate der ersteren und zwar beweist 
man nach § 342 allgemein: Die Ableitungen einer Form Don 
bdifbig vielen Variahein werden contragredient zu letzteren trans- 
formirt (§ 88). 

356. Harmonische Invarianten. Aus der Discriminante 
entspringen auch die Simultaninvarianten zweier und dreier 
Kegelschnitte y wie in § 340 für Elementenpaare. Wir bilden 
die Discriminante eines Kegelschnittbüschels Si + iSg = 
oder (symbolisch) a«^ + kb^^ = 0, d. h. wir ersetzen die 
Coefficienten a^- durch a^ + kbij und erhalten so 

^11 + "'*117 ^12 + "'*127 ^13 + ^*13 

«21 + ^^ *: 



'2U «22 + "'*22? «23 + "'^23 



«31 + ^*31> «32 + '^* 



32 ? «33 



+ hh 



33 



Die Entwickelung dieser in Je cubischen Function liefert 
augenscheinlich als constantes Glied die Discriminante jd^ 
von /Si = und als Coefficienten von h^ die Discriminante 
^2 von S2 = 0. Bezeichnen wir die Reihen au, «t2> «ts von 
^1 als die 1., 2., 3., 6,i? *«2, *«s von ^2 ^^^ die 1.', 2/, 3.', 
so können wir die Coefficienten ®^ von Tz und ©^ von Ä^ als 
Summen von je drei Determinanten schreiben 

®,=|l',2,3H-|l,2',3|+il,2,3'|, @,H1,2',3'|+|1',2,3'1+|1',2',3 
Explicite ist also die Entwickelung der ersten 
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«in «12 7 ^13 
«21» «22 7 ^23 
«31? «32? ^33 



-<^11^11 + -^22^22 + ^33^83 + "-^23^23 + 2^31631 + 2 -^13^12? 
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wenn die Aij wiederum als die zu üfj adjungirten Elemente 

gelten (§ 163). Da auch Aij = p— ^ ist, so geht 0^ aus z/^ 

a.j 

nach dem Taylor^schen Satze so hervor, wie wenn nach der 
Ausdrucksweise des § 347 die Polare von ^^ für das Wert- 
system hij gebildet wird. Aus ©^ folgt G^ durch Vertauschung 
von üijy hijf Aij mit 6,7, Uij, Sij bez. 

Das Verschwinden der Discriminante des Büschels *^^) 

definirt die Parameter Jc\ h'\ Ä'" der drei in ihm enthaltenen 
Linienpaare (§ 270). Durch Elimination von Tc mittelst der 
Gleichung S^ + hS^^ = erhält man die Gleichung dieser drei 
Linienpaare geradezu in der Form sechster Ordnung 

Nun sind aber die drei Wurzeln der cubischen Glei- 
chungen von Collineationen des Büschels v/nabhä'tigig ^ d. h. 
geht durch Transformation S^y 8^ in S/, S^ bez. über, so sind 
auch für jeden Wert von h die Kegelschnitte S^ -}- TcS^ = 0, 
S^ -+- TcS^ =^ coUinear. Wenn also unter den Coefficienten 
der cubischen Gleichung zwei nur durch den vortretenden Factor 
Z\^ geändert werden, so müssen auch die beiden andern dieselbe 
Änderung erfahren. Somit ist ®/ == A^ • ©i , ®^ = A* • ©^ ^^^ 
©1, @2 ^***^ ^^^^ Simultaninvarianten der Formen 8^, 8^ oder Kegel- 
schnitte 81 = 0, 82 = (nicht aber Invarianten des Büschels). 

B. Man soll den Ort des Schnittpunktes derjenigen Nor- 
malen eines Kegelschnittes finden, welche in den Enden einer 
durch den Punkt a | ß gehenden Sehne errichtet werden. 

Sei S :^ —^ -\- ^ = 1 — die Gleichung der Curve, so 

sind nach § 192 die Fufsp unkte der durch einen gegebenen Punkt 
x' y' gehenden Normalen in den Schnittpunkten von 8^=0 
mit der Hyperbel /^g ^ 2 (j^xy + h^y'x — a^x'y) = 0. Man 
bildet dann nach dem Texte die Gleichung der sechs Verbindungs- 
geraden dieser Fufspunkte, und drückt aus, dafs diese Gleichung 
durch die Coordinaten a ß erfüllt werde. Im gegenwärtigen 
Falle ist 

^1 = -SÄ-- ^1 = ^' ©2 = - («V^ + ty - c*), 

^2 = — 2a^h^c^x'y' ] 
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die Gleichung des Ortes also wird 

^ (a^ßx - b^ay - c^aßf + 2aH'<^xy (^, + |! - l)' 

+ 2 (aV + 6 V - c*) («*/*« + &* «J/ - c"«^) (^ + 1^ — l)' = 0. 

und er ist daher im allgemeinen eine Curve dritter Ordnung. 

Für a = oder jS = 0, d. h. wenn der Punkt in einer 
der Axen liegt, reducirt sich der Ort auf einen Kegelschnitt; die 
bezügliche Axe ist dann selbst ein Teil des Ortes. Der Ort 
reducirt sich auch auf einen Kegelschnitt, wenn der gegebene 
Punkt unendlich entfernt ist, d. h. wenn der Schnittpunkt 
der Normalen zu bestimmen ist, die in den Enden paralleler 
Sehnen liegen. 

357. Da das Büschel nur eine^ von k abhängige, In- 
variante hat, so liegt der Schlufs nahe, dafs das Gurvenpaar 
Si = Oy Sg = keine Invarianten hat, die sich nicht auf 
z/^, z/g, ©1, ®2 zurückführen liefsen. In der Tat beweist aber 
die Invariantentheorie, dafs alle Invarianten des Kegelschnitt- 
paares rationale Functionen von /d^, jd^y @i, ©^ mit nume- 
rischen Coefßcienten sind. 

Offenbar sind umgekehrt nur solche rationale Functionen 
der vier Gröfsen, welche sie homogen enthalten, Invarianten. 
Denn nur solche ändern sich um eine Potenz des Moduls, 
da ^1, ^2f ^1) ®2 sich ganz gleichartig ändern. Femer mufs 
jede Invariante in den Coefftdentm jeder einzelnen Grundform 
homogen sein, während ^^^ S^, ®2? ^2 ^^ denen von 8^ vom 
dritten, zweiten, ersten, nullten Grade bez. sind. Diese beiden 
Anforderungen erleichtem die Aufstellung des Invarianten- 
ausdrucks einer projectivischen Beziehung der beiden Kegel- 
schnitte, denn eine leichte Überlegung zeigt, dafs eine ganze 
Function von bestimmten Graden in den a,y und hij nur eine 
endliche Anzahl von Producten jener vier fundamentalen In- 
varianten enthalten kann. 

Diese Gradverhältnisse in den Coefßcienten werden un- 
kenntlich, wenn wir für Formen mit numerischen Coefßcienten 
die Invarianten bilden, bleiben aber stets zu berücksichtigen. 
Für specielle Beziehungen der Kegelschnitte zum Coordinaten- 
system reduciren sich die vier Invarianten auf einfachere 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 6. Aufl. 40 
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Ausdrucke. Gerade diese erleichtern es oft sehr, gegebenen- 
falls homogene Relationen zwischen den Inyarianten, d. h. 
projectivische Beziehungen zu erkennen. Eine jede solche 
Relation gilt dann, ihrer analytischen Natur gemäfs, nicht 
nur für die specielle Abhängigkeit vom Coordinatensystem, 
sondern für jede Coordinatenwahl. 

Im allgemeinen besitzen zwei Kegelschnitte ein gemein- 
sames Polardreieck und können in den Normal-Gleichungs- 
formen angenommen werden (§ 314) 

Si = 2:aiiX^^ = 0, 8^ = ZJXi^ = 0. 

Alsdann sind die vier Invarianten 

^1 = 0^11022 ^88 > Yl ^^^ ^22^38 I %8^11 1 ^11^22^ 
®2 = ö^ii + «22 + «88> ^2 = 1 

einfach die elementarsymmetrischen Functionen der aij. Als 
die Parameter der Linienpaare folgen also — «u, — a22, 
- 083 (§ 356). 

B. 1) Wenn 82 = wie im Text vorausgesetzt wird, aber 
Ä'i == die allgemeine Gleichung repräsentirt, so ist 

®l=(«22%S~öf28^) + («88«11— %l^)+ («11«22— öl2^)=^ll+^22+ Asi 

®2 = %1+ 0^22+ «83- 

2) Für zwei Kreise, welche dargestellt sind durch 

ist J, 9l^ 0,= «^+,S«-29i»-9,», ©,=«''+,3»-9,«-29,^ 

2^/2 = — Q2^' ^3* daher d die Entfernung der Centra beider 
Kreise von einander, so repräsentirt 8^ -}" ^^^2 ''^ ^ Gerade fllr 
die Werte von Ä, die wir aus 

Qx' + (291* + 9.* - d*) Ä + (91» + 2q^ -(?)&» + 93«*» = 

erhalten. Da nun wie 'bekaimt Si — 8^ = die Badicalaxe nnd 
die unendlich ferne Gerade darstellt, so ist — 1 eine Wurzel 
dieser Gleichung, und dieselbe ist durch (k -j- l) teilbar; der 
Quotient ist ß^* + (9i* + 9»* — <**)* + 9»*** = 0. 

3) Wenn ^^ = ?1 + |! _ l = 0, 

S, = {x- «)* + (y - ßf - ?* = 0, 
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80 ist 4 ■^, ©, = -L. («« + (S^ - «2 _ 6« - 9^!), 

©« = S + ?^-l-9^(i + ^), ^s 9*. 

4) Für die Parabel S^^y^ — 4:mx = und S^ = als 
die allgemeine Gleichung des Kreises wie vorher ist 

J^=- — 4w^, ©i= — 4m(a + m), 02=i^^~~^^<^ — ^^ ^2=~?*- 

5) Berechne die Invarianten für zwei Kegelschnitte, die 
demselben Dreieck bez. ein- und umgeschrieben sind. Für 

8-^ ^ {aiX^ — ^a^a^x^x^ + etc. = 0, 
ist ^^ == — 4 «1^ «2^ %^ ©1 = 4 Ol «2 «8 («1 «23' + 0^2 %i' + % ^12')» 

^^2 = 2 023' «3/012', ©2 = — («23'% + %/«2 + (^12 ^sY' 

358. Tactinvariante. Wenn von den vier Schnittpunkten 
A, By Cf D der Kegelschnitte zwei, A und J5, sich decken, 
so ist offenbar das Linienpaar AC, BD mit dem Paar BC^ 
AD identisch, und die cubische Gleichung 

muTs ein Paar gleiche Wurzeln besitzen. Man findet die 
Bedingung dafür im Verschwinden der Discriminante der 
cubischen Gleichung (§ 350) von der Form 

4(®i2 _ 3z^i@2) W — 3^2®i) = (®i®2 — 9^1-^2)^ oder 
@i2@^2 + 18 z^,z^2®i®2 — 27 ^iH' - 4^i@2^ — 4^2®!^ = 0. 
Dies ist die invariante Bedingung der Berührung stoischen den 
KegelschniUen. 

Man beweist in der Theorie der Gleichungen, dafs die 
linke Seite derselben, die sog. Tactinvariante, zu dem Product 
der Quadrate der Differenzen der Wurzeln proportional ist, 
welche die Gleichung in h besitzt: wenn sie positiv ist, so 
sind diese Wurzeln sämmtlich reell, wenn sie negativ ist, so 
sind zwei von ihnen complex. Im letztern Falle schneiden 
sich (vgl. § 271) die beiden Kegelschnitte in zwei reellen 
und zwei imaginären Punkten, im ersten Falle schneiden sie 
einander entweder in vier reellen oder in vier imaginären 
Punkten. Diese beiden letzteren Fälle unterscheiden sich 
nicht durch ein einfaches Kennzeichen. ^^^) 

40* 
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Wenn die drei Schnittpunkte A, B, C zusammeDrücten 
oder die Kegelschnitte einander osculiren, so sind die Linien- 
paare ÄBy CD; BC, AD; CA, BD identisch. Ä.lso mufs 
die linke Seite der cubischen Gleichung ein vollständiger 
Cubus sein und das erfordert nach § 350, dafs die drei ein- 
geklammerten Gröfsen der Tactinvariante gleichzeitig ver- 
schwinden. Die Invariantenbedingungen der Osculation sind 
daher (vgl. Vorles. Art. 377. s) 

3^1 : 6>j = @j : ©3 = @2 : 3J^, 

Die Bedingung der Doppelberührung ist anderer Art und 
wird später erhalten (§§ 368, 371, ö). 

B. 1) Man soll nach der Methode des Textes die Bedingung 
finden, unter der zwei Kreise sich berühren. 

Damit die reducirte Schlufsgleichung § 357, 2) gleiche Wurzeln 

hat, erhalt man q^^ + ^2^ — ^ = i ^^1^2 ^^®^ ^ '^^ ^1 i ^a» 
wie es geometrisch offenbar ist. 

2) Man bestimme den Ort des Centrums für einen Kreis 
von constantem Badius^ welcher stets einen gegebenen Kegelschnitt 
berührt 

Dazu setzen wir in die Gleichung des Textes (Dicriminante »= 0) 
die Werte von Jj^^ J^^ ®u ®2 ^^^j welche in § 347, 3) und 4) 
gegeben wurden, und betrachten sodann a\ß als die laufenden 
Coordinaten. Der Ort ist im allgemeinen eine Curve achter Ord- 
mmg, im Falle der Parabel eine Curve sechster Ordnung. Dieselbe 
Curve erhält man als den Ort der Endpunkte, wenn man auf 
allen Normalen der Curve von dieser aus eine constante Länge 
gleich Q abträgt. Man nennt sie auch die ParaUelcurve des Kegel- 
schnittes, Sie hat mit dem Kegelschnitt selbst die nämliche 
Evolute (§ 264). Ihre Gleichung liefert auch die Bestimmung 
der normalen Entfernungen, welche von einem beliebigen Punkte 
aus zum Kegelschnitt gemessen werden. In voller Entwickelung 
ist sie für die Parabel y^ = 4ma; 

(>^ — (3 1/2 + a;^ -f 8 mrr — 8 w^) ^* + { 3 y* + «^^2 ic^ — 2 wa; -f 20m*) 

+8waj^+8wV— 32m^a7+16m* } Q^—{y^—^mxf\y^+{x--mf ] =0; 

und ftlr die Ellipse — + rf =1, wenn man (?='c? — fc* setzt, 

<*q^ — 2c»9« [(?{a* + 6*) + («» — 26«) a;» + (2o« — 6*)y«} 
+q* { c*(a*+4a«6«+6*)-2 c\a*-a%^+Z fe*>»+2c»(3o*-a«6*+6*y 
+(a*-6a*6''+6&*)a!*+(6a*-6a«6*+&V+(6<»*— 10a*6*+6&Vy*} 
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— h^ (6a* - lOa^l^ + 65*) ar* - a^ (6a* — lOa^^ + 66*) / 

+ (4a« — 6a*6^ -.ea^ft* + 46«)^^/ + 2&2(a2 — 262)a;6 
— 2(a*-a^fe«+36>y— 2(3a*— aV+&*>V+2a2(62— 2aV} 
+ (6*0;^ + a*/ — aHy{{x - c)^ + /} { (ic + c)^ + y«} = 0. 

Damach ist der Ort eines Punktes, für welchen die Summe 
der Quadrate seiner normalen Abstände Ton der Ellipse bez. 
Parabel gegeben ist {N\ ein Kegelschnitt, dargestellt durch 

(a« - 26^) a? + (20^ — h^)y^ + a* — 6* = JV 

bez. Q^ + 3«/^ + 8w« (äj — m) ^= N. 

Wenn wir die Bedingung bilden, unter welcher die Gleichung 
in Q^ gleiche Wurzeln hat, so erhalten wir das Product aus den 
linken Seiten der Gleichungen der Axen und der unendlich fernen 
Geraden in den Cubus der linken Seite der Gleichung der Evolute. 
Für (> = 0, für Geraden und aus dem finden wir die Curve selbst, 
doppelt gezählt, und ihre Brennpunkte, nämlich 

{(x — cy + y^][(x + cy + y^)=0 bez, y^ + (x — my = 

d. h. im ersten Falle die vier Verbindungsgeraden je eines reellen 
und eines imaginären Brennpunktes der Ellipse, welche Tan- 
genten derselben sind. Der Voraussetzung a = h entspricht als 
Parallelcurve des Kreises ein Paar von concentrischen Kreisen 

x^ + y^ — {a + QY — 

und die vier Geraden (pd^ -f- y^y = 0, welche die Tangenten des 
Kreises aus seinem Centrum oder die nach den imaginären Kreis- 
punkten im unendlichen gehenden Geraden, doppelt gezählt sind. 
Endlich lehrt die allgemeine Form der Gleichung im Texte ^^^) 
(§ 275), dafs die Parallelcurve von den Curven vierter Ordnung 
©1^ — 3^1 02 = 0, ©2^ — 3/^2 ©1 = («1/3 laufende Coordi- 
naten) in den Punkten berührt wird, in welchen sie die Curve 
vierter Ordnung 0i02 — ^^^^^ = schneidet, d. h. in den 
Punkten, welche zu den Punkten der Krümmungshalbmesser q gehören. 
3) Bestimmung der Krümmwngskreise q des Kegelschnittes, 
Setzen wir in die Bedingungen der Osculation im Texte 
dieselben Werte ein wie in 2), so bestimmen zwei derselben die 
vier Krümmungsmittelpunkte a | /3 zu dem gegebenen Krümmungs- 
radius Q. Man erhält sie aus 0^ = S(Ji^J2)^i ®2 "^ ^(^i^i^)^ 
als die Schnittpunkte von 

x^ + y^ — a« -•&« — 9« 3 (ahQ)i und 

h^x^ + aV' - an^ ~ Q^ (a^ + &2) _ _ 3 (^^^^jl (^^j 2). 
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Für die Parabel findet man die zwei Schnittpunkte von 

4m (a? + w) = 3 (4w^^)^, y^ — 4wa; — 9* = 3 (2m^^i 

4) Gleichimg der Evolute der Ellipse. 

Man hat die Bedingung auszudrücken, unter der die Curven 
Ä'i = 0, 8^ = in § 356 B. sich berühren. Für 0^ = redu- 
cirt sich aber die Bedingung der Existenz gleicher Wurzeln in 
^1 + ®i^ + ®2^^ + ^2^® = auf 27^1^2* -f. 4 02» = 0, d. h. 
die Gleichung der Evolute ist (vgl. § 240) 

(a^a;^ + h^ — c^T + 27an^c^x^y^ = 0. 

5) Gleichimg der Evolute der Parabel, 

Weil S^^y^ — Amx^ 82 ^ 2xy + 2 (2w — ir')y — 4twy', 

z/j = — 4w»^, ©1 == 0, 02 = — 4w(2m — a;'), z/g = 4wy' 

ist, so ist die Gleichung der Evolute 27my^ = 4(a; — 2wi)^ 
Es ist zu bemerken, dafs die Schnittpunkte von Ä^ = 0, 82 = 
nicht nur die Fufspunkte der drei Normalen liefern, welche von 
einem beliebigen Punkte ausgehen (§ 221)^ sondern auch den 
unendlich fernen Punkt der Axe ^ = 0. Die sechs Sehnen zwischen 
diesen Schnittpunkten sind also die Seiten des Dreiecks der Fufs- 
punkte und die drei Parallelen zur Axe durch diese Punkte. 
Darum ist die in § 356 B. angewendete Methode für die Lösung 
des entsprechenden Problems bei der Parabel nicht die einfachste; 
man erhält zwar die Gleichung § 229, 9), aber multiplicirt mit 
dem Factor 

4m (2m^ + 2/'^ — 2my') — y'\ 

6) Man zeige, dafs die Bedingung der Berührung für einen 
dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen und einen ihm um- 
geschriebenen Kegelschnitt (§ 357, 5) die Relation ist 

(«lO* + (ö2«8i')* + («3 «12')^ = 0, 

^ K^ss' H )^ = 27 aia2a^a2^'a^i\2' 

359. Eegelsohnitt und Linienpaar. Wenn von den beiden 
Kegelschnitten S^ = 0, $2 = der zweite in ein Linienpaar 
degenerirt, so ist ^2 "^ 0, und wir dürfen den Kegelschnitt 
S2 => durch rTi^Cg = und das Büschel daher durch 
Si -|- 2JCX1X2 = dargestellt ansehen. Die Discriminante des 
Büschels findet man^ indem man in z/^ für 0^2 ^^^ Summe 
(a^g+Ä) substituirt, in der Form ^i+2fe(ai8a2a — ötig^ss) — «ss^- 
Es ist also 

®2 = — «33> ®i = 2 (aigagg — aigflss) = ^12 > 
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d. h. @2 verschwindet zugleich mit «33 und &^ für «13 «33 = ai2Ö88 
oder A^2 = 0; jenes bedingt, dafs der Punkt rCi = iCg = in 
der Curve S^ = liegt, dieses, dafs die beiden Geraden 
rTi = 0, a?2 = in Bezug auf 82 = conjugirt sind. (§ 155, l.) 
Nun gilt aber diese Invariantenrelation auch bei all- 
gemeiner Coordinatenwahl. Also ergibt sich: Wenn Sg «= 
ein Linienpaar darstellt (^2 = 0), so repräsentirt ©2 = ^^^ 
Bedingung, unter welcher der Schnittpunkt der beiden Geraden 
in der Cu/rve iS^ = liegt; 0^ = aber die Bedingung, unter 
welcher diese beiden Geraden in Bezug auf 8^ = harmonische 
Polaren sind. Schreibt man in den Gleichungen Linien- 
coordinaten als Variable, so gilt: Wenn U^^O zwei Punkte 
darstellt {^2 = 0), so repräsentirt @2 =* die Bedingung, 
unter welcher ihre Verbindungslinie eine Tangente Ton 
2^=0 ist, und ® j^ = die Bedingung, unter welcher beide 
Punkte in Beziehung auf 2i = harmonische Pole sind. 

In den Beziehungen des Kegelschnittes zu dem Linien- 
paar kann derselbe offenbar vollständig durch das vom 
Doppelpunkt x' \ y' des letzteren an ihn gehende Tangenten- 
paar vertreten werden. Zur analytischen Prüfung führen 
wir die Gleichung des Tangentenpaares aus iTj = a^g «= ein 
(§ 156) 

Dann ist dasselbe harmonisch zu x^X2 = 0, wenn A^2 = ^ 
und eine Doppellinie, wenn -4^-422 — -4^2^ = ^i • «33 = 0. 
Somit sind im Grunde genommen die 8inmltaninvarianten 
®i, bez. ®2 eines Kegelschnittes und eines Linienpaares einfa^ih 
die binäre harmonische Invariante ®^j bez. die Discriminante /i 
des Linienpaares und des mit ihm concentrischen Tangenten- 
polares. 

Die Discriminante der Gleichung ^1+ ®iÄ4"®2^^ = 
gibt durch ihr Verschwinden nach § 358 die Bedingung 
Ai/4^02 = ®iy damit eine der Geraden des Linienpaares 
82 = den Kegelschnitt 8^=0 berührt. In dem oben ge- 
wählten Goordinatensystem bestätigt man dies leicht, da dann 

®l^ — 4^1 ®2 = «33 ^1 + A2 = ^13 • ^23 ist. 



632 XIX. InvarianteDtheorie der Kegelschnitte. 360. 

360. Wenn insbesondere Sg ein vollständiges Quadrat ist, 
so kann man das Büschel transformiren zu S^ + ^^i* = 0. 
Die Discriminante desselben ist dann zf^ -{" ^-^ii> ^-Iso ist 
©^ = All "=* ^^® Bedingung der Berührung des Kegel- 
schnittes 8^ = mit der Geraden 8^ = 0. Dies weist auf 
einen Zusammenhang dieser Invariante 0^ mit der Tangential- 
form von 8i hin. 

Wir können direct die Gleichung der Tangenten des 
Kegelschnittes iS^ «= in seinen Schnittpunkten mit der Ge- 
raden 1« = bestimmen. Dieselben bilden unter den den 
Kegelschnitt iS^ == in diesen Punkten doppelt berührenden 
Kegelschnitten 5^ + Ä|r* = denjenigen, welcher in ein 
Linienpaar degenerirt Man hat in diesem Falle nicht nur 
zi/g == 0, sondern es verschwinden auch alle Unterdetermi- 
nanten von z^2J ^Iso ist nach § 356 auch &2 ^^ ^- ^^^ findet 
so für die cubische Gleichung ^^ -f- ©^ä = 0; d. h. aufser 
der doppelt zu zählenden Wurzel ä = oo, die der Geraden 
ga; = selbst entspricht, liefert sie nur einen Wert von jfc, 
der eben die fraglichen Tangenten bestimmen mufs. Nun 
hat man. aber bat = li&t; also @i 

d. h. ©1 ist mit dem Polynom Z^ der Tangentialgleichung des 
Kegelschnittes 8^ = identisch (§ 323). Aus z/^ + Ä2^i = 
ergibt sich daher die Gleichung des Tangentenpaares 

2Ji8i ^ dl?. 

Wenn 1« = den Kegelschnitt S^ = berührt, so fällt 
das Tangentenpaar mit dieser Geraden selbst zusammen, und 
die bezügliche Bedingung ist eben ©^ = oder Z^ = 0. 
Wenn die 5,- speciell durch die Seitenlängen Z,- des Punda- 
mentaldreiecks ersetzt werden, so liefert die erhaltene Glei- 
chung die Bestimmung der Asymptoten des durch die all- 
gemeine homogene Gleichung in trimetrischen Coordinaten 
ausgedrückten Kegelschnittes. 

B. 1) Für iS(i> = 0, 5^2) = 0, ... als Gleichungen von fünf 
festen Kegelschnitten, ist es immer in unendlich vielen AHen 
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möglich, fünf Constanten \^ \^ , , , so zu bestimmen, dafs die 
Summe 

entweder ein vollständiges Quadrat i^, oder das Product Ton 
zwei linearen Factoren MN ist. Man soll zeigen, dafs die Ge- 
rade iy = einen festen Kegelschnitt V = umhüllt, wnd dafs 
die Geraden Jf = 0, ^ = in Bezug auf denselben einander 
cor^ugirt sind. 

Wir können F = so bestimmen, dafs die Invariante 0^ 
für V und jeden der fünf Kegelschnitte verschwindet, weil dies 
fär Äij als die Coefficienten der Gleichung von V in Linien- 
coordinaten durch fünf Gleichungen von der Form bedingt wird 

^u«ii^'^+^22«22^'^+^88«3s^'^+2 ^3«23^'^+2 'A,,a^^^^)+2 Ä,,a,^(^)^ 0, 

die zur Bestimmung der Verhältnisse der sechs Äij hinreichen. 
Aus der Erfüllung dieser Gleichungen folgt aber zugleich 

UÄijQc^ai/^y + Jc,ai/^) + Jc^a^p + \aif^) + h^a^p) = 0, 

d. h. ©1 verschwindet für F = und einen beliebigen Kegel- 
schnitt des Systems UkxS^^^ = 0, womit der Satz bewiesen ist. 
Wenn die Gerade Jf = gegeben ist, so geht ^ = durch 
einen festen Punkt, nämlich durch den Pol von ilf = in Bezug 
auf F = 0. 

2) Wenn sechs Gerade rr^ = 0, . . . ., Xq = Tangenten 
desselben Kegelschnittes sind, so sind die Quadrate ihrer Glei- 
chungen durch eine lineare Belati(Hi 

verbunden. ^^®) Dies ist ein specieller Fall des vorigen, ergibt 
sich aber direct, wie folgt. 

Man schreibt die sechs Bedingungen nach § 163 für die 
Berührung der sechs Geraden mit dem Kegelschnitt und eliminirt 
die unbekannten Coefficienten A^j seiner Gleichung; die Bedingung 
des Satzes ist das Verschwinden der Determinante aus den sechs 
Zeilen (i = 1, . . . ., 6) 

fc(»)2 fc(02 fc(02 MOi(0 ^„(Ofc(t) ^(OMO 
Sl j S2 ? S3 j S2 Ss ) 53 §17 Si Sa 

und dies ist auch die Bedingung, unter welcher die secHs Quadrate 
der ^i^^Xi + ^2^*^X2 -|- Is^'^ÄJj durch eine lineare Kelation ver- 
bunden sind. 

3) Wenn nur vier Kegelschnitte ^^^ = 0, . . Ä(^> = ge- 
geben sind, und F = so bestimmt werden soll, dafs die Re- 
lation ©1 = für ihn und jeden der vier erfüllt wird, so bleibt 
einer der Coefficienten Äij unbestimmt, aber alle andern können 
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durch ihn ausgedrückt werden. Also ist die Gleichung von F in 
Liniencoordinaten von der Form 2^ -\- X22 = 0^ d. h. der Kegel- 
schnitt berührt vier feste Gerade. Wir zeigen später direct (§ 378), 
dafs die Constanten in vier Arten so bestimmt werden können, 
dafs Ä-i5(i) + h^S^^) + Ä^Ä^s) + k^S<^^^ = ein vollständiges Qua- 
drat ist. Indem wir M = als die unendlich ferne Gerade 
denken, erkennen wir ferner, dafs die Aufgabe eine bestimmte 
und eine lineare ist, für eine gegebene Gerade M '= die Con- 
stanten so zu bestimmen, dafs Jc^S^^^ "!"••• von der Form MN 
ist. Nach 1) ist JV «= der Ort des Pols von Jf = in Bezug 
auf 7 = 0. (Vgl. § 317, l.) 

361. Bedeutung der Relationen @^ = und ©^ <= 0. 
Auch im Falle der allgemeinen Kegelschnitte ä^ = 0, 5^2 = 
liegt es nun nahe, das Verseh winden einer ihrer Simultan- 
invarianten auf binäre harmonische Relationen zurückzuführen. 
Den Weg dazu bietet die Betrachtung der Tangentenpaare 
aus einem Punkte oder der Schnittpunktpaare in einer 
Geraden. 

Nehmen- wir irgend einen Punkt A^ von /S2 = als 
00i=X2 = O und seine Polare in Bezug auf Äj = als x^ = 0, 
so bedingt dies Jgg = 0, a^g = a^^^^ und A^^ = ö^ggOgg, 
A22 = ö^gga^i, A2Q = -4gi == 0, -4^2 == — ^33^12* Also ist dann 
der Wert der Invariante 

©1 == 2Afjhij = «38 («11*22 + «22*11 — 2ai2&i2); 

und dieser ist Null nur, wenn die binäre Invariante = 
ist (§ 340), falls nämlich der gewählte Fundamentalpunkt 
keiner der Schnittpunkte der Curven ist (ogg ^ 0). Daher be- 
steht — und zwar offenbar auch noch für die Schnittpunkte 
gültig — der Satz: Wenn ©^ = ist, so schneidet die Polare 
eines jeden Punktes von 82 = in Beisiig auf S^ = beide 
Kegelschnitte harmonisch. Bei ©2 = ^ S^^^ dasselbe für die 
Polaren der Punkte von /S^ = bezüglich 82 = 0. 

Heifsen die Schnittpunkte der Polare von A^ mit 82 = 
A^ und ^2? ^^ ^^^ -^i^^s 6in Polardreieck in Bezug auf 
8^ = 0, falls ©1 = ist. Zu jedem Punkt von Sg = 
existirt ein solches Polardreieck, d. h. es gibt unendlich viele 
solche, sobald eines existirt. Umgekehrt hat die Invariante ©^ 
den Wert Null, wenn ein Polardreieck von Si = in Äj = 
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eingeschrieben ist Denn die beiden Gleichungen haben dann 
die Formen 

und bei agg = «31 = «jg = 0, tu = ^22 = ^33 = 
verschwindet ©j. 

Das Verschwinden der Simultaninvariante ®^ ist notwendig 
und hinreichend, damit unendlich viele Polardreiecke von /S^ = 
in S^ = eingeschrieben werden können. 

Der dualistisch entsprechende Satz lautet: Das Ver- 
schwinden der Simultaninvariante ®2 *^^ notwendig und hin- 
reichend, damit unendlich viele PolardreiecJce von Si = um 
S2 = umgeschrieben werden können. In der Tat kann man 
die ganze Entwicklung dualistisch interpretiren, wenn man 
statt Xij aij, bij setzt |,-, Äijy Bij. Alsdann geht aber zugleich 
Äijy Bij über in Aa^, ^^ijj also UÄ^jbij in ^UaijBfj, d. h. 
@i in A • @2 ^°d ebenso ®2 ^^ ^ ' ®i; ^^^ wohl zu be- 
achtender Wechsel. In der Tat verificirt man sofort, dafs 
@i = ist, wenn A^^ = A22 = Ä^^ = und 633 = b^i = 612 = 

oder ^23 °^ ^81 ==* -^12 "^ ist. 

Somit kann die Bedingung @j s« 0, ebenso natürlich 
®2 = 0, in doppelter Weise ausgesprochen werden, wie in 
dem Satze liegt: Wenn ein erster Kegelschnitt einem Polar- 
dreieck eines zweiten eingeschrieben werden kann, so kann auch 
der zweite einem Polardreieck des ersten umgeschrieben werden. 
Man pflegt Kegelschnitte von dieser Eigenschaft harmonische 
Kegelschnitte^^^) zu nennen und unterscheidet Kegelschnitte, 
welche einem andern, d. h. eigentlich unendlich vielen Polar- 
dreiecken desselben, harmonisch um- oder eingeschrieben sind. 
Diejenige Simultaninvariante, welche für harmonische Kegel- 
schnitte verschwindet, enthält die Coefficienten der Punkt- 
coordinatengleichung des umgeschriebenen und die Coeffi- 
cienten der Liniencoordinatengleichung des eingeschriebenen 
Kegelschnittes. 

B« 1) Nennen wir das Perspectiveentrum zweier polar- 
conjugirten Dreiecke das polare Centmm eines jeden der Dreiecke 
in Bezug auf den Kegelschnitt (§§ 118; 312, 3) und die Perspectiv- 
axe die polare Axe, so bedingt die Eelation &^^ = 0, da/s das 
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in Bezug auf /Sj «= genommene polare Centrum eines dem Kegel- 
schnitt /Sjj = eingeschriebenen Breiecks auf S^'^' liegt ^ und 
dafs die in Bezug auf S^=^ genommene polare Axe eines dem 
Kegelschnitt 8^=0 umgeschriebenen Breiecks /S^ = berührt. 
Denn x^x^x^ = und das polare Dreieck 

^11^1 \ ^12^2 "T 0^13^3 ^'^ ^: ^21^1 "T ^22^2 I ^23^3 ^^^ ^> 

haben ein Perspectivcentrum , dessen Coordinaten die reciproken 
Werte von -^23, ^31, A^^ sind. Substituirt man sie in die Glei- 
chung von /Sg = (61^ == 2>22 =^ ^38 "== ^)> so erhält man 

2^8^23 + ^^zxK + 2^i2&i2 «^ oder 0^ = 0. 

Den zweiten Teil des Satzes beweist man in analoger Weise. 

2) Wenn gleichzeitig S^ = und 0^ = ist, so ist das 
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte der Kegelschnitte auf 
beiden äquianhai*monisch (§ 320). 

3) Zwei Tripel harmonischer Pole in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt /Sg «= liegen auf einem zu ihm harmonischen Kegel- 
schnitt. (§ 312, 2.) Die Polaren berühren einen andern. 

Denken wir einen Kegelschnitt durch die Ecken des einen 
Dreiecks und durch zwei des andern gelegt, welches als Funda- 
mentaldreieck gewählt werde, so folgt 

02 = oder o^ -f- a^ + «38 = ^ 

aus der Voraussetzung, dafs er dem ersten Dreieck umgeschrieben 
sei (§ 357, l). Da zwei Ecken des Fundamentaldreiecks dem 
Kegelschnitt angehören, so ist «n =r 0, «22 = 0, und ipan er- 
kennt somit, dafs auch 033 = ist. Ebenso beweist man den 
zweiten Teil des Satzes. 

362. Harmonisohe Eegelsohnitte. Die Simultaniuvari- 
anten sind nach ihrer allgemeinen Form symmetrische Summen 
der Producte der Coefficienten der Gleichung des einen Kegel- 
schnittes in Punktcoordinaten in die gleichnamigen Coeffi- 
cienten der Gleichung des andern Kegelschnittes in Linien- 

coordinaten, nämlich ©^ = 2^-4^6^ = -4ii&u -|- 2-423623 + •••• 
Das Verschwinden einer solchen Invariante ist also entweder 
eine lineare Bedingung für den einen Kegelschnitt als Ort oder 
für den andern als Enveloppe, je nach der Reihe von Coeffi- 
cienten, welche man als gegeben ansieht. Offenbar kann man 
80 jede lineare Relation zwischen den Coefficienten einer Orts- 
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oder Enveloppengleichung sowohl mit ©^ als ©g identificiren, 
indem man die sechs gegebenen Coefficienten als diejenigen 
einer gegebenen Enveloppen- oder Ortsgleichung auffafst. 

Die allgemeine lineare Bedingung für einen Kegelschnitt 
bedeutet geometrisch , dafs er m einem gegebenen Kegelschnitt 
harmonisch ist Dieser durch die numerischen Coefficienten 
der Bedingung gegebene Kegelschnitt kann natürlich von ganz 
specieller Art sein, also z. B. ein Punktepaar (auch Doppel- 
punkt) oder ein Linienpaar (auch Doppellinie). In diesen 
Besonderheiten sind die in § 336 interpretirten linearen Be- 
stimmungen enthalten. Bilden wir nämlich die Bedingung, 
dafs zwei gegebene Punkte y,-, 0i in Bezug auf Ä^ =* con- 
jugirte Pole seien, so besteht für die hij die Gleichung des 
§ 320; also folgt die nach 0^ = harmonische Enveloppe 
2^1 = aus 

•^11 ^88 -^88 -^88 __ ^81 __. -^12 

yi% y^^i 2/s^3 ^2^8 + 2/8^8 2/8^1 + yi^8 Vl^i + 3/8^1 

und dies sind dieselben Bedingungen, welche ausdrücken, dafs 
2\ = mit ly • ^, == identisch ist. Also ist dann iS^ s=s 
dem aus den beiden Polen gebildeten Kegelschnitt ^Tj «= 
harmonisch umgeschrieben, wie auch geometrisch evident ist. 
Das Punktepaar tfi, Zi kann sich auf einen doppelt zählenden 
Punkt reduciren, durch welchen der Kegelschnitt einfach hin- 
durchgeht. 

Sind für eine Enveloppe 27 zweiten Grades r + 1 lineare 
Bedingungen gegeben (r + 1 < 5), so sind alle ihnen 
genügenden Kegelschnitte r -f- 1 gegebenen Kegelschnitten 
iSj, . . Sy+i harmonisch eingeschrieben. Dieselbe Eigenschaft 
hat E dann in Bezug auf alle Curven des punctuell-linearen 
Gebildes r^ Stufe 

^1^1 + • • • + ^r+liSr+l = (§ 283). 

Umgekehrt bilden alle jene Enveloppen ein tangential- 
lineares Gebilde (4 — rj^ Stufe, dessen Gleichung, wenn 
27^(1)^ • • • 2^^— '•) die Polynome der Gleichungen linear un- 
abhängiger Enveloppen desselben sind, lautet 
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Alsdann sind die Örter S^, . . . Sr+i den Enveloppen 
Z^^>, . . . Z<^^''\ also allen Enveloppen ihres Gebildes har- 
monisch umgeschrieben. Somit sind alle Kegelschnitte des 
Ortsgehildes r*^ Stufe harmonisch zu allen Kegelschnitten des 
Enveloppengebildes s*^ Stufe, wo r + 5 = 4 is^. Die ersteren 
sind den letzteren harmonisch umgeschrieben, die letzteren 
den ersteren harmonisch eingeschrieben, vrenn dies für jeden 
von r -|- 1 ersten und 5 -|- 1 zweiten, linear unabhängigen 
Kegelschnitten der Fall ist. Solche harmonische Systeme 
wrerden w^ir später contravariante lineare Gebilde nennen (§ 366). 
So bilden also alle Kegelschnitte, w^elche Polardreiecken 
eines gegebenen ein- bez. umgeschrieben werden können, ein 
Enveloppen- bez. Ortsgebilde vierter Stufe. Die conjugirten 
Pole bez. Polaren der gegebenen Curve bilden die degenerirten 
harmonischen Curven. Die harmonischen Enveloppen zu 
einem Büschel bilden ein Gewebe, die harmonischen Orter 
zu einer Schaar ein Netz, und umgekehrt. 

B. 1) In einem Büschel ä' + Ä/S" == gibt es immer einen 
und nur einen Kegelschnitt, der ein Tripel harmonischer Pole 
in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt 8=0 enthält. 

Für 0/, ©i" als die Werte der Invariante 0^ von S' und 
/S, bez. Ä" und 8 ist die Gleichung desselben 

0/Ä" + e/'/S' = 0. 

Denn es ist für den Kegelschnitt h die Invariante S^ mit 8 

= Kl' + Ä«ll") ^11 + = ©l' + Ä®l". 

2) Wenn zwei Kegelschnitte ä''= 0, Ä"= je ein Tripel 
harmonischer Pole von 8 = enthalten, so liegen auf jedem 
Kegelschnitt des durch sie bestimmten Büschels solche Tripel. 
Denn aus 0^' == 0, 0^" =• folgt das Verschwinden der In- 
variante ©1 ^^ die Kegelschnitte Ä = und 8' -{-^h 8" = 0^ 
weil diese sich aus jenen linear zusammensetzt 

(Vgl. §361,1. 3.) Reciprok: Wenn zwei Kegelschnitte von Tripeln 
harmonischer Polaren eines festen Kegelschnittes berührt werden, 
so gilt dies für alle Kegelschnitte ihrer Schaar; etc. 

3) Man soll einen Kegelschnitt bestimmen, welcher drei 
gegebene Punkte A^ B^ C und je ein Tripel harmonischer Pole 
des Kegelschnittes Ky^ und des Kegelschnittes K^ enthält. 
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Sind Ä^B-^^Cj^ Ä2B2C2 die polaren Dreiecke za ABC in 
Bezug anf diese Kegelschnitte, so sind die polaren Centra ÄA^^ 
BB^, CC^ und AA^, BB^, CC^ (§ 361, l) des Dreiecks ABC 
in ihnen zwei Punkte des gesuchten Kegelschnittes, der somit 
durch fünf Paukte bestimmt ist. 

In Folge dessen bilden die Kegelschnitte, welche der Be- 
dingung genügen, je ein Tripel harmonischer Pole für zwei ge- 
gebene Kegelschnitte zu enthalten, ein Gebilde dritter Stufe von 
Kegelschnitten. 

4) Man construire den Kegelschnitt, welcher zwei gegebene 
Punkte A, B und je ein Tripel harmonischer Pole fftr drei feste 
Kegelschnitte £^, ^29 -^s eiithält. 

Wenn (7^, Ög, C^ die Pole von AB id. Bezug auf K^, K^^ K^ 
sind und eine Gerade aus A von den Polen P^, Pg, Pj in P dem 
gesuchten Kegelschnitt trifft, so liegen nach § 361, l) die drei 
Punkte PCi, BP^-, JPC^, BP^-, PC^, BP^ mit JL, J5 und P auf 
dem gesuchten Kegelschnitt, so dafs die Büschel {P . AC^C^G^ 
und {B . AP^P^Pq) projectivisch sind. Da hiernach P auf dem 
durch A, 0,, Ög, Cg gehenden Kegelschnitt liegt, für den das 
Doppelverhältnis dieser vier Punkte gleich dem von (B ,AP^P2Pfi) 
ist, 80 ist P linear bestimmt und man hat sechs Punkte des ge- 
suchten Kegelschnittes. 

5) Man bestimme den Kegelschnitt durch einen Punkt A 
und je ein Tripel harmonischer Pole in Bezug auf vier gegebene 
Kegelschnitte, und den Kegelschnitt, welcher in Bezug auf fünf 
gegebene Kegelschnitte je ein Tripel harmonischer Pole enthält. 

Das letzte Problem umfafst die ersteren. 

6) Man bestimme einen Kegelschnitt, welcher fünf gegebene 
Strecken harmonisch teilt, indem man die Paare ihrer End- 
punkte als degenerirte Kegelschnitte betrachtet, von denen Tripel 
harmonischer Pole in dem gesuchten enthalten sind. 

363. Harmonisohe Kreise zu einem Kegelschnitt sind 
von besonderem Interesse. Setzen wir rechtwinklige Coordi- 
naten x \ y und 8 = als die gegebene Curve voraus, so ist 
die TangentialgleichuDg des Kreises vom Gentrum a \ ß und 
und vom Radius q (§ 110) 

(a^ + ßrj + ly - g^ (i^ + t}^ = 0. 

Also ist für 8 = und den Kreis die Invariante ©^ = 

«11 («^— 9^ + «22 (ß^ — Q^) + 2ai2«i3 + 2a^^a + 2a2^ß + a^^. 
Bezeichnet man das Substitutionsresultat von a\ß in 8 mit S^, 
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so ist die Bedingung für die dem Kegelschnitt harmonisch ein- 
geschriebenen Kreise 

So — («11 + «22) Q^ = 0. 

Somit gibt es m jedenfi Punkt als Centrum einen- einzigen 
der Curve harmonisch eingeschriebenen Kreis, Die sämmtlichen 
Kreise bilden also ein Netz (§ 128). So ergibt sich das Sub- 
stitutionsresultat eines Coordinatenpaares x\y in ein Polynom 
zweiten Grades als proportional zum Badiusquadrat des zum 
Centrum x \ y gehörigen, 8 = harmonisch eingeschriebenen 
Kreises, 

Bilden wir ebenso die zweite Invariante für 27 == und 
die Normalform der Kreisgleichung, so liefert sie die Bedingung 
für die dem Kegelschnitt harmonisch umgeschriebenen Kreise 

Diese Bedingung zeigt (§ 122), dafs diese Kreise ebenfalls 
ein Netz bilden und zwar mit dem Orthogonalkreise 

^33 (^ + y^) — 2^13^ — 2-428«/ + J-ii + ^22 = 0- 

Dies werden wir aber im folgenden Kapitel als die Gleichung 
des Hauptkreises (§ 181, 6) des Kegelschnittes 2J = erkennen. 
Also sind alle Kreise, welche Polardreiecken eines Kegelschnittes 
umgeschrieben sind, orthogonal zum Hauptkreise desselben. 

Diesen Sätzen gibt man einen scheinbar verschiedenen 
Ausdruck, indem man bedenkt, dafs nun (§ 118) die Kreise 
des ersten bez. zweiten Netzes auch Polardreiecke besitzen, 
welchen der gegebene Kegelschnitt um- bez. eingeschrieben 
ist. Der Kreismittelpunkt ist aber stets Höhenschnittpunkt 
in diesen Dreiecken. Daher sind die harmonisch eingeschrie- 
benen Kreise der gleichseitigen Hyperbel (a^ + «22 = ö) ^^ 
Curvenpunkte, und die harmonisch umgeschriebenen Kreise 
der Parabel (Ä^^ = 0) für Punkte ihrer Directrix unbestimmt, 
für alle andern Punkte aber unendlich grofs (§§ 179,3; 229, l). 

B. 1) Das Quadrat der Länge der Tangenten, welche vom 
Centrum eines Kegelschnittes an den einem seiner Polardreiecke 
umgeschriebenen Kreis gehen, ist constant und gleich der Summe 
der Quadrate der Halbaxen. ^^^) 

Dies ist die geometrische Interpretation der speciellen Form 
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der Belation S^ = 0, wie sie in § 357, 4) gefunden ward, nämlich 
«2 + IS» _ ^2 = a^ + 52. 

2) Das Centram des Kreises, welcher die Seiten eines Polar- 
dreiecks einer gleichseitigen Hyperbel berührt, liegt in der Curve. 
Die Relation ©^ = in § 357, 3) beweist dies für h'^ = — a^ 

3) Wenn das Rechteck unter den Segmenten der Höhen 

des einem Kegelschnitte umgeschriebenen Dreiecks constant imd 

gleich g^ ist, so ist der Ort des Höhenschnittpunktes der Kreis 
aj2 + 3^2 = «2 _|_ 2,2 ^ ^2 

Denn Öj = (§ 357, 3) ist die Bedingung, unter welcher 
ein System harmonischer Polaren in Bezug auf den Kreis den 
Kegelschnitt 5^ = berührt. Wenn man in diesem Beispiel 
Q^ s=0 voraussetzt, so erhält man den Hauptkreis. 

4) Wenn das Rechteck unter den Segmenten der Höhen 
für ein in den Kegelschnitt 8^=0 eingeschriebenes Dreieck 
constant und gleich q^ ist, so ist der Ort des Höhenschnitt- 
punktes der mit Äj = coaxiale und ähnliche Kegelschnitt ^^^) 

5) Man soll den Ort des Höhenschnittpunktes für ein Dreieck 
finden, welches einem Kegelschnitt eingeschrieben und zugleich 
einem andern Kegelschnitt umgeschrieben ist.^^^) 

Wenn man das Centrum des letzteren Kegelschnittes zum 
Coordinatenanfangspunkt wählt und die Werte von q^ einander 
gleich setzt, die sich aus 3) und 4) ergeben, so ist für a\ b' 
als die Axen des Kegelschnittes /S = 0, in welchen das Dreieck 
eingeschrieben ist, die Gleichung des Ortes 

(^2 ^ ^2 _ ^2 _ ^2) (^'2 ^ 5'2) _ a'^'^S. 

Der Ort ist daher ein Kegelschnitt, dessen Axen denen von 8=0 
parallel sind, und der mit 8 == zugleich ein Kreis wird. 

6) Das Certtrum eines Kreises, der ein Polardreieck einer 
Parabel enthält, liegt in der Directrix. 

Der Höhenschnitt eines Dreiecks, welches einer Parabel um- 
geschrieben ist, liegt in der Directrix. 

Der Beweis für beide Sätze liegt in der Relation 0^ = 
in § 357, 4). 

7) Für den eingeschriebenen Kreis eines Polardreiecks der 
Parabel ist die vom Pufspunkt seiner Mittelpunktsordinate in 
der Axe an ihn zu legende Tangente^ der bezüglichen Parabel- 
ordinate gleich. 

Der Beweis liegt in der Relation 0a = in § 357, 4). 

8) Wenn der Radius des einem Polardreieck einör Parabel 
eingeschriebenen Kreises gegeben ist, so ist der Ort seines Centrums 
eine Parabel von gleichem Parameter mit der gegebenen. 

Salmon-Fi edler, anal. Geom. d. Kegolschn. 5. Anfl. 41 
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9) Der Ort der Mittelpunkte der den Kegelschnitten eines 
Büschels harmonisch eingeschriebenen Kreise ist die gleichseitige 
Hyperbel des Büschels (§ 272). 

Denn sind 8' = 0, S'' = zwei Kegelschnitte, so ist x\y 
das Centrnm eines Kreises vom Eadiusqnadrat 

«11 + «J8 «11 + «88 

10) Die den Kegelschnitten einer Schaar harmonisch um- 
geschriebenen Kreise bilden ein Büschel, dessen Radicalaxe die 
Directrix der Parabel der Schaar ist (§ 262). 

Die Hauptkreise der Kegelschnitte bilden daher das conjugirte 
Büschel (§ 127). 

364. jEs ist im allgemeinen nicht möglich, dem einen von 
zwei beliebigen Kegelschnitten ein Dreieck einzuschreiben, welches 
zugleich dem andern umgeschrieben ist. Wenn aber zwischen 
beiden Kegelschnitten eine gewisse Relation stattfindet^ so 
können unendlich viele solche Dreiecke gefunden werden. 

Denn ist ein solches Dreieck möglich^ und ist es zum 
Fundamentaldreieck gewählt, so sind die Gleichungen beider 
Kegelschnitte auf die einfachen Formen 

Sj ^ a?!* + x^^ + x^^ — 2x2Xq — 2x^Xi — 2x^X2 = 0, 

reducirbar (vgl. § 357, 6) und wir erhalten für ihre Invarianten 
die Werte 
^1 = — 4, z/2 = 2a^a^^a^^, ©^ == 4 {a^^ + a^^ + «jg), 

®2 = — (0^23 + 0^31 + »is)^- 

Zwischen diesen besteht aber die Relation ^^^) 

eine Gleichung von der Art, von welcher im § 357 erörtert 
wurde, dafs sie durch eine Veränderung der Coordinaten- 
beziehung ungestört bleibt. Also mufs dieselbe Relation 
unter den Coefficienten der Gleichungen beider Kegelschnitte 
immer stattfinden, wenn es überhaupt möglich sein soll, sie 
in die vorher angenommenen einfachen Formen zu trans- 
formiren. Sie ist so die analytische Bedingung der gefor- 
derten geometrischen Beziehung. 

In der Tat gehört umgekehrt, unter Voraussetzung dieser 



Invariantenrelation far ein- und umgeschriebene Kegelschnitte. 643 

Relation auch die dritte Ecke eines dem Kegelschnitt 8^ = 
umgeschriebenen Dreiecks dem Kegelschnitt 82= an, wenn 
seine zwei ersten Ecken auf ihm liegen. Denn ergänzen 
wir obiges Polynom 8^ zu 82 + 0^33 ^3^ so geht ®2 über in 
@2 — ^i2<^385 ^b®r die frühere Relation ist mit der jetzt er- 
forderlichen @j^ = 4:Ji(&2 — 0^12 ögg) nur verträglich, wenn 
«33 = ist. 

Man kann auch Invariantenrelationen benutzen^ um die 
Kegelschnitte auf einfachere Gleichungsformen zu bringen. So 
folgt z. B., dafs Kegelschnitte von der durch &^ S^ = -^i ^2 
ausgedrückten Beziehung allgemein auf 

reducirt werden können. 

Damit überhaupt ein Curvenpaar 8^ = 0, 8^ = in ein 
anderes 5/=0, 82=0 transformirt werden könne, müssen 
nach unserer Abzahlung ^wei absolute Invarianten heg. gleich 
sein. Die einfachsten sind die Quotienten 

©i^ :J^@2 = ®i'2 : -^i'®/, ©2^ : ^2 ®i = ®i^ ' ^2'®/- 
Nur von den Werten derselben müssen also Doppelverhältnis- 
werte abhängen, wie z. B. die der Schuittpunktpaare in den 
Seiten des gemeinsamen Polardreiecks, von denen wirklich 
nur zwei unabhängig sind. 

B. 1) Man bestimme die Bedingung für diejenige Lage von 
zwei Kreisen, bei welcher dem einen ein Dreieck eingeschrieben 
werden kann, das zugleich dem andern umgeschrieben ist. Für 
cP — Qy^ — Q2^ *== ^ ist nach § 357, 2) die fragliche Bedingung 

(e» _ g^y + 4 9,^ (e» - 9,*) = oder (e^ + ^,y = 4q,'q,\ 

also d^ = ^2^ + 2^i^2> 

der wohlbekannte Ausdruck, welchen bereits Euler für die Ent- 
fernung zwischen dem Centrum des einem Dreieck umgeschriebenen 
und dem eines ihm eingeschriebenen Kreises gegeben hat. 

Der Ort der Höhenschnittpunkte aller solcher Dreiecke ist 
ein Kreis, der den Überschufs des Radius vom umgeschriebenen 
Kreis über den Durchmesser des eingeschriebenen zum Radius hat. 

2) Man soll den Ort des Centrums für einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser finden, welcher einem dem Kegelschnitt 
8=0 umgeschriebenen Dreieck umgeschrieben oder einem ihm 
eingeschriebenen Dreieck eingeschrieben ist. 

41* 
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Die fraglichen örter sind Curven vierter Ordnung, ausge- 
nommen den Fall vom Centrum des umgeschriebenen Kreises für 
das Dreieck der Parabeltangenten; dieser ist ein Kreis, der den 
Brennpunkt zum Mittelpunkt hat, wie auch sonst geschlossen 
werden kann. 

3) Unter welcher Bedingung kann in den Kegelschnitt /Sg = 
ein Dreieck eingeschrieben werden, dessen Seiten die Kegelschnitte 
^15 ^2? ^3 ö^®s Büschels 81-^1082 = der Reihe nach berühren? 

Setzen wir 82^2 «23^2^3 + ^OgirrgÄJi + 2 a^^^^^^ "^^ ^> 8^^ 

so wird 8^ + ^»^2 = ^ durch Xi = berührt und die Invari- 
anten sind 

^i = (2 -j- k-^a^;^ -|- K^d^i + ^8^12} ^h^K^k^a^z^i^it'i 

®1= 2(^23+ Ö31+«12)(2 + M23+^2«31+^3«12) + 2a23 «31 «12(^2*3+^^1+^^ 
02 = _ («23 -I- «3, + «12)^ — 2 (ÄJi + Äg + ÄJg) a2»«31«127 

und erfüllen die verlangte Relation 

{ 6i-^2(*2*3+*3*l+*l*2) } ^^^{A+K^A^2) { ^i+A{h+h+h) } * 

365. Covarianten, Contravarianten, Zwisohenformen. 

Die Definition der Covarianten in § 342 ist auch auf ternäre 
Formen anwendbar. Bildet man aus der allgemeinen Gleichung 
einer Curve oder den Gleichungen der Curven eines Systems 
die Gleichung C = eines Ortes, der mr Curve oder zu dem 
System eine durch lineare Transformation (Verwandtschaft) un- 
zerstörbare gesetzmäfsige Beziehung hat, so ist C =^ eine co- 
Variante Curve zu der oder den gegebenen. Die Gleichung der 
in einer gegebenen CoUineation C = entsprechenden Curve 
C = wird sowol erhalten, indem wir die Gleichung C = 
selbst transformiren, als auch, indem wir die gegebene Glei- 
chung oder das gegebene Gleichungssystem transformiren und 
nun dieselbe Function C mit den transformirten Coefficienten 
bilden. Die beiden so entstehenden Polynome sind alsdann 
nur um eine Potenz des Trausformationsmoduls als Factor 
verschieden, denn es ist 

C (a\ x) = A'- . C (a, x). 
Eine quadratische Form 8 besitzt Tceine von c • S ver- 
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schiedene Covariante, dagegen besitzen zwei oder drei quadra- 
tische Formen simultane Covarianten. 

Im ternären Gebiet gehören zu den drei Variabein Xi drei 
contragrediente Variabele |,-. Wenn eine gegebene coUineare 
Punktverwandtschaft durch die Substitution Xi = Ea^Xk de- 
finirt ist, so wird die Strahlenverwandtschaft gleichzeitig durch 
Agf = 2]'A,jfc|/ ausgedrückt Bei gleichzeitiger Anwendung 
beider Substitutionen besteht dann die Identität 

Demnach kann man Invarianten eines aus Curven und Ge- 
raden I,-, Tii, . . bestehenden Systems als homogene Functionen 
der contragredienten Variabein auffassen. Wenn wir eine 
solche Invariante K (a, 6, |) aus den Coefficienten des trans- 
formirten Formensystems bilden K(a', h\ 6')? so ist auch 

K (a, 6, r) = A«- • K (a-, 6', I). 

Man nennt solche Formen contragredienter Variabein, 
welche die Invarianteneigenschaft haben, zugehörige Formen 
oder Contravarianten^^^) der gegebenen Formen oder des ge- 
gebenen Systems. Eine m Ortscurven contravariante Curve 
ist eine Enveloppe, deren Gleichung eine projectivische Eelation 
einer beweglichen Geraden 0u dem System ausdrücJct Denn 
dieselbe Function der transformirten Coefficienten des Systems 
wird bis auf einen constanten Factor auch erhalten, wenn 
man in der ursprünglichen Contravariante die Variabein selbst 
invers transformirt. Sie gleicht darin einer Covariante, nur 
dafs nicht die ursprünglichen, sondern die transformirten 
Substitutionen auf ihre Variabein anzuwenden sind*). 

Ihrer geometrischen Bedeutung nach sind die Beciprocal- 
formen Contravarianten der ursprünglichen Formen, also Orts- 
gleichung und Tangentialgleichung sind contravariant. Die 
übrigen Contravarianten stehen zur Tangentialgleichung in 
demselben Verhältnis, wie die Covarianten zur Ortsgleichung. 
Eine einzelne quadratische Gleichung S = hat Iceine andere 



*) Man kann daher die Variabein ^. auch durch die Ableitungen 
nach den gleich benannten x^ ersetzen, um aus der Contravariante 
eine neue Covariante entstehen zu lassen (§ 355). 
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Contravariante als die Tangentialgleichuiig I]^2JAik^ilik = 0, 
wobei die Identität besteht 2J' ^ A^ • £. 

Endlich können für das aus Curven und Geraden ge- 
bildete System wiederum Covarianten gebildet werden, welche 
somit nicht nur die Coefficienten der Gleichungen jener, son- 
dern auch die Coordinaten ^ dieser aufser den laufenden 
Coordinaten Xi enthalten. Solche Functionen von beiderlei 
Variäbeln nennt man Zwischenformen , wenn sie Invarianten- 
eigenschaft besitisen, d. h. ihren Wert nicht oder nur durch 
Hinzutritt eines constanten Factors ändern, wenn man die 
eine Reihe der Variabein durch die ursprüngliche, die andere 
Reihe 'aber durch die transponirte Substitution transformiri 
Also sind z. B. alle Producte von Covarianten und Contra- 
varianten Zwischenformen. 

Die Form |a. oder x^j welche dieser Definition entspricht, 
heifst die identische Ztmschenform. Eine quadratische Form 
besitzt nur solche Zwischenformen, welche sich als ganze Functionen 
von Ä, 27, jd und i,x darstellen lassen. Diese vier invarianten 
Formen bilden also das vollständige System der quadratischen 
Form im früheren Sinne. 

366. Contravarianter Eegelsobnitt O zn zwei gegebenen. 

Nach dem vorstehenden knüpft die Bildung der simultan- 
invarianten Formen zu zwei gegebenen an die Tangential- 
form an. Diese wird von irgend einem Kegelschnitt des 
Büschels Si + Jfc/Sg == gebildet, indem man in 



-^1 = 



^21 > ^22 J ^23 > fe2 

^31 > ^S2) ^33? «3 

§H §2 ; §3 ? ^ 



(§ 324) 



für die Coefficienten a^j die Summen üij + ^hj substituirt. 
Die Determinante läfst sich nach der binomischen Zusammen- 
setzung von drei Reihen ihrer Elemente in sieben andere 
Determinanten als Summanden zerlegen, von denen die erste 
keine der Verticalreihen 6 enthält und so mit — 2^ identisch 
ist, drei weitere je eine Verticalreihe der b und damit den 
Factor k enthalten, die drei letzten je zwei Verticalreihen 
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der b und damit den Factor k^. Die Summe dieser letzteren 
erweist sich als die mit — U^ ganz gleich gebildete Determi- 
nante der b und ist also durch — U^ ^^ bezeichnen. Daher 
ist das Substitutionsresultat; d. h. die Tangentialgleichung 
des Kegelschnittes Je durch 

dargestellt, wenn wir durch O die negative Summe der drei 
Partialdeterminanten mit dem Factor k bezeichnen. So ist 

^lU ^12; ^13» *1 
^21? ^22 > ^9) 5 
^31 > ^32 > ^83; feJ 



— = 



0, &, I3, 



+ 



«11; & 



a 



12? ^ISJ il 
21 > ^22 > ^3? 62 



^31 > ^32 > ^83 > 



3 



li, 0, gj, 



+ 



ögi, «22 7 



^13; §1 



'23? 



^31 > ^32 > 
bl > §2 ; 



0, 



oder 



-*-2j-|t.fe-2^:tt-. 



2 



>2 



^ =:^ («22 &33 + «33 *22 — 2 «23 ^23) ll ^+ (ö^33 ^ 1+ «^n &33 " 2 «31 ^3l) 
+ («11^22+«22*ll"2aj2*12)l3^+2(«l3^2+«12*13— «ll&23~«23^1l)&S3 
"T 2 («21^23 "T «23^21 «22^31 «31^22) 63 bl 

"r 2 («32O31 -[- «31O32 «33^12 «12^33) »ife« 

Nun besteht die Invarianteneigen schaft dieser Tangential- 
form für jeden beliebigen Parameter ifc, also besitzen die drei 
Coefficienten 2^^, ®, 2^2 dieselbe schon. Somit ist O eine 
simultane Contravariante des Formenpaares S^, S^, und <^ = 
ein contravarianter Kegelschnitt. 

367. Covarianter Kegelsohnitt F zu zwei gegebenen. 
Genau dualistisch verfahrend, geht man von der Gleichung 
der Kegelschnitte einer Schaar li'jL + fc2J'2 = zu ihrer Glei- 
chung in Punktcoordinaten über (§ 323). Dieselbe lautet 

-^11 "T ^-^11; -^12 \ ^^127 -^13 I ^^13? ^1 



•^21 "T" "'■^21 > -^22 "T" ^-^: 



■21 "T- "'^21 > 

-^31 I ^^31> 
^1 



22) 



-^28 "T '^"^iJ ^2 
-^33 "T ^-^33 > ^3 



= 



^32 "T kBQ27 

mit ganz derselben Entwickelung wie vorh;in, nur dafs statt 
der ttijcy biky Xi die jI,*, Biki li stehen. Daher ist das con- 
stante Glied ^^S^ statt S^, der Factor von k^ ^d^S^ statt S^, 
und der Coefficient F von ifc 
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F z=zz (-422^33 + -^38 ^22 ^-^gj^gs)^! 



2 



2 



+ (-^83 •^ll+-^U-^38~"2-4giB3 JXg +(-4ii^22+-^22^11 ^^n^\%)^?i 
"T 2 \A^^Bi2 + -^12^13 -^11 ^23 -^23^11)^2^3 

~r ^(-^21-^23 I -^23-^21 -^22^31 -^31 ^22 j «^3 ^1 

I '^ (-^32-^81 "r -^81-^82 -^88^12 -^12 -^38) ^1 ^2 ' 

Weil nun die linke Seite der Gleichung 

^iSi +fcF+Ä2z/2Ä, = 

die Invarianteneigenschaft unabhängig von Tc besitzt; so ist 
F eine simultane Covariante des Formenpaares S^, S2 und 
F = ein covarianter Kegelschnitt. Die projectivischen Be- 
ziehungen der beiden Kegelschnitte ^ = und 2^=0 werden 
völlig dualistisch sein. 

Ist das Kegelschnittpaar auf das gemeinsame Polar- 
dreieck bezogen 

/Si=ana;i2+a22V+ö^88^8^=0, /S2=*ll^l^+*22«2^+*83V=0, 

so ist, wegen Au = «u «22^^88 • ^»9 ^a = ^11^22^33 • ^a 
die Gleichung des cövarianten Kegelschnittes 

F= «116,1 («22633 + «33*^22)^1^ + ^^22^22 («33^1 + «llü^38)^: 



2 



2 



+ «33^33 («11^22 + «22 ^l) «3^ = 

und die Gleichung des contravarianten Kegelschnittes 

^^(«22&88+«83*22)ll^+K3&ll+«ll'!'38)i2^+(«11^2+Ö22^l)S3^=Ö^ 

Diese beiden Kegelschnitte haben somit mit den gegebenen dasselbe 
gemeinsame Polardreieck 

368. Gleiohimgen der gemeinsamen Elemente. Die in 

Je zum zweiten Grade ansteigende Tangentialgleichung des 
Büschels gestattet unmittelbar die Gleichung der Enveloppe 
dieser Kegelschnitte zu bilden. Fragt man^ wann die beiden 
eine Gerade 1,- berührenden Kegelschnitte des Büschels zu- 
sammenfallen, so wird die Bedingung durch das Verschwinden 
der Discriminante jener ausgedrückt als 

Dies ist die Gleichung der vier Grundpunkte des Büschels in 
Liniencoordinaten, da keine andere Enveloppe des Büschels 
existirt. 



Die gemeinsamen Elemente von zwei Kegelschnitten. 649 

Ganz analog findet man die Enveloppe der Kegelschnitte 
einer Schaar aus ^iS^ + ^^ + -^2^2 = ^ als 

Dies ist also die Gleichung der vier gemeinsamen Tangenten der 
Schaar, Die beiden Quadrupel von dem Kegelschnittpaar ge- 
meinsamen Elementen sind zu U^y U^ ^^^^ ^19 ^2 covariant. 

Hieraus ergeben sich hinreichende Bestimmungsstücke 
der Kegelschnitte F^=0 und ^ = 0. Denn die Gleichung 
F^ — 4^iJ^SiS^ = bezeichnet nach ihrer Form (§ 275) 
einen Ort, welcher die Kegelschnitte /S^ = 0, iSg ==* ^^ ^^^ 
Punkten berührt, in denen F = sie schneidet. Daher liegen 
die acht Berührungspunkte zweier Kegelschnitte mit ihren gemein- 
samen Tangenten auf dem covarianten Kegelschnitt F ^^0 des 
Paares (§ 325, 3). Ganz dieselbe Überlegung bezieht sich 
auf die Gleichung ®^— 4Z'iZ'2 = 0. Also berühren die acht 
Tangenten zweier Kegelschnitte in ihren Schnittpunkten den contra- 
Varianten Kegelschnitt s= des Paares.^^^) 

Wenn sich die Kegelschnitte S^ =^0 und Äg = be- 
rühren, so berührt auch J^'—O sie in ihrem Berührungs- 
punkt, weil die Tangente dort ihnen gemeinsam ist. Daher 
berührt die Covariante F = zu Kegelschnitten , welche in 
Doppelberührungen stehen, diese in den beiden Berührungsstellen, 
gehört also ihrem Büschel an. Genau dasselbe gilt auch 
hinsichtlich = 0, 

Die dann zwischen 5^, S^ und F oder 27^, 2^ und 
bestehende Relation erhält man folgendermafsen. Für den 
Parameter k, für welchen S^^ + kS^ = die Doppelberührungs- 
sehne darstellt, mufs die Reciprocalform 2?i + iO + ^^-S'g = 
identisch verschwinden. Da aber jene Doppelgerade zwei 
Linienpaare im Büschel vertritt, so mufs k eine Doppelwurzel 
der Gleichung ^^ + k®^ + ^^©2 + ^^^2 = oder eine ge- 
meinsame Wurzel ihrer Ableitungen 

©1 -f 2Ä®2 -f SAH = 0, 3^1 + 2Jfe@i -f k^®^ = 

sein. Gleichzeitig gilt dasselbe für die dualistisch ent- 
sprechenden Gleichungen. Demnach ist die Bedingu/ng der 
Doppelberührung die durch Elimination von k aus der Tan- 



^I, ®, ^2 




Sj , F , 82 


3z/„ 2®„ @, 


= 0, 


3^„ 2^,a, ®, 


0, , 2@3, 3^, 




@2 , 2^2 ©1, 3^2 
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gentialgleichuDg und den Ableitungen der Discriminante ent- 
springende identische Relation 



= 0, 



aufser der schon in § 358 gefundenen Invariantenbedingung 
der Berührung. 

B. 1) Welches ist die Gleichung der gemeinschaftlichen Tan- 
genten der Kegelschnitte, bezogen auf das gemeinsame Polar- 
dreieck? Mit dem F des Textes wird die fragliche Gleichung 

{«11^1 («22^33 + «03^22)^1* + «22^^2(0^33^11 + «11^33)^2* 
+ «33^83 («11^22 + «22^11) V}^ 

=4aiia22a335n522^83(«ll^l^+«22^2^+«33^8*)(^ll^/+^22^^+^83^3*)- 

In lineare Factoren aufgelöst, gibt sie die Gleichung der Tan- 
genten durch alle Zeichencombinationen in 



^1 V^n ^11 («22 ^33 + <h3 ^22) ± ^2 V'^22 ^22^3^1 + ÖJii&33) + • = 0. 

2) Man bestimme die gemeinschaftlichen Tangenten von zwei 
Kegelschnitten, welche demselben Dreieck umgeschrieben sind. 

Der Kegelschnitt JP= 0, welcher ihre acht Berührungspunkte 
enthält, ist in diesem Falle ausgedrückt durch 

(«12^18— «18^12)^^1*H |-(«12^23+«23^J2)^3^23+^3^13)^2^3+ * ' ==0. 

3) Wenn ^Sg = ein Linienpaar repräsentirt, so ist JP = 
der Ausdruck des von ihrem Schnittpunkte aus an den Kegel- 
schnitt i^i == gehenden Tangentenpaares. 

4) Die Bedingwng der Oscidation der Kegelschnitte 8^ = 0, 
/Sg = wird durch analoge Betrachtungen darin gefunden, dafs 
die Coefficienten der Doppelproportion des § 358 genügen und 
aufserdem 

©2-2:1 — 2©ia> + 3^,2^2 = 0, 3^2-^1 — 2©2<P+ ^i^^^O 
zu Identitäten machen. 

369. Binärer Ursprung von F und 0. Eine Gerade 
der Enveloppe ^ «= 0, bez. ein Punkt des Ortes jP=0, mufs 
nach der Definition zu dem Paar der Kegelschnitte 8^ = 0, 
iSj = eine projectivische Beziehung haben. Diese kann nur 
in. einer projectivischen Eigenschaft ihrer beiden Schnitt- 
punktepaare mit der Geraden^ bez. ihrer beiden Tangenten- 
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paare mit dem Punkte gesucht werden. Also müssen die 
ternären Formen und F durch eine gewisse Übertragung 
aus Invarianteneigenschaften von zwei binären quadratischen 
Formen zu erhalten sein. 

Wenn man zwischen der Gleichung der Geraden und 
der allgemeinen Gleichung des Kegelschnittes 5^ «s die 
Variable x^ eliminirt, so erhält man für die Schnittpunkte 
die Gleichung 

4" (^22 b8 — ^ajggggg 4" 0^3362 )^2 = ^? 

und eine ganz gleichgebildete Gleichung mit den Goefficienten 
6 an Stelle der a ergibt sich für die Schnittpunkte der Ge- 
raden mit dem zweiten Kegelschnitt. Sollen diese zwei Punkte- 
paare ein harmonisches System bilden ; so mufs durch die 
Goefficienten beider Gleichungen die harmonische Invariante 
(§ 335) verschwinden machen. Man hat so die Bedingung 

+ (^iife^ — 2613^1^3 + fcssSi^) (agglg* — 2a23g2S3 + «3362*) = 

2 («1 2 Ss ^23 Si fes — ^18 b2 §3 "f* %8 W §2) (^1 2 bS — ^23 bl bS — ^13*2 bS'f'^SSblfe) 

d. h. durch Entwickelung und Beduction genau ^ «s 0. Somit 
ist der Kegelschnitt = die Enveloppe aller der Geraden, 
welche zwei gegebene Kegelschnitte iS^ = 0, S, = in harmo- 
nischen Punhtepaaren schneiden. 

Mit dualistischer Interpretation beweist man ebenso (vgl. 
§ 341, 2): Der Kegelschnitt F=0 ist der Ort aller der Punkte, 
aus welchen an die Kegelschnitte S^ = 0, 82 = harmonische 
Tangentenpaare gehen. 

Alle Kegelschnitte, deren Gleichungen lineare Aggregate 
von Si, 82, F bez. von 2^^, £2, O sind, sind covariant bez. con- 
travariant zu den gegebenen. Aber auch die Umkehrung gilt: 
Die Ortsgleichung jedes mit 8^ ^^ 0, 82 =^ covarianten Kegel- 
schnittes ist eine lineare Function von 8^, 82 und F. Die 
Enveloppengleichwng jedes contravarianten Kegelschnittes ist eine 
lineare Function von 27^, 2J2 **^<^ *• 

Dabei bilden covariante und contravariante Kegelschnitte 
nicht verschiedene Systeme, sondern jeder nicht-zerfallende in- 
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Variante Kegelschnitt ist als Tangentengebilde contravariant, d. h. 
die Tangentialform jedes in 8^ 82^ F linearen Aggregates 
ist in Uly 2J29 ^ linear, und umgekehrt. So ist z. B. O==0, 
als Ort betrachtet, ein zu 8^ = 0, 82 = covarianter Kegel- 
schnitt. Nun entspringt aus der entwickelten Form (§ 367) 
unter Bezug auf das gemeinsame Polardreieck die Gleichung 
in Punktcoordinaten: 

(«33*^11 + »11^33) («11^22 + «22^0 ^1* + . . = 0. 

Diese kann man in der Tat ändern in 

(&IIÖ22Ö33 + • («11^1^ + • •) + (<^n ^22*33 + • •) («11^1' + • •) 
— { «11 ^1 (0^22^33 + «33^22) ^1^ + • • } = 0, 

SO dafs die Reciprocalform von ^ = lautet 

©iÄ2 + @2Äi — JP=0. 

Die Beispiele zeigen zahlreiche Anwendungen desselben Prin- 

cips, weitere folgen im XXL Kapitel. 

B. 1) Vierzehnpunkte-Kegelschnitt des Vierecks. Die Doppel- 
punkte der drei Involutionen aa\ BC\ hh\ CA; cc\ AB in den 
Diagonalen eines Vierecks aha'b' und die vier Paare von Punkten, 
welche in den Seiten mit den ihnen angehörigen Gruppen ahc, 
a'hc\ a'h'c^ ab' c Systeme von gleichen fundamentalen Doppel- 
verhältnissen bilden (§ 345, l), liegen auf demselben Kegelschnitt. 

Werden drei Seiten 
des Vierecks als Funda- 
mentallinien genommen, 
imd hat die vierte die 
Gleichung ax = 0, so dafs 

y^'^:a2X2 + a^x^ = 0, 
t/g^agiTg + aia^i =0, 
3/3^ «ja?, + «2^2 = Ö 

^iz. .^——j^ ^ dieDiagonalen sind, so sind 

durch X2X^{a2X2'\'a^x^^=Q 

die drei Punkte einer Viereckseite und durch deren Hesse'sche 

Determinante (§ 348) 

^2^^2^ + a2%^2^8 "h ^3^^8^ ^^ ^ 

die beiden Punkte bestimmt, die mit ihnen gleiche fundamentale 
Doppelverhältnisse bestimmen. Diese und die beiden analogen Paare 

«3^ ^3^ + «301^^1 + «i^ÄJi^ = 0, a^x^ + a^a2X^X2'\' a^x^==0 
liegen auf dem Kegelschnitt 
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«/^I* + <h^^% + «3^ ^3^ + «203^2^3 + «3«! ^8^1 + «1 «2^1^2 = ö 

oder y^^ + y^^ + i/g« = 0, 

för die drei Diagonalen als Fandamentallinien. Auch die. vierte 
Seite schneidet ihn in zwei Punkten der bezeichneten Art. Die 
Diagonale a^x^ + agiCg = gibt als Gleichung ihrer Schnitt- 
punkte mit ihm a<^x^ + ^^^z *= ^» d. h. die Doppelpunkte 
der auf ihr bestimmten Involution. (Vgl. § 343.) Für ein reelles 
Viereck ist unser Kegelschnitt imaginär; er ist übrigens derselbe, 
der in § 317, 10 betrachtet wurde. 

2) Man drücke die Gleichung des vorigen Kegelschnittes als 
Covariante des Systems von zwei Kegelschnitten aus. Wenn die 
beiden Kegelschnitte auf das gemeinsame System harmonischer 
Pole bezogen sind und c^x^ + c^x^ -\- c^x^ = eine ihrer ge- 
meinsamen Tangenten ist, so sind c^Xi + CgiCg + CjiCg = die 
vier Tangenten, und der fragliche Kegelschnitt hat die Gleichung 

Für die Ci aber gelten die Bedingungen 

«22^83^1^ + etc. = 0, &22^83^1^ + ^^' = ^j ^' ^' <^l • ^2^ • ^8^ 
^^^^1^11 (%2^33 %8^22 J • ^22 ^22(%3^1 1 ^11^88) * %3 ^S»!^! ^22 ^22^11/' 

Haben dann /S|=0, 192 = 0, ^=0 dieselben Bedeutungen 
wie im Text, so sei XS^-^- ^ikS^ -\- vF=0 die Gleichung unseres 
Kegelschnittes; dann ergeben sich die Relationen 

Xa^i + fA&ii + vau&il («22^88 + «38^22) = «11^11 («22^83 — «33O 

mit zwei cyclisch gleichgebildeten. Multiplicirt man diese Re- 
lationen bez. mit 0^2 %8, (hz<^ixt ^11^22 ^^^ addirt die Producte, 
so erhält man 

3 ^ Oiiaga 033+ f* (^1 1 ^2 ^88+ 6*^)+ 2 V aji a22a33(öii&22^83+ 0^0=^» 
wo alle Glieder Invarianten smd. Also gilt allgemein die Relation 

3X^i+|[i0i+2vz/i02=O und ebenso X02+2(i*^2+2v^2<^i=ö» 

so dafs für die allgemeine Gleichung des Yierzehnpunkte-Kegel- 
schnitts die Parameter werte folgen: 

X:|[*:i/=«2^2W — 3^1 02)-2^iW — 3^2 ®i):(9^i ^2 — ^1^2)- 

3) Das dem vorigen dual entsprechende Problem liefert einen 
CO Varianten Kegelschnitt ^ = 0, mit 
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4) Die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt ^=0 
in ein Linienpaar degenerirt, ist (pu = 1) 

«11 ^22 «33 { («22 + «Ss) («33 + «ll) («11 + «22) } = ^ ^der 

«11«22«83 { («ll+«22+«8s) («22«33+ «33«11 + «11«22) — «11«22«SS ) ==Ö 

oder (vgl. § 368, 3» J^J^ {0^ 0^ — J^J^) = 0. 

S^ 02 = Ji ^2 *s^ auch die Bedingimg, unter welcher <Z> = 
zerfällt, d. h. unter welcher alle Gerade, welche von den beiden 
Kegelschnitten harmonisch geteilt werden, durch einen oder den 
andern von zwei festen Punkten gehen. Diese Bedingung wird 
z. B. erfüllt für zwei Kreise, welche sich rechtwinklig schneiden, 
und in der Tat wird in diesem Falle jeder Durehmesser des 
einen Kreises durch den andern harmonisch geteilt, und der Ort 
der Punkte, deren Tangenten ein harmonisches Büschel bilden, 
reducirt sich auf zwei Gerade. Ort und Enveloppe reduciren 
sich auf analoge Weise für 

5) Die Gleichung der vier Tangenten zu S^ = in den 
Schnittpunkten mit /Sg = ist 

(01 Äi - J^S2Y = 4.J^8,{02S, ~ F). 

. 6) Ein Dreieck ist einem gegebenen Kegelschnitt umge- 
schrieben, und zwei seiner Ecken bewegen sich in festen Geraden 
lar = 0, i^a? = 0; Ort der dritten Ecke. 

In § 307, l) wurde gefunden, dafs, falls x-^x^ — x^ = 0^ 
ax^ — ^3=0, 60?! — - iTg = gegeben sind, 

(a + &)^iri 0^3 = 4 a & X2 oder (a + &)^ {x2 — x^ x^) = (a — h)^ x^ 

die Gleichung des Ortes ist. Die rechte Seite dieser Gleichung 
ist aber das Quadrat der Polaren des Schnittpunktes der Geraden 
in Bezug auf den Kegelschnitt, welches im Falle der allgemeinen 
Gleichungen F^ 

(aiiaJi+ai2rr2+ai3a:3)(§2l?3— g3l/2) + («12^1+«?2^2+«23^3)'^3^1— ^1%) 
+ («13^1 + «23^2 + «33^3) (§1^2 — fe%) 

ist; und a + 5 = ist die Bedingung, unter welcher die Ge- 
raden in Bezug auf denselben conjugirt sind; sie ist im all- 
gemeinen Falle durch 0^ zu ersetzen, wenn 

®1 = Alll^l + ^22^2% + ^83^3% + ^23(^2% + ^§3) 

+ Af^i^zni + %Si) + ^12(^1% + nili)' 

Die specielle Gleichung des Ortes ist also zu ersetzen durch 
die allgemeine ®^S^ -f ^^P^ == 0. 
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7) Man soll die Enveloppe der Basis eines Dreiecks be- 
stimmen, welches dem Kegelschnitt S^ = eiogeschrieben ist, 
und von dessen Seiten zwei den Kegelschnitt Ä'g = berühren. 

Wird das Dreieck als Fundamental dreieck genommen, sind 
daher die Gleichungen der Kegelschnitte 

iSj ^ 2 («28^2^8 + «si^^i + «12^1^2) = ö> 
S^ ^ Xj^ + 0^2* + Xq^ — 2XiX^— 2x^Xj^ — 2(1 + kai^)^!^^ == Ö, 

wo a?i = 0, iTg = die durch Äa = berührten Seiten bezeichnen, 
so wird der Kegelschnitt JcS^ + iSg = durch die Seite 0^3 = 
berührt. Nach den Werten der Invarianten des Falles erkennt 
man dies als die Gleichung eines festen Kegelschnittes. Denn wegen 

^1 — 2 «23 0^31 «12» ©1 = — («23 + a^i + «12)^ — 2 Ä «23 «31 «12» 

02 = 2(028 + «31 + «12) (2 + Ä«12), ^2 = - (2 + ^^«12)^ 

ist ©2^ — 40, z/g = ^Äz/jz/j, und die Gleichung kSi + iS'2 = 

geht daher über in (©2^ — 46,^2) S^ + ^^^^2^2 = ^1 ^^^ 
Gleichung eines festen Kegelschnittes, den die dritte Seite des 
Dreiecks berührt. Für S^^ = 4 ö^ z/, berührt die dritte Seite 
denselben Kegelschnitt ^^2 = 0, wie die zwei ersten. (§ 364.) 

8) Man soll den Ort für die Spitze eines Dreiecks finden, 
dessen drei Seiten einen Kegelschnitt 8^ = berühren, während 
zwei seiner Ecken einem andern Kegelschnitt 82 = angehören. 

Um die Aufgabe zu lösen, bilden wir die Gleichung des 
Tangentenpaares von 8^ = aus dem Punkte Xi\ sodann die 
Gleichung der Geraden, welche die Schnittpunkte derselben mit 
Sj^ =s verbinden, endlich die Bedingung, dafs eine dieser Ge- 
raden, die die Basis des fraglichen Dreiecks sein mufs, den Kegel- 
schnitt 82 '='0 berühre. Ist dann P= die Gleichung der Polare 
von Xi in Bezug auf Äj = und 8^ das Resultat der Substitution 
von Xi in /S^, so ist die Gleichung des Tangentenpaares 8^81 — P^=0. 
Die Bedingung, unter welcher 8j^8i — P^-^- 182=^0 ein Linien- 
paar repräsentirt, liefert zur Bestimmung der Schnittsehnen dieses 
Tangentenpaares mit dem Kegelschnitt die Relation 

X^J2 + ^F' + ^^8^82 «= 0. 

Um sodann die Bedingung zu finden, unter welcher eine dieser 
Sehnen den Kegelschnitt 8^ = berührt, bilden wir nach § 358 
die Discriminante von (Jt8i -\- (ÄjÄ^' — P* -f- AÄ'j) = und stellen 
die Bedingung auf, unter welcher sie in fi gleiche Wurzeln hat; 
jene Discriminante ist 

^«^,+^(2 J A'+ i ®.) + { ^A''+i (»1 Äi'+ ^iS,') + A^ 0j } = 0, 

und die Bedingung der Existenz gleicher Wurzeln gibt 

X (4z^i 02 — ®iO + 4:Ji^S2 = 0. 
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Die Substitution des entsprechenden Wertes von X in 

gibt die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 

UJ^^J^S^ - 4^1 (4^1 02 — ®i^)^ + ^1 (4^1 ®2 — ^i^ = 0. 

Sie reducirt sich wirklich für 4^102 = 01^ auf 8^ = 0.^^'^) 

9) Man soll den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
von dessen Seiten zwei den Kegelschnitt 8^=0 berühren, während 
die dritte den andern Kegelschnitt aS^-\- 182 = berührt, und 
die beiden Basisecken sich in Äg = bewegen. 

Man findet nach der Methode des letzten Beispiels, dafs der 
Ort der eine oder der andere von den Kegelschnitten ist, welche 
die vier gemeinschaftlichen Tangenten von /S^ = 0, 82 = be- 
rühren. Sie sind durch die Gleichung dargestellt 

X^J^ J2S2 + XtiF + (i^8j^ = 0, 

wenn k : (i aus der Gleichung bestimmt wird 

10) Man soll den Ort der freien Ecke eines Polygons be- 
stimmen, dessen sämmtliche Seiten den Kegelschnitt 8^ = be- 
rühren, während seine Ecken bis auf eine in 82 = liegen. 

Diese Aufgabe reducirt sich auf die letztvorhergehende; denn 
die Verbindungslinie zweier Ecken des Polygons, die der freien 
Ecke benachbart sind, berührt einen Kegelschnitt von der Gleichung 
a^Si -j- fc/S2 = 0. Wenn X\ fi] X'\ fi'] }!'\ (i" die den Polygonen von 
(n — 1), n und (w -f- l) Seiten entsprechenden Werte sind, so ist 

In dem Falle des Dreiecks ist 

r = 4^1 ^2, (i = J2 W - 4^1 02); 

im Falle des Vierecks wird 

^"=(01—4^02)', f*"=8^,^2{8^M + ®iW-4^i02^)} 

und aus diesen ergeben sich Schritt für Schritt die Werte für 
jedes andere Polygon. ^^®) 

11) Das von den Polaren der Mittelpunkte der Seiten eines 
gegebenen Dreiecks in Bezug auf einen jeden eingeschriebenen 
Kegelschnitt gebildete Dreieck hat eine constante Fläche. ^®^) 

12) Die drei Paare von Geraden, welche die Ecken eines 
Dreiecks mit den Schnittpunkten seiner Gegenseiten mit einem 
Kegelschnitt verbinden, bilden zwei Gruppen von drei Geraden 
durch einen Punkt, wenn man hat 

A «== 4ai2a23a8i- 



r~ 



= 0; 
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370. Berührungsbedingungen. Die projecUvische Ver- 
allgemeinertmg der Beziehungen zivischen Kreisen findet sich 
in dem Zusammenhang der Kegelschnitte, welche mit einem 
festen Kegelschnitt in doppelter Berührung stehen. Der ana- 
lytischen Behandlung dieser Probleme in Beispielen liegen 
gewisse Covariantenrelationen zu Grunde. 

Man soll die Bedingung aufstellen, unter welcher die Ge- 
rade li den Kegelschnitt S + (^i^i + ^2^2 + Vs^sY = ^ berührt. 
Die zugeordnete Form liefert dieselbe durch die Substitution 
von aik + rjirik für a^ als 

«11 + Vi^ j «12 + nin%, «13 + nin%, ^ 
«21 + n^niy «22 + ^2'^ > «23 + V% ? ^2 
«81 + %'^i'j «82 + n^'n^j «33 + %'^ » % 

bl ; b2 ? §3 ? ^ 

sie zerfällt in Partialdeterminanten, deren erste — 27 selbst ist; 
die drei, welche, je zwei Reihen der i?/i?/ enthalten, ver- 
schwinden identisch, weil zwei proportionale Verticalreihen 
in sie eintreten, und die drei, in die nur eine Reihe i?/??/ 
eintritt, geben durch Entwickelung ein Aggregat von Gliedern, 
welches sich von dem Polynom — S nur dadurch unterscheidet, 
dafs für die Xi die Differenzen (Xk^ij — ^'^k) iii sie eintreten. 
Also ist die Tangentialgleichung des Systems 

^+ { «11 (§2%— '»?2§3)^H f- 2 «12 (li^3— ^1 13) (& ^3—^2 ^3) } = 0. 

Dieselbe kann in anderer Form geschrieben werden, wenn 
man die dualistische zur Relation des § 326 

SS' -- P^ = C 
zu der Umformung benutzt, also 

22' — n^ = jn wo 

r= a,i (lai^s — ^213)^ H h 2a,2 (ii% — VikXk^— ^2^0- 

Man erkennt nach § 320 in dem Subtrahenden das Quadrat 
der als Polare 71 zu bezeichnenden Function, durch deren 
Verschwinden bedingt ist, dafs die beiden Geraden l,- und i]i 
in Bezug' auf den Kegelschnitt /S = harmonische Polaren sind. 
So kann, wenn Z"' durch die Substitution von rji in 2J entsteht, die 
oben gewonnene Bedingung in der Form geschrieben werden 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelscbn. 5. Aufl. 42 
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Dieselbe Gleichung kann endlich in eine für gewisse An- 
wendungen bequeme neue Form dadurch gebracht werden, 
dafs man statt der Ooordinaten |{ der Geraden die Coordi- 
naten ihres in Bezug auf den Kegelschnitt 5 = genommenen 
Pols einführt und die Bedingung bildet, unter welcher die 
als die Polare P' = von x gegebene Gerade den Kegel- 
schnitt 5 + P"* = berührt. Die Polare von xl berührt 
5 = 0, wenn xl in der Curve liegt, und wirklich, wenn wir 
in H für die !»• die halben Ableitungen 5^, ^2, Äg, d. h. die 
Coefficienten der rr^, rCg? ^3 ^^z. in der Gleichung der Polare, 
substituiren, so erhalten wir das Product ^S'*). Es sind 
ferner zwei Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt 5=0 
harmonische Polaren, wenn ihre Pole in Bezug auf ihn har- 
monische Pole sind; und in der Tat liefert die der vorigen 
gleiche Substitution für die %i in 77 das Product ^J?, wenn 
J2 das Resultat der Substition der Ooordinaten des einen der 
Punkte a?/, x" in die Gleichung der Polare des andern be- 
zeichnet. In Folge alles dessen wird die Bedingung, unter 
welcher die Gerade P' = den Kegelschnitt 5 -f- P" = 
berührt, in der Form erhalten 

(1 + S") 5' = J2^ 

Man kann schliefslich zur Bildung der Bedingung weiter- 
gehen, unter welcher die beiden Kegelschnitte 

einander berühren. Denn diese Kegelschnitte berühren ein- 
ander, wenn eine der gemeinschaftlichen Sehnen rjg. -\-^ = 
einen der Kegelschnitte berührt; man erhält daher die ge- 
suchte Bedingung, indem man in der Bedingung 

(^ + 2;') -2; = n^ 

für die 1,- die r^i + g,- substituirt. Man erhält 

(^ -f 2') (2' + 277 + 2;") = (2J' + ny 

und bringt dies auf die mehr symmetrische Form 

(j + s,) (j + 2J^) ^iJ± ny. 

*) Wir bemerken, dafs man damit die Form einer Determinante 
für die allgemeine homogene Gleichung des Kegelschnittes gewonnen hat. 
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Man bildet ebenso aus der Bedingung (1 + S")S'==i2^ 
die Bedingung der Berührung der Kegelschnitte S + P'^ = 0, 
S + P"2 = in der Form 

(1 + «0 (1 + ^") = (1 + ny- 

B. l) Man soll einen S = doppelt berührenden Kegelschnitt 
S -]- P^ = so bestimmen, dafs er zugleich die Kegelschnitte 

berührt, die selbst mit iS = in doppelter Berührung sind. ^*®) 
Denken wir den Punkt Xi als den Pol der Sehne der Be- 
rührung zwischen 8=0 und <S'+P^=0, so gelten die Relationen 

(1 + Ä) (1 + s') = (1 + py, (1 + Ä) (1 + s") = (1 + p")^ 

(1 + s) (1 + Ä'") = (1 + p"T, 

in welchen S\ 8'\ /S"' bekannte Constanten sind und S, P', P", P'" 
die Coordinaten des gesuchten Punktes Xi enthalten. Sei 

l + S^-k?, 1 + Ä' = Ä'2, 1 + ^" = Ä"2, 1 + Ä'" = A;"'2, 

so ist kk' = 1 + P\ kk'' = 1 + P", ää'" = 1 + P'". 

Dabei ist zu bemerken, dafs P', P' , P"' je mit doppeltem Zeichen 
zu schreiben wären, und dafs in Folge der Quadratwurzel ziehung 
auch die k\ k'\ k"' doppelte Zeichen erhalten; daher zeigen diese 
Zeichenverschiedenheiten die Existenz von zweiunddreifsig Auf- 
lösungen des Problems an. 

Dis letztgeschriebenen Gleichungen geben 

k (k' - r) = P' ~ P", k {k" - Ä;'") == P" — P'" 

und somit durch Elimination von k 

p' (Ä" — k'") + p" (ft'" - r) + p'" (fc' - Ä") = 0, 

die Gleichung einer Geraden, in welcher der in Bezug auf S=0 
genommene Pol der Berührungssehne des gesuchten Kegelschnittes 
liegen mufs. Durch die Werte P' = P" = P'" wird die Glei- 
chung erfüllt, d. h. der durch diese Relationen gegebene Punkt, 
eines der Radicalcentra der Kegelschnitte 

Ä+ P'2 = 0, 8+ P"^ = 0, Ä + P'"2 = 0, 

liegt in ihr. (Vgl. § 279.) Auch die Relationen 

P'ik' ^P":k'' = P''':k 



iif 



erfüllen die Gleichung und haben folgende geometrische Be- 
deutung: Die Gleichungen von 8 + P'^ = 0, 8 -\' P"^ = o in 
Tangentialcoordinaten sind bez. 

(1 + Ä') ^ = ^i/, (1 + S") S = J|,"», 

42* 
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und durch M/ + S»^y+£8< _!_. ^i^i^^ + y+^3<' _ Q 

werden daher Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von 
S+ P'^=0, S+ P"* = dargestellt. Die Coordinaten dieser 



•*7 • , *C ■ 



^ 



Punkte sind *- + -^, oder die Polaren derselben in Bezug auf 

k k 

P' P" 

iS «= haben die Gleichungen -r?- + ]ü^ ^^ ^' I^a-raus folgt, dafs 

P' :k' = P": ä" == P'": Ä;'" den in Bezug auf S = ge- 
nommenen Pol einer Axe der Ähnlichkeit der drei gegebenen 
Kegelschnitte bezeichnet. Man hat also den Satz: Der Pol der 
gssuchtm Berührungssehne liegt in einer der Geraden, welche eines 
der vier Badicälcentra mit dem in Bezug auf 8=0 genommenen 
Pol einer der vier ÄhnUchkeitsaxen verbinden. Dies ist die all- 
gemeine Form des in § 133 gegebenen Satzes. 

Zur Vervollständigung der Auflösung suchen wir auch die Co- 
ordinaten des Punktes zu bestimmen, in welchem 5 + P^ ==0 
und S -|- P'^ = sich berühren. Da dieser Punkt ein Centrum 
der Ähnlichkeit der beiden Kegelschnitte ist, so sind seine Co- 

ordinaten -^ — -^ und wir müssen Xi + p aj^ flir Xi in die Glei- 
k k "' 

chungen ä-ä' = 1 4" -P? ^tc. substituiren, wodurch wir erhalten 

ÄÄ'=l-f-P'+|^', kk' = l + P''+^R, M'"=l+P'"+|li', 

wenn wir durch jß, R' die Resultate andeuten, die aus der Sub- 
stitution von Xi\ Xi" bez. in die Gleichung der Polare von x/ 
hervorgehen. Dann ist 

ä(ä;'-ä")=P'-P"+ l {ß'-B\ ;k(jfc'_Ä';0=P -P'"-fp {S'-B'), 
und durch Elimination von h erhalten wir in der Form 

die Gleichung einer Greraden, welche den gesuchten Berührungs- 
punkt enthält. Dieselbe verbindet ein Badicalcentrum mit dem- 
jenigen Punkte, in welchem P', P", P'" bez. zu 

k' — VT-, h" — p-, ä'" — Y ^^^^ 2^ ^> ^'^ ' — ^1 ^'ä ' — -R' 

proportional sind. Wenn wir aber die Gleichungen der Polaren 
der drei Ähnlichkeitcentra einer Ähnlichkeitsaxe in Bezug auf den 
Kegelschnitt iS' + P'^ = bilden, wie oben, so erhalten wir 
{k'k" — B)P'= P", (Ä'Ä'" ^B^)P' = P'", etc. Also verbindet 
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die Linie, welche wir zu construiren wünschen, eines der vier 
Radicalcentra mit dem Pole, welcher einer der vier Ähnlichkeits- 
axen in Bezug auf den Kegelschnitt /S + JP'^ = entspricht. 
Aus Sätzen, welche unter den Anwendungen der Methode der 
reciproken Polaren in einem folgenden Kapitel (§ 396 f.) gegeben 
werden sollen, läfst ^ich dieselbe Construction auch ganz ebenso 
geometrisch ableiten, wie es im § 133 für das Problem des 
ApoUonius geschehen ist. Die sechszehn Geraden, welche man 
so erhält, schneiden den Kegelschnitt S + P'^ = in den zwei- 
unddreifsig Punkten, in welchen ihn die verschiedenen den Be- 
dingungen des Problems genügenden Kegelschnitte berühren. 

2) Zu einer zweiten Lösung des Problems führt die Ent- 
wickelung einer identischen Relation, welche die Invarianten von vier 
Kegelschnitten verbindet, die alle einen Kegelschnitt doppelt berühren 
und zugleich alle von einem andern Kegelschnitt berührt werden. 



Wenn 



S = Xi^ + x^ + a;. 



2 







ist und 



ZW = ai(^)^i + a.^^x^ + a^^^x^, ^ = a^^^x^ + a^^^x^ + a^^^x^ 
sind, so ist die Bedingung, unter welcher die Kegelschnitte 

8 - z<i)2 = und 8 — Z^^)^ = 
einander berühren, für 

^(1) = ^^(1)2 ^^(1)2 _|. ^^(1)2^ ^2) „ ^^(2)2 ^ ^^(2)2 ^ ^^(2)2. 
(1 _ ^(D) (1 _ ^(2)) = (1 ^ i2(12))2. 

Wir werden nun auf die beiden Gruppen von Elementen mit 
sechs horizontalen und nur fünf verticalen Reihen 



1, ,0 ,0 ,0 

1, «/^\ a2^^\ a3<^ y(l - Ä(i)) 

• • • 

• • • 

1, «!*>, V«, «s^«, y(i - s(^') 



0, ,0 ,0 ,1 

-1, a,(« «^<«),a3W,y(l-Ä(^)) 

• • * 

-1, V« a,(« V« y(l-ÄW) 

die Regel für die Multiplication der Determinanten anwenden, so 
dafs wir (vgL § 140, 1.2) ein verschwindendes Product erhalten, 
und setzen zur kurzen Darstellung desselben 

y(l _ 5a))y(i _ s^^)) — (1 - iJd«)) = (12), etc. 

Dadurch erhalten wir die identische Relation 

,1,1,1,1,1 

Kl - S«), , (12), (13), (14), (15) 

1/(1 -äW), (12), , (23), (24), (25) _ 

y(l -«(»)), (13), (23), ,(34), (35) "' 

1/(1 - 8(% (14), (24), (34), , (45) 

y{\ - äW), (15), (25), (35), (45), 
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= 



(vgl. § 150) 



die die Invarianten von fünf Kegelschnitten verbindet, welche sämmtlkh 
mit einem und demselben Kegelschnitt S^=0 in doppelter Berührung sind. 
Wenn aber der Kegelschnitt (ö) die vier übrigen Kegel- 
schnitte berührt, so verschwinden die (15), . . . (45) sämmtlich, 
und wir finden, dafs die Invarianten von vier Kegelschnitten, welche 
den nämlichen Kegelschnitt doppelt berühren und selbst alle von 
einem und demselben fünften jenen auch doppelt berüfirenden Kegel- 
schnitt S berührt werden^ die Bedingu/ng erfüllen 

, (12), (13), (14) 

(12), , (23), (24) 

(13), (23), , (34) 

(14), (24) , (34), 

oder 1/{(12)(34)}±>/{(13)(24)} + l/{(l4)(23)} =0. 

3) Mit Hilfe der Relation von 2) ergibt sich eine Lösung 
des Problems von der Bestimmung des Kegelschnittes, welcher 
drei gegebene Kegelschnitte berührt, und, so wie jeder von diesen, 
selbst einen festen Kegelschnitt doppelt berührt, welche voll- 
ständig der zweiten Auflösung des Problems vom Berührungs- 
kreis zu drei Kreisen entspricht, die wir in § 140 gegeben haben. 

Wenn die Discriminante eines Kegelschnittes verschwindet, 
so ist jS' = 1 , und die Bedingung seiner Berührung mit einem 
der andern Kegelschnitte reducirt sich auf i? = 1. 

Für w,als Coordinaten eines Punktes von 5 — 2/^=0 oder von 



X 



2 



+ ^2^ + ^3^ — («1^1 + «2^2 + «S^s)^ = ö 



bezeichnet dann offenbar 
^1 "r ^2 ~r ^8 



ll^X^ +W8^S+«8^8 



2 



= 



einen Kegelschnitt, dessen Discriminante verschwindet, und welcher 
S — 1} = berührt. Wenn daher drei Kegelschnitte 

gegeben sind, und Ui einen Punkt bezeichnet, der dem berührenden 
Kegelschnitt angehört, und wenn der Kegelschnitt von der vorher 
geschriebenen Gleichung als vierter Kegelschnitt genommen wird, 
so sind die Functionen (14), (24), (34) bez. 



1 — 



A_ ^ ^ 






und die Coordinaten der Punkte des Bertthrungskegelschnittes der 
drei gegebenen genügen daher der Gleichung'**) 

|/[(23) (YS- L,)] ± >/[(3l) (YS- L,)] 

+ l/[(12)(>/Ä-i,)]==0. 
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4) Die vier Kegelschnitte, welche mit einem gegebenen 
Kegelschnitt S = eine doppelte Berührung haben und durch 
drei gegebene Punkte gehen, werden sämmtlich von vier andern 
Kegelschnitten berührt, die selbst mit S = eine doppelte Be- 
rührung haben. ^*^) Sei 

S^x^ ^ + ^2^+ ^3^ — 2 0^2 a^s cos g)i — 2 ÄJg x^ cos 9)2 — '^^1 ^2 ^^^ 9^8 °^ ^J 

so sind die vier gedachten Kegelschnitte durch S^^ (x^ + ^9 + ar^ Y 
dargestellt, und diese werden alle durch 

S={xj, cos (g>2 — g>s) + ^2 cos (9)3 — g>i) + x^ cos (g>i — 9^2) } ^ 

und die drei andern Kegelschnitte berührt, die man hieraus durch 
die bez. Zeichen Wechsel von g)^^ 9)3 > 93 erhält. 

5) Die vier von den Fundamentallinien iTj = 0, ojg = 0, 
iTg = berührten Kegelschnitte, welche den Kegelschnitt 8 = 
'doppelt berühren, werden durch vier andere Kegelschnitte berührt, 
welche gleichfalls Ä == doppelt berühren. Jene sind für 

-«f = i (9>i + 92 + 93) d^rch 

S= [x^ sin (1/; — 9)1) + X2 sin (1/; — 92) + x^ sin (1/; — ^s) } ^ 

und die drei andern Gleichungen dargestellt, welche durch die 
Zeichenwechsel bei 9?^, 9)2, 9)3 bez. aus dieser entstehen; einer 
der berührenden Kegelschnitte ist daher 

_^ I x^ 8in|9?gSin^9>a , ^ sin^jpgjin^jPi , x^ sin^ cp^ sin-^ q>^ 1 2 
l sin-^ 9)j "*" sin-^ 9)j '^ sin^qpg i ' 

und man erhält die übrigen durch Veränderung des Vorzeichens 
bei Xi und gleichzeitigen Übergang vom Sinus zum Cosinus bei 
9)2 und 9)3, etc. 

6) Die Bedingung, unter welcher drei Kegelschnitte 8^ = 0, 
^2 = 0, Ä'3 = mit demselben vierten Kegelschnitt eine doppelte 
Berührung haben, wird gebildet, indem man A, f*, v zwischen den 
drei Gleichungen eliminirt, welche ausdrücken, dafs 

X8^ — (182 = 0, (i8^ — v8^ = 0, v/Sg — k8i = 
in Linienpaare zerfallen, d. h. zwischen 

und den gleichgebildeten übrigen. 

371. Transformation zu Normal-Gleiohungen. Eine An- 
wendung von fundamentaler Bedeutung hat die Invarianten- 
theorie auf die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks 
zweier Kegelschnitte. Denn die Beziehung derselben zu den 
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Curven ist derart, dafs das Tripel seiner Seiten zu diesen 
covariant sein mufs. Infolge dessen muß die Coordinaten- 
^^ansformation Xi = UaikXk, welche zwei Kegelschnitte auf ihr 
gemeinsames Polardreieck bezieht oder zwei quadratische Formen 
gleichzeitig auf die Normalform redudrt, mit Hilf e der Invarianten 
des Favres ausführbar sein}^^) 

Wir setzen die Gleichungen der Kegelschnitte S^ == 0, 
^2 = in den allgemeinen Formen voraus und denken sie 
durch die linearen Substitutionen in die jener Beziehung ent- 
sprechende Form 

übergeführt, wobei wir gewisse Constanten implicite in den Xi 
voraussetzen. Die Aufgabe der Ermittelung der Werte der 
Substitutionscoefficienten aa und der A ist völlig bestimmt, 
denn den zwölf Unbekannten entsprechen nach den Identitäten 
der transformirten und der ursprünglichen Formen zwölf Be- 
dingungsgleichungen. 

Die Untersuchung der Discriminante ^ und der Tan- 
gentialform Z! des Systems S^ — ASg = führt zur Be- 
stimmung sämmtlicher Unbekannten; jene ist 



%1 '''^21> 



^^22? ^28" 



Afe 



28 



=J^ — A©, + A^®2 — l^J^^fik) ; 

^3lT^^81? ^82 AO32; 0^33 AO33 / 

die Discriminante des transformirten Systems ist notwendig 

Aj— A, , 
, A2 A, 



^'•m 








.0 





Aq ~~- a 



= (A,^A)(A2 — A)a3-A). 



Also liefert die cubische Gleichung /"(A) = 0, wie auch aus 
der des § 356 hervorgeht, die Werte von A, welche die Coeffi- 
cienten in der transformirten Form sind. 

Bildet man ferner die Tangentialform (§ 366) 



z;, — A0 + A22:2= — 



«H ^^11? %2 *^12J ^18 ^^18? 



a^t ~ A Oa-* , ^22 ~~~ '• Oi 



"21 
^31 ^^31 > ^82 



227 ^28 ^^28? 






I. 



A632, 0^83 AÖ38, 



2 







X,-k, , ', g/ 


, A, - A, 0,1/ 


0,0, X^-k, u 


bl 7 §2 7 §3 > ^ 
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so geht dieselbe durch die transponirte Substitution in die 
Tangentialform des transformirten Systems über 



AV(A) = 



a,-A)(>l,-A)(A3-A)(^ + ^ + j|;^)- 

Denken wir dann die Werte A^, Ag, Ag, die sich aus der cubischen 
Gleichung der Discriminante ergeben haben, in diese Glei- 
chung nach einander substituirt, so erhalten wir das System 

A* 9 (AJ = - {k, - k,) {k, - k,) S/«, 
AV(A,) (Aj - A,) (A3 - A,) |J'^ 

Nun zeigt die Vergleichung der beiden Ausdrücke von f{k), 
dafs der Coefficient von k^ in dem einen ( — Vf^^^^, im 
andern ( — 1)^ ist; somit ist ^gA^=== 1 oder die Bestimmung 
von A^ gegeben. Damit bestimmen die vorigen drei Glei- 
chungen die Werte der |,-. 

Die Substitutionen Xi = Uccax/y 1/ = Uccik^i machen die 
vorigen Gleichungen zu 

9> (Ai) = — ^2(A2 -- Ai) (A3 — AJ { «11 li + «21 12 + «31 §8 } ^ etc. 

Denkt man 9 (Aj durch ^2 "^^ ^^^ Product der Differenzen 
der Af dividirt und den Quotienten nach Potenzen der |,- ge- 
ordnet, so liefert die Vergleichung der Coefficienten ent- 
sprechender Potenzen von 5» auf beiden Seiten die zur Be- 
stimmung der Uik hinreichende Anzahl von Gleichungen. Das 
Product der DiflFerenzen der A, mit welchem zu dividiren war, 
ist aber wegen 

AY(A) = (Ai - A) (A2 - A) (A3 - A) 

derselbe Ausdruck, welchen man erhält, indem man A^/'(A) 
zuerst nach A diflferentiirt und dann für jene Werte A^, Ag, A3 
bez. einsetzt, d. h. A^/^(Ai) oder /'(Ai) : ^2; ®^c- ^^^ vorigen 
Bestimmungsgleichungen für die a,* nehmen also die End- 
gestalt an 
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— ^ ^ («11 ii + «21 §2 + «31 y"; 

/'(i ) - ~ («12 bl + «22 b2 ~r «82*3) } 
rU ) ^^^^ (^I3bi + «23*2 "T «SSbs) J ) 

oder in vollständig entwickelter Gestalt in den Tangential- 
formen ausgedrückt 

Die Substitutionscoefficienten selbst erhält man endlich 
wie folgt: Man findet aus den Relationen 27/ = A^2^i, 
2J^' = ^^Zl2, O'=^^0 und erhält aus ihnen die S/ in 
Function der |,- oder S/ = ^*(li? &? S3) ^iid somit 

«IfSl + «21 & + «Stls = ^» (Si, §2' Ss)- 

Durch die successiven Substitionen 

g,=l, |2=0, §3=0; g,= 0, §2=1, §3=0; g,=0, §^=0, §3=1 
folgen dann die Werte 
-au = ^,(1, 0, 0); «2» = tiiO, 1, 0); «3,- = ^,(0, 0, 1), 
uüd daher für unser Problem 



y 2;,(i, 0, 0) - ;i;.^(i , 0, o) + V^« (i> o, o) 
«" = J/ ^ /'(i.) 

/^07l, 0) - A,^(0, 1, 0) + X,^2, (0, 1, 0) 

«,, = J/ ^^ , 

i)-x,<P(o, 0, 1) + V-2^2(o,o, 1) 

«8i 



T Ai (0, 0, 



Die Bestimmung des Polardreiecks wird vereinfacht, wenn 
eine seiner Ecken, also auch die Gegenseite von vornherein 
schon bekannt ist. Die beiden andern Seiten des Dreiecks 
sind zu ermitteln als das einzige Paar conjugirter Polaren, 
welches die beiden Kegelschnitte an jenem Pol gemeinsam haben. 

Ein Hauptbeispiel für dieses Problem bieten concentrische 
Kegelschnitte, deren gemeinsames Paar conjugirter Durch- 
messer gesucht wird. Ist dann insbesondere einer der Kegel- 



*) Diese Entwickelungen lassen sich ohne Veränderung auf qua- 
dratischß Fprmen von n Veränderlichen ausdehnen. 
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schnitte ein Kreis^ so ist das geforderte Durchmesserpaar 
rectangulär, d. h. man kommt auf die Axenbestimmung der 
Centralcurven^^) zurück und erkennt a^^ + a^^, ^i\<^22 — ^i% 
als Kegelschnitts-Invarianten der Beziehung auf rechtwinklige 
Systeme um den Mittelpunkt (§§ 166 — 168). Die Ausführung 
dieses Gedankens in B. 9) zeigt die blofse binäre Gestaltung 
der Theorie des Textes. 

B. 1) Normalformen der Gleichungen 

S^ ^ bx^ + ^^2^ + 2^3^ "1" ^^2^8 2XqXi + ^iCiiCg = 0. 

Man erhält für die Coefficienten Ä^^ , A22 etc. der Tangential- 
gleichungen der Kegelschnitte die Werte 

-4ji= 4, -A22*= 61, -^33= 36; il23==51, Äqi= — 3, :i4i2=8 
B,, = 2, ^22 = 9, -^38=14; J?28=— 11, J53i = ö, -Bia = -4 

für die Invarianten ^j= — 45, z/g = l, 0i = — 49, ©^^^"^ 
also für die cubische Gleichung 

f(X) =— k^ — 31^ + 49A ~ 45 = 

und für ihre Wurzeln A^ = 5, Ag = 1 » ^3 = — ^ 5 s-^s^ ^^ ^i® 
reducirten Gleichungen 

O X-t "T" Xa ~~~ »/ ^Q ~~~ \J y X-t ' I ' «Ta ' I fl/o ^^^ Vf. 

Es erübrigt die Bestimmung der Substitationscoefficienten. 
Man erhält /''(i,) = — 66, f'{Xi) = 40, f'{l^ = — 140; 

9.(i,)=ß6|,«+224|g^+224|8*-448|,l3 + 224|8|,-224|il„ 
g)(Aj) = - 401/ - 40^3« + 8OI2I3, 
9.(A8)=UO|i»+560|2*+1260jj*-1689g2^3+840|,li— 560|,|j, 

also jene negativen Quotienten von 9 (ili) und /"'(ilj) bez. gleich 

I,* + 41,» + 4^3* - 8|,|3 + 4I3I1 - 4IJ3, g,» + I3« - 2|,|3, 
li« + 41,* + 9I3* - 121,1, + 6I3I1 - 4|i|„ 

80 dafs die Bestimmtmgsgleichtmgen der Coefficienten werden 
«11^=1» «21^ = 4' «81^ = 4? «2i«3i= — -*? 0^81 «^11=2, ai,a2i=— 2 

«12^=0, «22^=1, «32^=1, a22«82=— 1» «32«12=ö, aj2a22 = ^ 
«Ij =1, «28 ^^^1 ^38 '^^^i *^23*^88'^^ ^J ^SS^^IS"^^^? ^13^28'^^ — ^ 

und diese selbst a^ == 1, a^g = 0, «,3 = 1; 

«21 = — 2 , «22 "^ 1 ) ^28 ""^^ 2 5 "31 ''^ ^1 '^82'^^ — 1 ? ^33 ^^^ ^• 

Die Determinante der Substitution ist = 1 , wie der Wert von 
Jg GS bedingt. 
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2) Man soll für den Kegelschnitt tcS^-^- XS^^O das Doppel- 
yerhältnis der vier Punkte bestimmen, welche den Kegelschnitten 
Si=0 und 8^ = gemeinschaftlich sind (§ 361, 2).^^) 

Wir denken den Scheitelpunkt des Büschels in einem dieser 
gemeinschaftlichen Funkte, so dafs dasselbe von der Tangente 
des Kegelschnittes in ihm und den Strahlen nach den drei übrigen 
gebildet wird; dafs die Doppel Verhältnisse desselben also mit denen 
der vier Wurzeln der in ^ : <; biquadratischen Gleichung 

identisch sind; und wir bestimmen die letztem nach einer linearen 
Transformation, bei welcher sie ja ungeändert bleiben. 

Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein: Die Discrimi- 
nante des Büschels x^^, + k^IS^ + kX^&2 + h^^2 sei G^(ä, l) 
oder G^; dazu die sog. Hesse'sche bez. Jacobi'sche Function (vgl. § 348) 

"lax* ax* \diidi/\~^^'^' ^^' 

,\dG ag(x ,Z) dG dH{ii,X) \_^^ . 

*lax dx "" dx ax j — vi.'*» ^)' 

Dann substitniren wir t und v nach den Eelationen 
.fdG{it,X) , dG(:K,X) \ 

und erhalten 

ff*(x, 1)G(q, ff)(xß- U) = {i»+ f ff(x, l)xv' + Q(x, A)«»}t,. 

Bedeutet dann (r — ©v) einen linearen Factor (p der Klammer- 
gröfse rechts, so hat man 

V { T^ + f ^(x, X)xv^ + Q(k^ ^)v^} = v(p{(p — »1 v)(9) — «2 v) 

und es müssen die absoluten Invarianten der beiden biquadratischen 
Formen rechts und links gleichwertig sein; man erhält somit für 
d gleich G)^ : 0)2, als das fragliche Doppelverhältnis der Beziehung 
(vgl. § 351) 

Q'i^a) ~(l + d)^2 — d)«(l~2rO» ' 

oder H\K,X){l + dy{2—d)''(l-2dy + Q\K,X){l—d+d''y=0 

als Ausdruck der Abhängigkeit zwischen d und dem Parameter- 
verhältnis X : X. 

3) Der besonderen Wahl B'(3c, X) = entsprechen zwei 
Kegelschnitte des Büschels, für welche das Doppelverhältnis der 
Grnndpunkte gleich einer imaginären Cubikwnrzel aus der nega- 
tiven Einheit, d. h. äquianharmonisch ist. (Vgl. § 345, 1.) 
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Ebenso der Pestsetzung ^(jc, X) = die drei Kegelschnitte 
des Büschels, für welche das Doppelverhältnis der Grundpunkte 
harmonisch ist. Dieselben sind dem gemeinsamen Polardreieck 
in der Weise zugeordnet, dafs die Doppelstrahlen der Involution 
aus dem Oeradenpaar des Büschels und dem Diagonalenpaar des 
Pols die Tangenten eines solchen Kegelschnittes in Punkten der 
Polare oder dritten Diagonale sind. 

4) Welches ist der geometrische Ort der Punkte, von denen 
aus an die Ellipse h^x^ + a^y'^ — a^h^ = vier Normalen von 
gegebenem Doppelverhältnis gehen? 

Man erhält seine Gleichung, indem man das Doppelverhältnis 
der biquadratischen Form 

k^J^ + k^S^ + 1^0^ + kJ^ 

bildet, in welcher J^^ ©i, etc. die Bedeutungen aus § 356 B. 
haben (vgl. auch § 358, 4). Insbesondere ergibt sich 

a^a;^ + b^f — c* = 

für den Ort der Punkte, von denen vier Normalen von gleichen 
fundamentalen Doppelverhältnissen ausgehen. 

5) Bedingung der doppelten Berühnmg von zwei Kegelschnitten. 
Im Falle der Berührung der beiden Kegelschnitte werden 

die Ausdrücke 9? (^) : /*' (^i) für die Doppel wurzel (§358) der 
cubischen Gleichung unendlich grofs, d. h. es ergibt sich kein 
Dreieck der gemeinsamen harmonischen Pole. Für eine doppelte 
Berührung wird dasselbe unbestimmt, weil (p(k) für die Doppel- 
wurzel A für beide Kegelschnitte den Wert Null haben mufs. 
Dies heifst geometrisch: die Sehne der Berührung und ihr Pol 
sind eine Seite und die Gegenecke für alle Dreiecke jener Art, 
und die beiden andern Ecken liegen in der Sehne als ein Paar 
von conjugirten Punkten; und es heifst analytisch, dafs aufser 
der Determinante /'(A) auch deren sämmtliche XJnterdeterminanten 
verschwinden. Also ist zugleich 



= und auch 



(«22 — ^^^22) («33 — ^^33) == («23 — ^hi)^ 
(«38 — • ^^83) («11 — ^^n) = («81 — ^^l)^ 

(«11 — A6,J («22 — ^^22) = («12 — ^12^^, ^^also'' 

{a^i—X 611) : («12— ^&12)-(«13- '^^13) = («21— ^^2l):(«22~^^22)*-(«28~^^23)- 

Die Elemente der Determinante verhalten sich somit wie die Qua- 
drate und Producte von drei Gröfsen a^, a^^ %, oder man hat 



«11 ^\lJ «12 ^^12» «13 


A&13 


«21 ^^2H «22 ^^22» «23 


— ^^23 


«31 ^^3n «32 ^^32» «88 


^&83 
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^n ~* ^^11 = *W^A ^22 ~* ^^22 = ^«2^ «33 '~ ^^33 = *W^^ 
«J2 — ^&i2==*Wa!'ia2, «23 — ^&28='*W«2%» «31 — ^h^i^^WiCis^l' 

Die Substitution dieser Werte in die Gleichung 8^=0 liefert aber 

und fahrt auf die Gleichungsform des § 275 zurück. 

Der Berührung zweiter Ordnung entsprechen drei gleiche 
Wurzeln und damit die Bedingungen des § 358. 

Berührung dritter Ordnung verlangt die Berührung der Sehne 
der doppelten Berührung mit den Kegelschnitten, also das Ver- 
schwinden der Tangentialform jedes der Kegelschnitte far die a, 
ihrer Gleichung (§ 368, 4). 

6) Man soll die Gleichungen der gemeinsamen Punkte ftir 
die durch die allgemeinen Gleichungen bestimmten Kegelschnitte 
iSj == 0, 8^ = in schliefslicher Endform angeben. ^^^) 

Wir ermitteln die lineare Function der Wurzeln a?i, ajg, ^3 
durch die ihr äquivalente ^Z (§ 365). Nun ist aus den trans- 
formirten Formen 



fljj : X^ ': flJg — y A2 ^8 • K ^3 ^1 • r ^1 ^2? 

also auch , 

t '_fc' _ l/ ft - h ) (^1 -h^ + h '^) 



-^y- r(x,) "^K r(x,) 

wo noch für f'(Xi) sein Wert (Xi — Xj) (A,- — Xk)^2^ gesetzt werden 
kann. Die Function ^x gibt die Werte von Xj^: X2' ix^s ^^ ^^^ 
successiven Substitutionen ^^ = 1, ^2 =^ ^> ^s = ^? ^i = 0, ^3 = 1, 
I3 = 0; ^1 == 0, ^2 = ^1 §3 = 1 unter den Wurzelzeichen. 

7) Man kann die Transformation auch in allgemeinster Form 
an die Covariante anknüpfen, welche man als zugeordnete Form 
S von <Z> erhält, während die zugeordneten Formen von 2J^ und 
£2 wieder 8^ und 82 sind. In der transformirten Form ist 

*' = (i2 + h) k'' + (h + ^) I2" + ih + h) k" 

und die entsprechende zugehörige Form (§ 367) 
Man hat also wegen ^^S^S" die Gleichungen 

8^= X^X^ -f- ^2^2 T" ^8^3 1 

8i= %'^+ x;'+ 

also durch Auflösung derselben 
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ik - h) (*i - h) <"" = ^*^ - (^ + ^3) -Si - ^1 {h + is) Ä«, 
(i, - I3) (ij - iO o;/* = A^'S - (ig + ii) Ä, - A3 (As + AJ Ä, , 

(^ - Ai)(As -^)a;3'* = ^'S- (Ai + A,)5i - A,(Ai +A,)^. 
Da nach den vorigen Entwickelnngen und wie oben ist 

AH =1, Ag + Aj = A«0ä — Ai, etc., 
so ist (A,- — A,) (A,- - At) A^xl^ = S+{h^, — ©2) (Si — XiS^) , 

^•' "~ y ßi - i-j) (li - h) ^2 

Durch eine analoge ScUufsweise wie in der vorigen Aufgabe 
folgen, weil x/ eine lineare Function H^ (ajj, x^, Xg) der X{ wird, 
die Coefßcienten der inversen Substitution, d. h. derjenigen, welche 
man durch Auflösung der Substitntionsgleichnngen Xt = üctucXt 
erhält, 

^ _, / g(i, 0, 'o)~+ (x^d^'-nf^HS, (1, 0. 0) - A..6'. (1, 0, 0)T 



,.,. =1/!^ 



0) + (A,-^, - &,){S, (0, 1, 0) - A..S, (0, 1, 0)} 



A.,._y^^ 



1) + {X,^, - 0,) [ 8, (0, 0,1)- X,S, (0, 0,1)} 



8) Die Einführung der in 6) benutzten Verhältnisse der Xi 

in die obigen Ausdrücke für Xi ergibt die Gleichungen der Ver- 
bindungsgeraden der Schnittpunkte der Kegelschnitte. 

9) Transformation zweier Centrälgleichungen (§ 168) 

«u ^1^ + 2 ai2iz;i a?2 + «22^2^ = 1 j ^n ^1^ + 2 &12 ^1 ^2 + ^22 ^2^ = 1 
aw/* flfas gememsehaftliGhe Faar conjiigirter Dwrehmesser^ d. h. in 

Um sie zu vollziehen, hat man die Wurzeln A^, ^2 der Gleichung 



/■« 



0^21 ^^211 ^22 ^^22 



oder 



(«ll»22"-«120"~2A{ail622+«22^n — 2012^12 }+^^(^lA2— ^12^)=^ 

zu bestimmen. Man hat ferner 

f\X) = —[anh2 + «22^11 ~ 2ai2^2 — ^(^11^22 — ^2^)}^ 
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sagen wir = — 2 ( J. — XC), Sind dann die zu benutzenden 
Substitutionen x^ = ^n^i + «12^2') ^2 ^^ ^^21^1' "t" ^22^2 1 ^®^ 
die transponirten ^Z = cc^^ki + «21^2? ^2' = «^12 li + «22^27 so 
bilden wir 



^11 ^^11» ^12 ^^12» 


§1 


^21 ^^21» ^22 ^^22j 


I2 


§11 §2 » 






= — {(«22 - ^2>22)Sl' — 2(a,2— ^612)^1^2 + («11—^0^2'} 

und erhalten die nach |,- identischen Gleichungen 

/"(Jl ) ''^ C^ii^i I <^2i52) » PTT) ^^ v'^iaSi 4" «2262) • 

Sie liefern, unter Einführung der Wurzeln A^, Ag, für die Sub- 
stitutionscoefficienten die Werte 

^11 "~2(^-XiO)' '^i^ —2{A—X^C)' ^^21 — 2(^— Z^O)' ^^22 —2(^—^2 0)' 

und «ii«2i — --XZT^jö"' ''i2«22 = - -X=VÖ- 

zur Bestimmung der Vorzeichen. 

Der Voraussetzung f\X) = entspricht ein Ausnahmefall; 
f(X) = hat dann gleiche Wurzeln, d. h. es ist 

(«11 «22 — «12^)(&ll^22 — O = («11^22 + «22^1 — 2ai2^2)^- 

Da die Coordinaten der Schnittpunkte beider Curven, im all- 
gemeinen Falle, in den Coefficienten der Transformation durch 



gegeben sind, so fallen für Aj = Ag die Schnittpunkte in unend- 
liche Entfernung; die beiden Curven sind concentrische Hyperbeln, 
die eine Asymptote gemein haben. 

Für f (A) = und g? (A) = als gleichzeitig erfüllt oder 
für das Verschwinden der Unterdeterminanten von f(X) sind 

d. h. die Kegelschnitte sind ähnlich (§ 242). 

Für den Fall, dass ?>iiiCi^+ • • = 1 ein Kreis ist, d. i. für 
die Bestimmu/ng der Axen des Kegelschnittes 

«11*^1 \ ^«12 •^1*^2 I «22*^2 ^''^ ^ 

hat man b^^ = 532 = 1 und b^^ = 0, d. h /*(A) ^e 

(«11 — ^) («22 — ^) — «12^ = A^ — («1, + 022) A + (aa«22 — «12^) 



Jacobi'sche Curve von drei Kegelschnitten. 
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eine Gleichung, welche stets reelle Wurzeln hat, weil ihre Dis- 
criminante (ccn — ögg)^ + ^a^g^ positiv ist; femer 

f(X) = 2X — («11 + aga); 



«11- 


-h 


«12 


J 


Il 


«21 


? 


«22- 


■i, 


^ 


^1 


? 


I2 


? 






also «itli -f- «>f2 



.i;--)/^ 



2s — ^t) Si* + («11 — h) S2' — 2ai8 gl §2 



2^, — «11 



a 



28 



WO noch für den Nenner bez. l^ — Ag oder Ag — li zu setzen 
statthaft ist. 

Den Annahmen a^ = «22? ^12 = ^ entspricht die Un- 
bestimmtheit des Problems; dann sind beide Cwrven Kreise, 

10) Die Schnittpunkte von zwei concentrischen Kegelschnitten 
liegen in zwei Durchmessern, welche mit dem Paar der gemein- 
samen conjugirten Durchmesser ein harmonisches Büschel bilden, 
und die gemeinschaftlichen Tangenten bilden ein Parallelogramm, 
dessen Ecken auf diesen Durchmessern liegen. 

Für die gemeinsamen Elemente im Falle der allgemeinen Lage 
gilt der Satz: Jedes der Dreiseite aus gemeinsamen Tangenten ist 
perspectivisch zu jedem Dreieck aus gemeinsamen Punkten. Axen 
und Centra derselben? 

372. Jacobi^solie Determinante. Die Invariantentheorie 
der Kegelschnittpaare findet ihren Abschlufs nicht ohne die 
Berücksichtigung des Systems von drei gleichzeitigen quadra- 
tischen Gleichungen. Die eigentliche Untersuchung derselben 
greift überall in die Theorie der ternären cubischen Formen 
hinüber, welche wir hier ausschliefsen müssen. Wir werden 
uns deshalb auf die an das Frühere anschliefsenden Ent- 
wickelungen beschränken, welche ohne Kenntnis der Lehre von 
den Curven dritter Ordnung bez. Classe erledigt werden können. 

Für drei ternäre quadratische Formen S^, S^y S^ kann 
eine Co Variante auf demselben Wege gebildet werden, wie in 
§ 348 für zwei binäre Formen. Es ist dies die Jacobi'sche Deter- 
minante der partiellen ersten Ableitungen der drei Formen, also, 
wenn die Differentiationen durch obere Indices angedeutet werden : 

S,^'\ S,^'\ Ä3W 
i = Ä/2), Ä,(2), «3(2) 

Ä(3) Äf (8) Äf (3) 
Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 43 
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Ihre Invarianteneigenscbaft erhellt daraus, dafs bei der Trans- 
formation die Ableitungen S^^^^ Äg^'^, S^^'^ die transponirten 
Substitutionen von denen der Variabein Xi erleiden (§ 355). 
Da die Ableitungen die Variabein linear enthalten, stellt 
J = eine covariante Curve dritter Ordnung, die Jacöbi'sche 
Curve der drei Kegelschnitte dar. Diese ist der Ort der Punkte, 
dereti Polaren in Bezug auf drei gegebene Kegelschnitte S^^S^y S^ 
sich in einem Punkte schneiden. Denn J = entsteht durch 
die Elimination der Xi aus den Gleichungen der Polaren 
Si^^^x^ + 5/2)^^ ^ s^is)^^ _ 0, etc. Durch denselben Punkt 
geht aber dann auch die Polare von Xi in Bezug auf irgend 
einen Kegelschnitt 

^iS, + hS2 + hS^ = (§283). 

Also hat J = genau dieselbe geometrische Bedeutung für 
irgend drei Kegelschnitte des durch Sj, Sg; ^s bestimmten 
Kegelschnittnetzes. In der Tat, bilden wir für die Kegel- 
schnitte von den Parametern A|, Ag, A35 Aj', A2', A3'; A/', Ag", A3" 
die Determinante der Ableitungen, so ist dieselbe gleich J 
multiplicirt mit der Determinante der neun Parameter. 

Fassen wir die drei Kegelschnitte als Enveloppen, so 
bestimmen sie ein Kegelschnittgewebe 

^,S, -f ii,2J, + 11,2, = (§ 283). 

Die Jacobi'sche Determinante dreier Enveloppen dieses Systems 
definirt durch ihr Verschwinden eine Curve dritter Classe 

2;/!), 2:2(1), iJgCi) 
i:,^^\ 2;2<2), 2:3(2) 
2:,(«), 2J,(^\ 2:3(3) 

die Jacöbi'sche Curve der drei Enveloppen j oder des Gewehes. 
Sie ist dualistisch die Enveloppe der Geraden^ deren Pole in Bezug 
auf die Kegelschnitte des Gewebes in einer Geraden liegen. 

373. Cubische Covariante des Eegelschnittpaares. Die 
Einführung der Jacobi'schen Determinante ist schon in der 
Theorie von zwei Kegelschnitten erforderlich. Denn ein Kegel- 
schnittpaar jSj, S2 bestimmt mit seiner quadratischen Co- 
variante F ein Kegelschnittnetz, wenn auch besonderer Art; 
dieses besitzt eine cubische Covariante, welche eine neue 
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Simultancovariante von S^y S^ ist. Die drei Kegelschnitte 
S^, ^2; ^ haben aber ein gemeinsames Polardreieck, das schon 
als covariant zu characterisiren war (§ 371). 

Die Jacohi'sche Curve eines Netzes mit gemeinsamem Polar- 
dreieck besteht aus den drei Seiten desselben. Denn sind S^, 82, S^ 
Summen von je drei Quadraten ^ so sind ihre partiellen Ab- 
leitungen Si^*\ iSjj^'^ 8^^^ proportional zu Xt, also ihre De- 
terminante proportional zu x^- x^* Xc^, nämlich 

J = (a^ — flg) («2 — «3) («3 — a^x^x^x^. 
Demnach bestimmt man analytisch das zu zwei Kegelschnitten 
8^=0, 82=0 gemeinsame Polardreieck auch als die Jacobi'sche 
Curve J = des speciellen Netzes, welches mit ihnen die 
Covariante jP = bestimmt. 

Nun können wir aber die Gleichungen der Dreiecks- 
seiten direct berechnen. Denn nach § 357 können wir mit 

— «1, — «2? "~ % ^Is den Wurzeln von ^j^'-\-SJc-\-®2^^'\'^2^^'=^ 
die gegebenen Curvengleichungen auf die Formen bringen: 

Si = ^1'^ + <^ + <^ *) 5^2 = «1^/^ + 0^2 ^2'^ + «3^3'^ wo 

-F = »1 («2 + «3) ^1^ + «2 (»3 + «1) ^2^ + «8 (»1 + »2) ^3^- 

Aus diesen drei Gleichungen können sofort a;/^, ajg'^ x^'^ als 
Functionen von 8^^ 82, F berechnet werden, nämlich 

(tti — aj) {cLk — a») x{^ = F — a^a^S^ — a^iSg. 

Das Product dieser drei Gleichheiten ergibt links das Quadrat 
der Jacobi'schen Determinante, rechts eine Function der drei 
Symbole, deren Coefficienten in den «i, «g, a^ symmetrisch, 
also durch die Invarianten ^j, 0^, ©2; -^2 (§357) rational 
darstellbar sind. Man erhält so eine zwischen den Covarianten 
bestehende Identität 

p = F' — F'{@2Si + e,82} + F{{^j2^;s^' + ^,e2S2') 

+ 8,82[^2{2^A - ®i')S, + z^i(2z/20, - 02^) 82}. 
Aus den Contravarianten 



*) Dabei ist vorausgesetzt, dafs die Discriminante von S^ Eins ist; 

sonst mufs 5, und S^ durch yj^ zuerst dividirt werden, wofür jedoch auch, 
ohne Anwendung von S^ , S.^ , nachher F durch z^i dividirt werden kann. 

43* 
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-^1 = li + fe^ + S3^ ^2 = «2 «3^1^ + «3«ife^ + «i^sSsV 

^ = K + «3)ll* + («3 + «1)^2' + («1 + «2)^3' 

geht als die Determinante der Ableitungen hervor 

j= (a^ — ög) (a2 — «3) (% — «i) 5il2S3- 

D/e Jacobi'sche Ctirve eines Oeweies mit gemeinsamem Polar- 
dreieck besteht oms den drei Ecken desselben. Zwischen diesen 
vier Contravarianten besteht eine zur vorigen analoge Identität. 
Endlich haben drei Kegelschnitte eines Büschels-eineJdentisch 
verschmndende Jacobi'sche Determinante, denn eine Zeile der- 
selben ist ein lineares Apcsrre&cat der beiden andern? Auch 
die ümkehruBg ist gültig 

B. 1) Die im Text gegebene Methode, die Xi zu berechnen, 
kann von neuem zur Transformation zweier Kegelschnitte auf ihr 
gemeinsames Polardreieck dienen (§ 371). So findet man die 
gleichzeitigen Normalformen der Gleichungen. Mit Benutzung^ 
der Covariante 1/; in § 369, 3 erhält man die Identität einfacher 
J2 = ^8 + 3i/;£r(/S2, — 8^) + Q (/S'2, - Ä'i). (Vgl. fUr die Be- 
zeichnung § 371, 2 und X : A = /S2 : — Äi § 356 SchluXs.) 

Der covariante Kegelschnitt if; s= wird von jedem der 
drei hannonischen Kegelschnitte des Büschels (§ 371, 3) in einer 
Seite des gemeinsamen Tripels doppelt berührt. 

2) Drei Kreise besitzen einen Jacobi'schen Kegelschnitt, 
welcher selbst ein Kreis und zwar der Orthogonalkreis der drei 
Kreise ist (§ 128). Die Gleichung des Orthogonalkreises gibt 
den Satz: Für jeden Punkt des Orthogonalkreises ist die Summe 
der Produde Null, welche die Längen der von ihm ausgehenden 
Tangenten der drei Kreise mit den Flächen der Breiecke bestimmen, 

jvelche den Punkt mr Spitze und die Centrallinie der beiden andern 
Kreise bez, zur Basis haben, 

3) Es ist möglich, vier Kegelschnitte so zu bestimmen, dafs 
sie einen gegebenen Kegelschnitt Ä = in seinen Schnittpunkten 
mit der Geraden Jt = und überdies einen andern Kegelschnitt 
Ä* = berühren. Denn der Schnitt des Jacobi'schen Kegelschnittes 
mit S^ = bestimmt die Berührungspunkte. 

Wenn insbesondere die gegebenen Kegelschnitte als ein Kegel- 
schnitt, ein Kreis und die doppelt zählende unendlich entfernte 
Gerade angenommen werden, so geht die Jacobi'sche Curve durch 
die Fufspunkte der Normalen^ welche aus dem Centrum des Kreises 
an den gegebenen Kegelschnitt gezogen werden können. 

4) Die Jacobi'sche Curve des Systems Xj^ — ^^2^=0, Xj^ — ^3*=0, 



Der Elf-Pünkte-Kegelschnitt des Vierecks. 677 

ttx = oder der Ort der Punkte, deren Polaren in Bezug auf 
die beiden Linienpaare sich in der Geraden a,- schneiden, ist 

d. h. ein dem Fundamentaldreieck umgeschriebener Kegelschnitt.*^') 
Er ist auch der Ort der Punkte, deren Polaren in Bezug auf 
die Kegelschnitte des durch (x^^ — X2^) + h {x^ — x^) = be- 
stimmten Büschels mit der Geraden a» zusammenfallen. Die beiden 
Linienpaare bilden ein Viereck, für welches das Fundamental- 
dreieck das Diagonaldreieck ist. Die Gerade ai schneidet die 
sechs Seiten des Vierecks in je einem Punkt, dessen in Bezug 
auf die entsprechenden Ecken harmonisch conjugirter dem Orts- 
kegelschnitt angehört. Auch gehören zu demselben die Doppel- 
punkte der Livolution, welche in der Geraden durch die Gegen- 
seitenpaare des Vierecks, also auch durch das Kegelschnittbüschel 
erzeugt wird; sie sind die Pole für die die Gerade berührenden 
Kegelschnitte des Büschels. Durch dieselben gehen je vier Kegel- 
schnitte, welche drei Eckpunkte des Vierecks enthalten und diese 
berühren sämmtlich den Ortskegelschnitt, den man als den Netm- 
oder eigentlich Elf-FirnJcte-Kegelschnitt der Geraden in Bezug auf 
das Viereck oder das Büschel bezeichnen kann. Man zeigt dies, 
indem man für die Gleichung eines solchen Kegelschnittes 

a^x^x^ -\- a^a^Xi -f- aQXj^X2 4" öfa? . &» = 

nachweist, dafs die zweite Schnittsehne mit jenem ihn berührt. 
Die ejjrfsprechende Bedingung ist 

Ein dem Dreiseit a^g -{- x^ = 0^ ^3 -{- ^i = 0^ rr^ + ^2 "^ ^ 
eingeschriebener Kegelschnitt als von der Gleichungsform 

l^ {X2 + x^y + »w^ (% + a^i)^ + n^ (xj^ + ^2^ —2mn(xs + x^) (x^ + x^) 

— 2nl (xj^ + X2) (pc2 + ^3) — 22m(a;2 + ^s) (^3 + ^1) = ^ 

ist aber eben unter dieser Bedingung mit dem der vorigen Glei- 
chung identisch. Ebenso für die andern Dreiecke, so dafs der 
Elf-PunJäe- Kegelschnitt alle die sechszehn Kegelschnitte berührt^ 
welche den vier Dreiecken des Vierecks eingeschrieben sind. 

Wenn die Gerade unendlich fem ist und die Gegenseiten- 
paare des Vierecks rechtwinklig sind, so sind die Doppelpunkte 
der Involution in der Geraden die Kreispunkte; alle Kegelschnitte 
der vorigen Betrachtung sind Kreise, die harmonischen Punkte 
werden zu den Seitenmitten, und man hat das System des Feuer- 
hach'schen Kreises. 

5) Reduction auf die Normalformen für 

3x^—Qxy+9f — 2x + 4cy=0, 5x^—14:xy + Sy^—6x-'2=^0. 



) 
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Man beginnt zweckmäfsig mit der Berechnung der Coeffi- 
cienten der Tangentialgleichung Ä^^, A22 etc.; sie sind — 4, — 1, 
18; —3, 3, —2 für die erste und — 16, — 19, — 9; 21, 
24, — 14 für die zweite. Dann ergeben sich die Invarianten 

z/j = — 9, 0^ = — 64, ©2 = — 99, ^2 = -7 ö4, 

und die Wurzeln der cubischen Gleichung liefern a^ = 1, Og = 2, 
»3 »=s 3. Man berechnet sodann 

F= — 9 {23x^ — 50xy + Uy^ — ISa? + 12y — 4) 

und schreibt endlich 

x'^+ y^+ P^Sx^- exy + 9y' — 2x+4^y, 

^'2 + 2y^ + SP = bo(?— Uxy + 8y^ — 6x - 2 , 

bx^ + Sy^+ 9/^=23a;2— 60xy + Uy^ — ISx + 12x — 4.; 

diese Gleichungen aber liefern durch die Combinationen 

6^1 + ^2 — ^^ F—3Si — 2S2, 281 + 382 — F 
bez. die Substitutionen 
^'' = (32/ + 1)S y' = (20? - yy, P {x + y+ l)^ 

374. Das vollständige Invariantensystem des Kegel- 
schnittpaares besteht nun aus den vier Invarianten /l^^ /l^y 
®u ®2 (§ 357), den vier Covarianten Äj, S^j Fy J und den 
vier Contravarianten 2^^, S^^ O, I, in dem Sinne, dafs sich 
jede Invariante, Covariante und Contravariante des Paares 
als eine ganze Function der obigen zwölf Formen mit num,e- 
rischen Coefficienten ausdrücken läXst. 

Zu ihnen treten gemischte oder Zmschenformen (§ 3^5), 
welche beide Reihen der Coordinaten enthalten und als Co- 
varianten des Systems der beiden Kegelschnitte /S^, S^ mit 
der Geraden S« = angesehen werden können. So ist die 
Jacobi'sche Determinante desselben 



N = 



Ä2<^^ Ä2^^ S2 



(3) 



die linke Seite der Gleichung für den Ort der Punkte, deren 
Polaren in beiden Kegelschnitten sich auf der Geraden schneiden. 
Für die Normalformen ist ^ 

^= ll («2 — »3)^2^8 + k («3 - ^1) ^3^1 + S3(«l — «2)^1^2- 



Das Invariantensystem zweier Kegelschnitte. 679 

Man erhält die Reciprocalforin N, die die Verbindungslinie 
der Pole von §,• in Bezug auf 8^ = und 82^=' ausdrückt, 
auf die nämliche Weise aus U^ und 2^2) nämlich für die 
Normalformen 

Der Geraden |, entsprechen ferner zwei begleitende oder 
associirte Gerade K^ = und K2 = 0, von denen die erste 
die Polare in Bezug auf 82 '=^ von ihrem Pol für iS^ == 
und die zweite die Polare in Bezug auf Ä^ = von ihrem 
Pol für 82 = ist. Für die Normalformeu sind sie 

Die Jacobi'schen Determinanten von K^, 8^, ^ und von 
^2> ^2; 5« ^nd ihre Reciprocalformen liefern weitere vier 
Zwischenformen, welche mit den vorigen das vollständige 
8ystem ^^^) von solchen Formen bilden, durch welche mit Hilfe 
der vorher erwähnten Formen alle andern gemischten Formen 
ausgedrückt werden können. Für die Normalformen sind sie bez. 

SgSs («2 — «3)^1 + ^361(0^3 — «1)^2 + 6J2K — »2)^8; 

felsV («2 — «8)^l + §3SlV(«3— «1)^2 +U2V(«1 — «2)^3; 
5l«l («2 — «3) ^2^3 +§2^2 («3 — «1)^3^1 +S3«3 («1 ^ «2)a?irr2, 
Sl «2 «3 («2 — «3)^2^3+ ^2 «3^1 («3 — ^1)^3^1+ §3 «lö''2(»l— »2)^1^2 • 

375. Die Jaoobi'sche Curve des Netzes ist auch der Ort 
der DoppelpunJcte der Linienpaare desselben. Denn J = ist 
auch die Bedingung dafür, dafs der Punkt a?,- Doppelpunkt in 
^i^x 4" ^2^2 "I" ^8^8 = ö ^^h ^- ^' ^*^8 ^^® Ableitungen 
A,S/» + X,S,(^^+ A3Ä3W = 0, A,S,(^) + A,Ä,W + AjÄ,««) = 0, 

gleichzeitig verschwinden. Die Covariante J entspricht so 
der binären Covariante der Doppelpunkte einer quadratischen 
Involution (§ 343). 

Punkte Ä und B der Curve werden einander in Bemg 
auf das Netz dadurch paarweise mgeordnet^ dafs sie in Bezug 
auf alle Kegelschnitte desselben conjugirte Pole sind. Denn gehen 
die Polaren von Ä durch ß, so schneidet die Verbindungs- 
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gerade AB alle Curven Aj/Si + AgS^g + A3S3 = in Punkte- 
paaren der Involution mit den Doppelpunkten A, B. Letztere 
sind also die Punkte, in welchen Kegelschnitte des Netzes 
die Gerade AB berühren. In einem Netze mit gemeinsamem 
Polardreieck sind daher die Verbindungsgeraden zugeordneter 
Punkte die Strahlen durch die Ecken desselben (§ 314). 

Jede Verhindungsgerade zugeordneter Punkte A, B gehört 
einem Linienpaare des Netzes an, nämlich demjenigen, dessen 
Doppelpunkt ihr dritter Schnittpunkt G mit der Jacobi'schen 
Curve ist. Denn A, B, C sind Doppelpunkte von Linien- 
paaren, A und B sind Berührungspunkte der Geraden mit 
allen berührenden Netzcurven, also mufs das Linienpaar vom 
. Doppelpunkt C die Gerade AB, um sie in A oder B zu be- 
rühren, als Teil enthalten, während die Paare von den Doppel- 
punkten A bez. B sie nicht enthalten. 

Die JacoWsche Curve dritter Ordnung kann in eine Gerade 
und einen Kegelschnitt zerfallen. Dies tritt erstens ein, wenn 
die Kegelschnitte des Netzes durch zwei feste Punkte gehen. 
Denn die gemeinsame Sehne sondert sich als ein Teil ab, da die 
Paare ihrer Involution mit den festen Punkten als Doppel- 
punkten conjugirte Pole sind. Auch der Jacobi^sche Kegelschnitt 
geht durch die festen Punkte, denn da jeder derselben in Bezug 
auf das Netz sich selbst conjugirt ist, so darf eine durch ihn 
gehende Gerade mit der gesammten Jacobi'schen Curve nur 
noch einen, andern Schnittpunkt haben. (§ 373, 2.) 

Dieselbe Degeneration der Curve dritter Ordnung tritt 
ein, wenn das Netz mit einer Doppelgeraden i^ = aus- 
gestattet ist, indem sich offenbar L als ein Factor von J ab- 
sondert. Ist noch eine zweite Doppelgerade vorhanden, so 
zerfällt endlich auch der Kegelschnitt, d. h. die Jacobi'sche 
Curve besteht aus drei Geraden. Dies ist der Fall des Netzes 
mit gemeinsamem Polardreieck, wo in der Tat die Seiten 
Doppelgerade sind. 

B. 1) Die allgemeine Gleichung der Jacobi'schen Curve ist 



(^11^18^12 )^l \ V^22^12^23 )^2 I V%3^28 ^13 ) ^\ 
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{(«11022' «13") + Kl 0^12' Ö23") } ^1^^ — {(«33 »11' «12") 
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+ («11 «23' «13")} ^l^Z — {(«11 «22' «23") + («22«13'«12")}^2^^1 

l C«22«33 «12 / \ V«22«23 «18 J } ^2 ^8 1 \«33«11 «23 ) 

+ («33 «13 «12 )} ^3 ^1 {(«22 «33 «13 ) \ («33 «12 «23 ) ) ^3 ^2 

— {(«11 «22' «33") + 2 («23 «13' «12")} ^1^2^3 = ^; 

darin bezeichnen {a^y^ a^^ a^g") etc., Determinanten, welche man aus 
diesen Elementen der positiven Diagonale leicht bildet (vgl. § 86). 

2) Man soll einen Kegelschnitt durch vier feste Punkte so 
bestimmen, dafs er einen gegebenen Kegelschnitt /S = berührt. 

Wir denken die vier festen Punkte als Schnittpunkte von 
zwei Kegelschnitten Ä, = 0, S^ = gegeben und erkennen aus 
der Bedingung des § 358 für die Berührung von zwei Kegel- 
schnitten /S| a= 0, /Sg = 0, indem wir in ihr au + kha für an 
substituiren, dafs das Problem sechs Lösungen hat; denn die- 
selbe liefert eine Gleichung vom sechsten Grade in k. Die 
Jacobi' sehe Curve der drei Kegelschnitte bestimmt mit 8=0 
die sechs Punkte^ in welchen dieser von den sechs Kegelschnitten 
berührt wird, die der Aufgabe genügen; denn die Polare des Be- 
rührungspunktes in Bezug auf S=0 geht, weil sie auch die Polare 
in Bezug auf einen der Kegelschnitte A^ S^ -f- A-g/S'g = ist, durch 
den Schnittpunkt der Polaren in Bezug auf S^ =0, «S'^ = 0. 

3) Die Jacob^sche oder Hermite'sche Curve für das specielle 
Kegelschnittgewebe 

A(ag+&^+l)'+^(5'+>?')+^(«i^ + &i^+l)(«2l + ^'2^ + l)=0 

ist eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt.^*^) 

4) Die Jacobi-Hermite'sche Curve von 2, Sl (§ 330) und 11 für 

J7=^nSi^/+-+^28(S2&'+S2'^3) + - (§ 322) liefert die Parabel 
des § 297, 2, welche die Gerade |t, die Axen des Kegelschnittes 
und seine Normalen in ihren Schnittpunkten mit jener berührt. 

376. Cayley'sohe Curve des Netzes. Zu einem ge- 
gebenen Netze -existirt nach § 362 ein harmonisches Kegel- 
schnittgewebe von der Art, dafs jeder Kegelschnitt des erstem 
Polardreiecken der letztern umgeschrieben ist. Die beiden 
Systeme sind contravariant, da sie dualistisch und projectivisch 
verbunden sind. Sind 27(i) = 0, 2^(2) «= 0, U(s) = irgend 
drei das Gewebe bestimmende Kegelschnitte, so ist ihre 
Jacobi'sche Enveloppe durch das Verschwinden der Deter- 
minante ihrer Ableitungen gegeben (§ 372). Der Jacobi'schen 
Curve dualistisch entsprechend, ist diese Curve dritter Glosse 
die Enveloppe der Doppellinien der dem Gewebe angehörigen 
Funktepaare, Für das gegebene Netz S^y Sg? ^3 ^^^ sie eine 
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contravariante Curve und zwar wird sie als die Cayley'sche 
Curve r=^ des Netzes bezeichnet*). 

Die Punktepaare des Gewebes sind als Kegelschnitte^ 
welche denen des Netzes harmonisch eingeschrieben sind, 
Paare von in Bezug auf das Netz conjugirten Polen, d. h. 
sie liegen auf der Jacobi'schen Curve desselben (§ 375). 
Die Cayle^sche Chirve des Netzes ist die Enveloppe der Ver- 
bindungsgeraden der zugeordneten Punkte auf der Jacohi'schen 
Curve, Also ist sie projectivisch definirt als die Enveloppe 
der Geraden, welche die Kegelschnitte des Netzes in Punkte- 
paaren einer Involution schneiden. Ihre Gleichung ergibt 
sich hieraus unmittelbar, indem man aus jeder der drei Glei- 
chungen iSi = 0, ^2 = 0, /S3 = mittelst ^ = eine der 
Variabein z. B. x^ eliminirt und nach § 344 die Determinante 
der Coefficienten von x^^, x^x^, x^ gleich Null setzt, um die in- 
volutorische Lage der drei Punktepaare auszudrücken. Die 
Entwickelung lautet nach Division durch ^3^ 

(»22&83O Sl' -I V {2 (»33^12^23) — (»22^33^^18)} Il*l2 + 

+ {(»11&22O — 4 (»23613012)} 1\%Ä% = 0. 
Man nennt diese Curve auch die Hermite'sche Curve des 
Netzes, insofern sie die Enveloppe aller Linienjmare desselben ist, 
Ihre Gleichung entsteht somit auch aus der Forderung, dafs 

oder aus den sechs Coefficientenrelationen 

2(Aia,vfc + Ag&rt + X^Cik) = hVk + Viik7 
durch Elimination der ^1,^2,^3,9^1,1^2; ^3 in Determinantenform 
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*) Man hat diese Contravariante F des Netzes und die Jacobi'sche 
Enveloppe der drei Kegelschnitte ^i, /Sg, S^ wol zu unterscheiden; 
S.^. 2,2) ^(s) si^^ nicht die Tangentialformen zu jenen. 
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Die beiden Geraden eines Linienpaares sind an der Her- 
mite'schen Curve in demselben Sinne zugeordnet, wie die 
Punkte auf der Jacobi^scheu Curve. 

Ersetzen w^ir in der letzten Gleichung §,, üik etc. durch 
Xiy Aik etc., so erhalten v^ir den Ort des Punktes, von dem 
aus an die Kegelschnitte- des contravarianten Gewebes Tan- 
gentenpaare einer Involution gehen, d. h. die Cayley'sche 
Curve C=0 des Kegelschnittgewebes f*i27(i) +ft2^(2) "l"/*s-^i8)=0, 
welche oflFenbar zugleich die Jacobi'sche Curve J = des ur- 
sprünglichen Netzes ist. 

Zu diesen aus der Jacobi^schen Determinante entspringen- 
den Covarianten und Contravarianten ergeben sich durch die 
Bildung der Reciprocalgleichung des Netzes nur die früheren 
Co- und Contravarianten der Paare Sg, S^'^ S^, S^] Si, S^, 
denn jene lautet 

Ganz ebenso sind die Covarianten J\, F^, F^ einzuführen. 
Man kann dann wieder (vgl. § 373) mittelst S^, ^^ etc. 
die oben angeführte Definition von C == ausdrücken und 
erhält so die allgemeine Relation stoischen den Covarianten 
dreier Kegelschnitte: 

377. Invarianten dreier Kegelschnitte. Um Invarianten 
des Curventripels zu finden, bilden wir wiederum die Dis- 
criminante ihres Netzes l^S^ + ^2^2 + ^3^3 = 0. Ihre Ent- 
wickelung ist zu schreiben 

Ai^^l + A2»^2 + ^3^-^3 + ^1*^2^112 + V^8®223 + V^l®331 
+ V ^3^113 + V^l®221 + V^®832.+ ^1^2^3^123^ 

WO die Coeffficienten Ga^ von A^^Aj die früheren Invarianten 
der drei Paare von Kegelschnitten sind. Dagegen entsteht 
dadurch, dafs man in der Discriminante z/^ jedes Glied aii<3^22^83 » 
etc. durch eine Summe wie 

^11^22^8 I ^11^22^83 l ^11^22^3 I ^11%2^33 
"r ^11^22^33 I ^11^22^33? ^^^' 

ersetzt, die neue Simultaninvariante ©123 ^^ Tripels, 
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Bilden wir ebenso die Discriminante des durch dieselben 

drei Kegelschnitte bestimmten Gewebes fti^i+f^s-^s+f^s-^a^^^» 
so ist der S^^ entsprechende Coefficient des Gliedes mit 
f*if'2f*3 ^^^^ Invariante 0128 vom zweiten Grade in den Coeffi- 
cienten jedes Kegelschnittes^ welche nicht in Function der voran- 
gehenden Invarianten ausgedrückt werden kann. 

Unter den aus den bisherigen zusammengesetzten In- 
varianten befindet sich insbesondere eine, welche zugleich eine 
Invariante der Jacobi'schen Covariante ist. Sie mag hier 
nur angegeben werden ^^^) 

T= ©123' - 4 (0122^133 + ©211^233 + ®Zn^Zn) + 12@'l23. 

Jedoch genügen jene noch nicht zur rationalen Darstellung 
aller Invarianten. 

So kann man die Discriminante der im Netz oder 
im Gewebe enthaltenen zerfallenden Kegelschnitte bilden, 
deren Verschwinden ausdrückt, dafs sich unter den Kegel- 
schnitten des Systems doppelt zählende Linien bez. Punkte 
befinden. Diese Invariante M erhalten wir, indem wir die 
Bedingung ausdrücken, dafs k^S^ '\- k^S^ -\- k^S^ ein voll- 
ständiges Quadrat wird, oder also, dafs die in den Parametern 
quadratische Reciprocalform (§ 323) identisch verschwinde. 
Bezeichnen wir die Goefficienten von |,|i in den Contra- 
varianten 0j, O^^ Og mit Stjifc, 83,- i, ß,A bez. so ist das Re- 
sultat der Elimination der sechs Gröfsen k^^y . ., AjAg, . . 
zwischen den durch das Nullsetzen der Goefficienten der Re- 
ciprocalform entstehenden sechs Gleichungen 



M 



11? -^^221 -"33 > -^^23» -"31 > -"12 
I^llf -^22 7 •''33 7 -^23? -^31? -^12 



^11? ^22» ^83? 



'23? ^31? 



a 



12 






12 



12 



12 



83 y 2 
-^11? "^22» ^^33 7 "^37 **^817 

'öii, 'O22; 'O38, 'O23, 'Ogi, 
®117 ®227 ®88 7 ®23? ^31 7 

Demnach characterisirt die Bedingung M = 
hesonderer Art. 

378. Netzkegelschnitte durch einen Funkt bieten ein 
Beispiel der Invariantenrelationen. Dabei zeigt sich, dafs 



ein Netz von 
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einige der Eigenschaften des Systems von drei Kegelschnitten 
durch Anwendung von Vierercoordinaten (§ 317) mit Vorteil 
untersucht werden können. Es ist nämlich möglich, sie auf 
vier Linien a?i = 0, . . , ir4 = 0, zwischen deren Gleichungen 
die Identität a?! + 3:2 + 0:3 + ir4 = besteht, so zu beziehen, 
dafs ihre Gleichungen die Form 

Äi = a^x^ + a^x^^ + a^x^^ + a^x^ =» 0, 

Äg ^ ftiü?!^ + etc. = 0, S^^ c^x^ + etc. = 

annehmen, und zwar auf unendlich viele Arten. Denn jede 
der eben geschriebenen Gleichungen enthält drei Constanten 
explicite und jede der linearen Functionen Xi zwei Gonstanten 
implicite, so dafs siebenzehn Constanten zur Disposition sind, 
während S^^S^y 8^ zusammen nur fünfzehn unabhängige Con- 
stanten enthalten. 

Wir suchen nach diesen Voraussetzungen die Bedingung 
auf, unter welcher die drei Kegelschnitte einen gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt haben. Indem man die Gleichungen 
8^ = 0, /Sg = 0, Äg = nach Xj^, x^y x^^ x^ auflöst und die 
vier Determinanten einführt 

findet man x^y x^y x^y x^ proportional zu -4i, A^j A^y A^^ 
und erhält durch Substitution in x^-^- x^-\- x^-^- x^ = Q die 
fragliche Bedingung in der Form 

yÄ,+yA^ + VA + VÄ = ^ oder 

\Ai +^2 +-^3 "x A^ ZA^A^ 2AqAi — ZA^A^ — ^A^A^ 

Die linke Seite dieser Gleichung ist das Quadrat der in 
§ 377 angegebenen Invariante T, Die rechte Seite ist die 
Invariante My welche in den Coefficienten der Gleichung jedes 
Kegelschnittes vom Grade vier ist. Man erkennt daraus, dafs 
das System 8 + A^/Si + X282 + ^83 = in vier Arten als 
vollständiges Quadrat bestimmt werden kann; denn wenn wir 
die Invariante M für S + X^8^ = 0y /Sg = 0, ^3 = der 
Null gleich setzen, so haben wir zur Bestimmung von A eine 
biquadratische Gleichung. (Vgl. § 360, 3.) 



Zwanzigstes Kapitel. 

Analytische Grundlagen der Metrik. 



379. Metrische Belationen. Die Untersuchungen über 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades und über die Theorie 
der Invarianten und Covarianten in den letzten drei Kapiteln 
haben zur Entwickelung der Methode gedient, durch welche 
auf rein analytischem Wege geometrische Wahrheiten gefunden 
werden können. Die Eigenschaften der homogenen Formen 
und das Instrument der Determinanten verleihen ihren Er- 
gebnissen jenen Charakter algebraischer Allgemeinheit, der 
vielleicht der unterscheidende Hauptcharacter der neueren 
Forschungen genannt werden darf. Was den Kegelschnitt 
im Allgemeinen betrifiFt, ist so zu erkennen; aber die Eigen- 
thümlichkeiten jener speciellen Kegelschnitte, welche, wie die 
Parabel, der Kreis, die gleichseitige Hyperbel durch besondere 
metrische Belationen characterisirt sind, treten in dieser Dis- 
cussion wenig hervor. Überhaupt sind die metrischen Re- 
lationen gegen die allgemein projectivischen zurückgetreten. 
Im Folgenden ist darum zunächst nachmweisefiy wie die vorigen 
Untersuchungeil auch zu metrischen Relationen fuhren. 

Die homogenen Formeln lassen sich, wie wir mehrfach 
gesehen haben (§ 371 Schlufs, § 85 etc.), ohne weiteres durch 
Einführung nicht-homogener Coordinaten metrisch specialis 
siren. Nicht ebenso unmittelbar bieten sich die Äquivalente 
zu gewissen ftir Gleichungen in Cartesichen Coordinaten wohl- 
bekannten Functionen bei Anwendung trimetrischer Coordi- 
naten. Zu ihrer leichten Gewinnung hilft die Theorie der In- 
varianten, sobald es gelingt, die metrischen Belationen in 



Die confocale Schaar nnd die homogenen Gattangskriterien. 687 

Beziehungen der gegebenen Elemente mm UnencUichfemenf ins- 
besondere zu den absoluten Richtungen umzusetzen. Zur Er- 
läuterung der Methode greifen die folgenden Paragraphe auf 
die Theorie der Gattungskriterien undFocaleigenschaften zurück. 

380. Homogene Gattungskriterien. In Gartesischen Coordi- 
naten lautet die Tangentialgleichung des Paares der absoluten 
Richtungen |^ + ly^ = 0. Von der Beziehung eines gegebenen 
Kegelschnittes zu diesem specielleu hängt die Gattung des- 
selben ab. Wir betrachten also die Invariantentheorie einer 
Kegelschnittschaar 27^ "|- ^^2 = in der Absicht, 27 für 27^ 
und 1^ + if für Z^ ^^ setzen, d. h. speciell confocale Kegel- 
schnitte E'\-'k{l^ + ri^) = (§ 250) zu betrachten. 

Die Discriminante der Schaar wird (§ 361) 

speciell für die confocale Schaar aber 

J^ + 1^ («11 + «22) + Ä^ («11 0^22 — «12^)- 

Denn in 2^ = |^ + ^^ ^^^ ^^^ Reciprocalform z^ sind alle 
Coefficienten Null bis auf ^jj = JB22 = ^3S = 1; also ist 
^2 = 0, ©1 = ^33 = «11 «22 — «l2^ ^2 = ötji + ^22 y <ier Coeffi. 
cient von Jc!^ ist aber in diesem Specialfall JBiiJ?22-^83 ^^^ 
die Zerlegung in ^2^1 ^^icht gültig. Die Reduction des Aus- 
drucks auf den zweiten Grad in Je zeigt an, dafs im um- 
geschriebenen Tangentenvierseir das Punktepaar 5^ + i^^ = 
selbst ein Gegeneckenpaar ist. 

Hier erkennt man in ©2 ^^^ ®i ^^® Functionen wieder, 
durch deren Verschwinden die gleichseitige Hyperbel und die 
Parabel characterisirt werden (§§ 179, 145). Da sie Invarianten 
sind, so schliefst man, dafs für jedes mögliche Coordinaten- 
system das Verschwinden der Invarianten ©g ^^^ ®i ^^^ ^^^ 
von einem Kegelschnitt mit den beiden absoluten Richtungen 
gebildete Curvenpaar die Bedingung gibt, unter welcher jener 
Kegelschnitt bez. eine gleichseitige Hyperbel oder eine Parabel 
ist. Wenn die letzte Gleichung gleiche Wurzeln in Je besitzt*), 
so zeigt dies an, dafs die absoluten Punkte selbst dem betrachteten 

*) Sie sind = (a,,'' + a,3* - a,,a^,). (Vgl. § 102.) 
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Kegelschnitt angehören, da dann die von ihnen ausgehenden 
Tangenten nur ein zusammenfallendes Paar von Schnittpunkten 
haben. Die Bedingung (a^ + a^g)* = 4 («n a^g — (hi^) ^^^^ 
(«11 — «22)^ + 4ai2^ = 0, welche für keine andern reellen Werte 
als aiis=Bag2; a^g °= erfüllt werden kann, ist daher die 
characteristische Bedingung für den Kreis (§ 102). 

Nun sagt die Gleichung g* -j- ^^ = aus, dafs der Ab- 
stand eines beliebigen Punktes von einer Geraden absoluter 
Richtung unendlich grofs ist; man erhält die äquivalente 
Bedingung in trimetrischen Coordinaten, indem man den 
Nenner in dem Ausdruck des normalen Abstandes (§ 65) gleich 
Null setzt. Die allgemeine Gleichung der absoluten Richtungen 
in homogenen Dreiliniencoordinaten ist somit (§ 333) Sl ^ 

Si* + 62^ + Is^ — äggSs cos^i— 2|3 5i cos ^2 — 2gj2 cos ^3 = 0, 

und die Reciprocalform derselben 

(sin Ä)x^ ^ x^^ sin J.1 + • • + ^^2^^ sin -dl^ sin J-g -| = 0. 

Indem man für das vom Absoluten mit einem allgemeinen 
Kegelschnitt gebildete Curvenpaar die Invarianten ®^ und ©g 
bildet, erhält man die homogene Bedingung, unter welcher 
die allgemeine Gleichung eine gleichseitige Hyperbel darstellt, 
©2 = in der Form 

%i + ^22 + ^83 — 2a23 cos Ai — 2agi cos A^ •— 2ai2 cos Ä^ = 0; 

well 1 und cos Ai die Goefficienten der Gleichung der Kreis- 
punkte sind; und die Bedingung, unter welcher die Curve 
eine Parabel ist, ©1 = in der Form 

{Af^inAf = All sinMi + ^2 sinMg + J.33 sinMg 
+ 2 -42S sin J.2 sin -43 -)- 2 -431 sin ^3 sin -4i -[- 2 ^12 siii -^1 sin ^2 = , 

nach den Goefficienten der Reciprocalform der Gleichung der 
Kreispunkte. Endlich unter der Bedingung ®2^ = ^^v welche 
in verschiedenen Arten in eine Summe von zwei Quadraten 
umgeformt werden kann, geht die Curve, welche die allgemeine 
Gleichung darstellt, durch einen Kreisptinkt 

Damit ist klar, wie die Kriterien unter Annahme all- 
gemeiner projectivischer Coordinaten zu bilden sind, sobald 
die Gleichung der absoluten Richtungen bekannt ist. 



Der Hauptkreis als Covariante F. 689 

B. l) Eine gleichseitige Hyperbel -stellt die Gleichung 

a23 cos A^ "f- «31 cos A^ -)- a^^ ^^^ -^3 ^'^ ^* 
Sie enthält! daher den Höhenpunkt des Dreiecks. (§ 62, 3.) 

Für «11 + «22 + «83 = gibt «iiV + «22^2^ + «88^3* = 

die gleichseitige Hyperbel. Sie geht durch die Centra der Be- 
rührungskreise des Fundamentaldreiecks. 

2) («1^1)^ + (^2^2)^ + (^^3)^ == ^ repräsentirt 
eine Parabel für a^l^l^ + 02^3^1 "f" ^3 ^1^2 "= ^• 

3) Für den Winkel der aus dem Pol von ^ an 2J = 
gehenden Tangenten ist, mit ZT=0 als der .Bedingung, die ^ 

zum Durchmesser macht, tan y = ^ ^ _ ^ o ' ^^ Ä = 0, 

2y s 

S= S^ = II folgt für den Winkel der Asymptoten tan g? =— ^ — - • 

4) Die Länge der in der Geraden vom Kegelschnitt gefafsten 
Sehne l ist für q als Länge des parallelen Halbdurchmessers 
(vgl. § 247, 6) bestimmt durch 

381. Hauptkreis. Die Covariante JF = 0, gebildet in 
Bezug auf das aus einem Kegelschnitt und zwei Punkten 
bestehende Curvenpaar, bezeichnet den Ort eines Punktes, 
für welchen das Paar seiner Tangenten an den Kegelschnitt 
zu dem Paar seiner Verbindungslinien mit jenen festen Punkten 
harmonisch conjugirt ist (§ 369). Ist das Punktepaar speciell 
das der absoluten Richtungen, so bezeichnet jF = den Ort 
des Schnittpunktes det' Paare rechtwinkliger Tangenten (§ 326, 2). 
Alsdann ist nach dem in § 367 gegebenen Werte 

-^ =^ -^38 (p^l I ^2 ) 2-^13^1 ^A^S^i 4" -o^ll + A22 = 

die allgemeine Gleichung des Hauptkreises in Cartesischen 
Coördinaten. Für J.33 = oder a^^a^^ = a^^^, d. h. für 
die Parabel, gibt die Covariante ^=0 ihre Directrix mit 

2 {A^^X^ + -^28 ^2) = -^11 "h -^22- 

In trimetrischeu Punktcoordinaten findet man die all- 
gemeine Gleichung des Hauptkreises in der Form der Co- 
variante F von 2J und Ä als 

c= (^22 + ^33 + 2 J^3 cosAi)x{^ + . . 
-|- 2(-4n cos A^ — ^23 — ^j3 cos A^ — A12 cos -^2) x^x^ + •. 

Salmon-Fiedler, anal. G^eom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 44 
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Man kann diese Gleichung mittelst der Ableitungen 8i 
auch schreiben 

Dafs sie einen Kreis repräsentirt, kann gezeigt werden (vgl. 
§ 332), indem man sie auf die Form bringt 

sin A, sin A^ sin A, ■ (sin A% • j ^» + A.+jA.cosA _,. . . j 

Wenn der erste Factor rechts verschwindet, so ist (§ 380) 
die Curve eine Parabel, und unsere Gleichung repräsentirt 
ihre Directrix, zusammen mit der unendlich fernen Geraden, 
als einer Linie, die auf sich selbst rechtwinklig ist. 

B. l) Man zeige, dafs die Directrix der Parabel 

(^i^i)^ + (^2*2) + (^3^3)^ °= ^ lautet 

«1 Xi tan Ä2 tan Ä^ + agiCg tan Ä^ tan Ä^ + a^x^ tan Ä^ tan A2 = 0. 

2) Für beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen wird der 
Winkel der Tangenten des Kegelschnittes S=0 aus x'\y' (vgl. 

§ 188, 3) für F^O als Hauptkreis durch tan q) = ^^"^^^ ' 

ausgedrückt. Für Dreiliniencoordinaten ist rechts der Factor M 
oder (sin-ä)a. zuzufügen. 

3) Die Gleichung 

(Ä2Z3-.S3Z2)sin^l + (Ä3^1-ÄiZ3)sin^2+(^lJ5r2— >^2^i>i%=0, 

in welcher /S'^, . ., Ä"j , . . die partiellen Ableitungen der Gleichung S 
des gegebenen Kegelschnittes und der Gleichung K seines Haupt- 
kreises bezeichnen, drückt das Product der Gleichung der Axen 
des Kegelscbnittes in die Constante (sinJ.)^. aus. 

Denn sie ist nach § 373 die Bedingung für die Coordinaten 
eines Punktes, dessen Polaren in Bezug auf diesen Kreis und den 
Kegelschnitt einander parallel sind. 

382. Homogene Brennpunktskriterien. Die Wurzeln 
der Discriminante einer Kegelschnittschaar sind die Para- 
meter ihrer Punktepaare. Also sind die beiden Wurzeln der 
Discriminante der confocalen Schaar (vgl. § 380) 

Kl «22 — «12^)*^ + ^(«11 + «22)^ + ^ = 0*) 

*) Sie hat gleiche Wurzeln für den Fall des Kreises und wird 
linear für den Fall der Parabel. 
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die Parameter der beiden Paare von Brennpunkten des Kegel- 
schnittes^ der durch eine numerische Gleichung iS = 0*in 
Cartesischen Coordinaten gegeben ist. Wir bestimmen sie, 
indem wir eine der Wurzeln in ^ + ^ (5^ + ^^) *== ^ substi- 
tuiren, so dafs diese Gleichung in zwei lineare Factoren zerfallt 

denn nun sind die Brennpunkte x': is' \y': 0'] x"\z"\y"\z\ 
Der eine Wert von Ä gibt die beiden reellen, der andere 
die imaginären Brennpunkte. Dasselbe Verfahren ist auf 
die Gleichung in trimetrischen Coordinaten anwendbar (vgl. 
B. 3), sobald wir Ä aus ^^e^ifc^ + z/i®^* + z/j* = be- 
rechnen und in 27 + Äß = einsetzen. Bildet man ferner 
nach der Regel des § 322 die Reciprocalform in Cartesischen 
Coordinaten, so erhält man die allgemeine Ortsgleichung eines 
mit dem gegebenen confocalen Kegelschnittes in der Form 

Man erhält aus ihr die Gleichung der Enveloppe des Systems 
(§ 304), d. h. der gemeinschaftlichen Tangenten, als 

{ -las (^' + f) - 2^13^ - 2^28» + Ai + ^2 } ' = 4z/Ä 
Durch Zerlegen derselben in das Factorenpaar 

würde man die Brennpunkte a | /3; a \^' ebenfalls erhalten. 
Allgemein entspricht der trimetrischen Gleichung274-Äß=0 
die Gleichung in Punktcoordinaten 

z/iS' + Ä{(^22 + A3+2A3COs^i)a;i^-| h2(AiCos^i — ^23 

— J.,g cos^g — ^j2 cos-ig) ^2^3 + • ' } + ^^ { ^1 sin^i -f. . . } 2= 0. 

Wenn Ä einen der aus der verschwindenden Discriminante 
entspringenden Werte erhält, so liefert die Reciprocalform 
zu 2/ + Ä (li^ + • • •) = das Quadrat der Gleichung einer 
der Axen des Kegelschnittes. ^^^) 

B. 1) Man bestimme die Brennpunkte von 

2a;2 — 'Ixy + 2^/^ — 2ä; — 8«/ + 11 == 0. 

Die quadratische Gleichung in Ä ist SÄ;^ + 4Ä;2/ -j- z^^ = 0, 
und ihre Wurzeln sind ä;= — A und Ä = — \A mit A= — 9. 

44* 
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Für den Wert Ä = 3 wird 
6^2 ^ 211^2 _|. 3J.2 ^ ig^f ^ i2?| + 305»? + 3(|2 + 71^) 

= 3(S + 2i? + f)(3^ + 4i? + ?); 

dies liefert die Brennpunkte 1 1 2 ; 3 | 4. Der Wert 9 gibt die 
imaginären Brennpunkte 2 + i | 3 + ^' 

2) Man bestimme den Brennpunkt einer durch die allgemeine 
Gleichung in Cartesischen Coordinaten gegebenen Parabel. 

Die quadratische Gleichung wird linear, und 

ist in Factoren zerlegbar; dieselben müssen sein 

(»11 + «22) (2^18^ + 2-^23??) und 

2(a,,+a,,)A3 ^ 2(0,1 +a,,) .4,3 "^ "^ ^* 

Der erste Factor liefert den unendlich fernen Brennpunkt und 
zeigt, dafs die Axe der Curve zu A2^x — -^13^ == parallel ist. 
Der zweite Factor zeigt, dafs die Coefficienten seiner Glieder in § 
und ri die Coordinaten des endlichen Brennpunktes sind. 

3) Man bilde und discutire die Gleichung der Jacobi'schen 
und der Cayley^schen Curve des speciellen Gewebes A2?j -j- f^^2 
+ V (^^ 4" V^) = ^- Siö liefern die Eigenschaften der Curve, 
welche die Axen der Kegelschnitte der Schaar 12^ -}" C'^2 = 
umhüllen, bez. diejenigen des Ortes ihrer Brennpunkte (§313, 9). 

4) Man bestimme den Brennpunkt einer durch die Glei- 
chung in trimetrischen Coordinaten gegebenen Parabel. Die Glei- 
chung des Brennpunktepaares ist 

Die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes sind aus 
§ 322 bekannt als Coordinaten des Pols der unendlich fernen 
Geraden; daher sind die des endlich entfernten Brennpunktes 

All sinJ-i -|- ^12 sin ^2 + -^is ^^^-^ 1 

5) Man kann die Brennpunkte mit Hilfe des Satzes be- 
stimmen , wonach das Eechteck der Entfernungen eines Brenn- 
punktes von zwei parallelen Tangenten constant ist. (§ 202.) 

Denn eine zur Fundamentallinie x^ = parallele Gerade 
(§ 68) {X--lj)Xi + M = berührt den Kegelschnitt S==0 für 

(0^22^88 ^28 )^ 4" 2 { (023%! ^12^28/ h l (^12^28 ^13^22/ ^3 J ^ 

+ («33 Ö^ll — «13^) h^+ («11 «22— «12^) ^8^+ 2 («18 «12 — «23 «ll) ^2 ^3 = ^1 

und die Substitution des Wertes X == (l^x^^ — M) : x^ führt sie 
über in 

x^^i:^ — 2Mx^2^^ + M'^2^^^ = 
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für -T' als die linke Seite der Bedingung der Berührung des 
Kegelschnittes mit der unendlich fernen Geraden und 2^\ 2?^' 
als ihre Unter determinanten 

— [ö^ia (^^23 ^3 — ^33^2) I ^2 vhsh ^uh) \ ^23 (%8^2 ^23^1)] 

und («22 «33 "" «23^ ^®z. 

Die parallelen Tangenten zu den Fundamentallinien X2 = 0, 
^3 = geben analoge Gleichungen 

Sind dann x^\ x^' die Wurzeln der ersten, x^^ x^' die der zweiten 
und ajj', x^' die der dritten unter ihnen, so sind für aj^, x^^ x^ 
bez. als die entsprechenden Coordinaten des Brennpunktes die 
Differenzen 

X-^ ^1 ) flJj *^ ) ^2 »^2 ? »^2 *^2 5 *^3 "^S » "^3 "^3 

die Abstände desselben von den drei Paaren paralleler Tangenten. 
Man hat so nach dem citirten Satze -die Gleichheit ihrer Producte, 
also die Eelaiionen 

X^ — {X^ + %")^l + ^i'^i" = X^ — (^2' + ^20^2 + x%x% 

^8 "~ V^3 "r ^3 y ^3 "1 ^3 ^3 5 

d. h. die Gleichungen x^Z^ — 2Mx^Z^ + M'^S^^ 

liefern die Coordinaten der Brennpunkte des Kegelschnittes. Die 
geometrische Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, dafs 
jede den Ort eines Punktes bezeichnet, für welchen die Fufspunkte 
der Normalen auf die vier den bezüglichen Fundamentallinien 
parallelen Tangenten des Kegelschnittes in einem Kreise liegen. 

Für die Parabel ist' 2?' = 0; man erhält nur einen Brennpunkt. 

Der Fundamentalsatz des § 197 über Brennpunkt und Direc- 
trix kann in analogcg: Weise benutzt werden. Man bildet das 
Quadrat des Abstandes eines Punktes Xi vom Brennpunkt yi nach 
§71 und ebenso nach § 65 das seines Abstandes von der zu- 
gehörigen Directrix yi und vergleicht die aus jenem Fundamental- 
satze entspringende Belation desselben mit der allgemeinen homo- 
genen Gleichung zweiten Grades. Man erhält sechs Bedingungen, 
welche mit ly = (§72) zusammen die Elimination der Un- 
bekannten gestatten und die Brennpunkte und Directrixen bestimmen. 

6) Für die auf ein System harmonischer Pole bezogene 
Parabel a-^iX^ + a22Ä;2^ + 083^»^ = 0, für welche 

ist, werden die Bestimmungsgleichungen des Brennpunktes 
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und daher 

h^Qs^s + ^^1 — ^2^2)^1 ^1 + ^2^2 — h^s) + k^ih^i + h^i — ^^) 

Man hat daher den Satz: Der Ort der Brennpunkte aller Para- 
beln, welche ein gemeinschaftliches Polardreieck haben, ist der 
durch die Mittelpunkte der Seiten ihres Dreiecks gehende fijreis. 
7) Auch die Längen der Halbaxen lassen sich durch die 
vorigen Gleichungen bestimmen; denn für r als die Länge einer 
solchen ist jedes der drei in sie eintretenden quadratischen Poly- 
nome = r^-Z' (§ 201); die Elimination zwischen den durch diesen 
Wert verbundenen Gleichungen und l^ = M liefert für sie 

h(r'+X,)i-]-l,(r'+X,)i+l,(r'+X,)i = mit 

-^Lj Aj Xq 

02t^8*-2«83^2^8+Ö38^2' (^Ssh^-'^^ishh+fhxh* ailk^'-^fhihk+^ih^ 



(2^) 



^2 



^m %2> ^13 



^2H ^22» ^3 
^31? ^2» ^33 

In der Tat hat für X^ = X^ =^ X^ diese Gleichung in r gleiche 
Wurzeln, und die Gleichheit der Nenner derselben Gröfsen in 
den vorigen Belationen stimmt mit den Bedingungen des Kreises 
überein. (§ 332.) Die Bestimmungsgleichung für r^ erhält die 
Form .4r*-f-2J5r*+ ^ = mit den Coefficientenwerten 

A= ?/+ . . -2 w K^-2 h)(i-^k)Q-^h\ Q=h'^h+h) ; 

i^ = — 2^3(^1 XiCos^ + -.), 0=?,%2.| 21^%^X^X^ — ". 

Man kann sie auch schreiben 

Sie hat in r^ stets reelle Wurzeln. Die Untersuchung derselben 
auf ihre Gleichheit, auf die Gleichheit ihrer Zeichen oder die 
Entgegensetzung derselben und ihre Gleichheit bei entgegen- 
gesetzten Zeichen liefert die bekannten Unterscheidungszeichen 
der Kegelschnitte wieder. 

8) Der Inhalt eines Dreiecks, das einem Kegelschnitt um- 
geschrieben ist, ist 



V 



— 5i Äj S^ 



d 

9) Der Inhalt des Dreiecks der Polaren von drei Punkten 
P, Q^ R in Bezug auf eine Ellipse ist mit dem Inhalt FQB des 
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von ihnen gebildeten Dreiecks für als das Centrum durch die 
Relation verbunden 

V^ V^ ; 4(Ö02?)(Ä0P)(P0Ä)* 

383. Die Beziehung auf ein Absolutes. Die Bedingung^ 
unter welcher zwei Strahlen ||i2, S'|^' oder |,-, |/ recht- 
winklig zu einander sind, IS' + i?i?' = oder 

k Sl'+ ^2 fe'+ Ss Ss'— (fe Ss'H- §3 &') cos ^1 — (Ss 6/+ gl fe') cos Ä^ 

— (Si52' + §2 5i0 COS ^3 = 0, 

ist identisch mit der Bedingung, unter welcher diese Geraden 
harmonische Polaren sind in Bezug auf das Punktepaar der 
absoluten Richtungen, d. h. einen degenerirten Kegelschnitt 
I* -|- 12* = oder ß = 0. Somit ist die Beziehumg der Recht- 
mnldigkeit ein 'besonderer Fall der Beziehung zmschen har- 
monischen Polaren in Bezug auf einen festen Kegelschnitt, 

So tritt sie auch in die Sätze ein. A.us dem Satze z. B., 
dafs die Verbindungslinien entsprechender Ecken von zwei 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt einander conjugirten Drei- 
ecken sich in einem Punkte schneiden, folgt als Specialfall der 
Satz, dafs die Höhenperpendikel eines Dreiecks sich in einem 
Punkte schneiden, sobald Sl = bh die Stelle der allgemeinen 
Curve gesetzt wird. Die Gharacteristik der speciellen Kegel- 
schnitte: Kreis, gleichseitige Hyperbel und Parabel, die Be- 
ziehung des Kegelschnittes auf seine Hauptaxen, Brennpunkte 
und Directrixen, alle diese metrischen Charactere der Kegel- 
schnittstheorie sind als abhängig von dem analytischen Aus- 
druck derselben absoluten Richtungen erkannt worden. 

Überhaupt ist der BegrifiF der Rechtwinkligkeit funda- 
mental für die ganze Winkelmessung, da er unmittelbar 
gestattet, die Gleichheit von Winkeln zu definiren. Denn wir 
können den Satz von der Winkelhalbirung, im Hinblick auf 
jene Verallgemeinerung des Begriffes, wiederum als einen 
Specialfall des Satzes von der harmonischen Beziehung zweier 
Strahlenpaare bezeichnen. Sind r^, rg harmonische Strahlen 
in Bezug auf die absoluten Richtungen, g^, g^ und %j, %2 
harmonische Strahlen in Bezug auf r^, rg, so sind gji^ und 
^2^2 gleiche Winkel verschiedenen Sinnes. 
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Überall ist hervorgetreten, dafs die absoluten Richtungen 
nur die spedellen Vertreter eines festen Kegelschnittes überhaupt 
sindf den man zur Definition des Messens als ein Absolutes 
benutzt Auf der Beziehung der Gebilde auf ein absolutes Ge- 
bilde zweiten Grades beruht alle Metrik, sowol die der Ge- 
bilde erster Stufe oder der binären homogenen Formen, als 
die des ebenen Systems überhaupt oder der ternären homo- 
genen Formen. Dies soll im Folgenden nachgewiesen werdenJ^) 

384. Metrische Grundlagen erster Stufe. Wenn durch 
S^a^^Xj^ + 2a^2^^^2 + a^X2^ = ein gegebenes festes Paar 
von Elementen bezeichnet ist, so kann die Gleichung U =0 
eines beliebigen andern Paares von Elementen desselben Ge- 
bildes erster Stufe auf zwei Arten in der Form 

S -f kL^^(a^^Xi^-{' 2ai2X^X2 + a^^x^^) -^-^{1^x^+12^^^ = 

dargestellt werden. Denn die Paare 5 = 0, Z7=0 bestimmen 
eine Involution, deren Doppelelemente die durch die beiden 
Werte von L bestimmten Elemente Z^ = 0, ig = sind. In 
Erinnerung an die Bedeutung der Gleichung 5 + L* = in 
der Theorie der Kegelschnitte (§ 275), welche das System 
der den Kegelschnitt S = doppelt berührenden oder ihm 
ein- und umgeschriebenen Kegelschnitte bezeichnet, kann man 
sagen, das Paar ?7 = sei dem Paare S = ein- oder um- 
geschrieben, und die Elemente L^ = 0, Lg = seien als 
Centrum und Axe der Ein- oder Umschreibung zu bezeichnen. 
Das eine von ihnen ist das conjugirt harmonische des andern 
in Bezug auf jedes der gegebenen Elementenpaaxe. Wird also 
eines durch x{ oder x^x^ -^ x^x^ = dargestellt, so ist das 
andere notwendig 

P ^ a^^x^x^ + ai2 {x^x^ + x^x^) + a^^x^x^ = 0. 

Wenn man nun in der Gleichung SS' — P^ = des 

§ 326, die in § 370 wiederholt und ganz in Bezug auf das 

hier entsprechende Problem gebraucht wurde, alle x^ enthal- 
tenden Glieder verschwinden läfst, so folgt die Identität 

— { «11^1^/ + «12 {x^x^ + x^x^) + a^^x^x^ ] ^ 
= (a^^a^^ 0^12 ) \X1X2 x^x^ ) . 



r 
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Man erkennt aus ihr^ dafs das eingeschriebene Elementenpaar, 
für $ als eine Constante, in den beiden Formen 

(«n^i^ + 2ai^XiX2 + «22^2^) («11 ^i'^ + 2ai^XiX^'+ (h%^2^) sin^Ö 

(«11^22 «12 / \^1'^2 ^2*^1 ) ""^ ^? 

(«11^1^+ 2 «12 «1^2 + «22 ^2^) («11^/^ + 2a^^x^x^'\- a^xP) COS^Ö 

{ «11^1^1 "T" Öfi2'\»^1^2 "l" "^2^1 / "l «22*^2^2 / '^^ ^ 

dargestellt werden kann, je nachdem man von den Elementen 

X^X^ ^2*^1 '^^^^ ^' (liiX^Xi -]- «12 V*^l'^2 I »^2*^1 / I «22 "^2 «^2 ^^^ ^ 

das erste oder das zweite als Axe der Einschreibung ansieht. 
Behält man die Bezeichnungen 8, S' und P auch im 
binären Gebiet bei, so kann man die obige Identität in der 
Determinantenform schreiben und direct verificiren: 



S, P 




«11 > «12 




Xi , X2 


P, S' 




«21 > «22 




X\ • Xa 



2 



Bei Inbetrachtuahme einer dritten Reihe x^' \ x^' und mit den 
Bezeichnungen S" für das entsprechende 5, und P\ P" für 
die Polargleichungen 

Pf f fr t Tk'f ff I 

erhält man, rechts ausmnltiplicirend, die neue Identität 



S , P, P" 




P , /S', P' 


=> 


P", P', /S" 





«11? «12 > 





«21> «22; 

0, 0, 




1 



X^ ^ Xtj^ y \J 



'''l ; *^2 ; ^ 
1 , ^2 > 



X-t « Xa « vf 



2 



= oder 



88' S" + 2PP'P" - 5P'^ - S'P"« - S"P« = 0. 
Dies wird durch Division mit 88' 8" y wegen 

88' cos« ö = P^ S' S" cos« d' = P'\ 88" cos« ö" = P"«, 
zu 1 — cos« ö — cos« ö' — cos« ö" + 2 cos $ cos ö' cos ö" == 
d. h. zu (cosö cosö' — cosö")« = sin«ö sin«ö' 
und cos (ö + ö') *= cos ö". 

Da nun ö, ö', ö" nur durch die Cosinusquadrate bestimmt 

sind, so kann über sie so verfügt werden, dafs die Relation 

besteht 

P . P' P" 



arc cos , + arc cos , 



= arc cos 



yw^ 
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385. Äqnidistanz. Denkt man unter den Elementen 
eines geometrischen Gebildes erster Stufe ein Paar E^, Eg 
als unveränderlich — man nenne es das absolute Pdo/r — , so 
kann jedes Paar von Elementen dieses Gebildes als ihm ein- 
geschrieben angesehen werden. Es bestimmt dann mit jenem 
zwei Elemente als Doppelelemente der erzeugten Involution, 
nach dem Vorigen zu benennen als Centrum und Axe der 
Einschreibung. Insofern das betrachtete Paar dem absoluten 
eingeschrieben ist, wollen wir es ein Kreispaar nenm^n^ und 
jene Doppelelemente der Involution, die das absolute und 
das Kreispaar zugleich harmonisch teilen, sollen Gentrum und 
Axe des Kreispaares heifsen, mit der Bestimmung, dafs jedem 
von ihnen in derselben Betrachtung derselbe Name (Centrum 
oder Axe) verbleibe. Aus dem Centrum und dem einen Ele- 
ment des Kreispaares bestimmt sich dessen anderes Element 
in einziger Weise; denn zuerst liefert das Centrum die Axe als 
das ihm in Bezug auf das absolute Paar harmonisch conjugirte 
Element, dann das erste Element des Kreispaares das zweite 
als ihm harmonisch conjugirt in Bezug auf Centrum und Axe. 

Für alles Weitere ist der Begriff der Äquidistan0 der 
Elemente grundlegeud, und wir setzen ihn so fest, dafs der 
Satz gilt: Die 0wei Elemente eines Kreispaares sind äquidistant 
vom Centrum, Diese Definition ist nämlich die projectivische 
Verallgemeinerung der Beschreibung gleicher Winkel in § 383. 

Die Metrik der Gebilde erster Stufe gründet sich dann 
mathematisch auf folgenden Prozefs: Sind E^j JE?' zwei Ele- 
mente des Gebildes, so bestimme man ein drittes Element E" 
desselben Gebildes so, dafs -E^, E'' ein Kreispaar vom Centrum 
E' sind; sodann JE'" so, dafs E' und £?"' ein Kreispaar vom 
Centrum E'' sind; JS"" so, dafs E'' und £"" ein Kreispaar 
vom Centrum ^'" sind, etc.; ferner andererseits ein Element 
E^ so, dafs E\ E^ ein Kreispaar vom Centrum E^ sind; 
E^"^ so, dafs E^\ E^ ein Kreispaar vom Centrum E^ sind, etc. 
Dann hat in der Beihe..., E''\ E'\ E\ JE«, E\ E", ^'",... 
jedes Element von den ihm nächstbena^cKbarten Elementen gleiche 
Entfernungen in verschiedenem Sinn, Wenn die Elemente E^, E' 
einander nahe genug gewählt waren, so wird der ganze Träger 
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des Elementargebildes in eine stetige Folge von beliebig 
kleinen und einander gleichen Elementardistanzen geteilt; 
die Zahl derselben , welche zwischen irgend zwei Elementen 
des Gebildes eingeschlossen ist^ gibt für dieselben das Mafs 
ihrer Distanz. Für drei auf einander folgende Elemente E, E\ E" 
gilt dabei die Fundammtdleigensdhaft von der AMirbarkeit der 
Mafstmtersckiede 

Dist. {E, E') + Dist. {E\ K') = Dist. (E, E"). 

386. Distanzformeln. Ist das absolute Paar E^, Eg durch 

S = dargestellt, so hat das Kreispaar vom Centrum E\Xi) 

die Gleichung 

8S' cos^ Ö - P^ = 0. 

Sind E^ipc^y E"{xl') die beiden Elemente desselben, so hat man 

y(«ua^i*+-o («11 <*+••) y(«n<'+--)(5^r<'M=^ 

als Ausdruck der Wahrheit, dafs xC und Xi von xl gleich- 
weit entfernt sind. In Folge dessen ist Dist. {E^E') eine 
Function von 

vää^ ~ y(«ii^i^+-)(«ii^i"+--) 

deren Form durch die Forderung bedingt ist, dafs für die 
Elemente E^ E\ JE?" obige Functionalgleichung der Addir- 
barkeit der Distanzen besteht. 

Nach der Schlufsformel des § 384 wird derselben Genüge 
geleistet, wenn man voraussetzt, dafs die Bistanz von Xi zu xl 
einem Bogen gleich sei*), der den letzterhaltenen Ausdruck zu 
seinem Cosinus hat, so dafs 

Dist. {E^E') = arc cos «n^i ^/ + ,^ii_(^i < + ,^«gil+ «28a?8< 

y(«ii^i* + --) («iia?i'* + --) 

und, nach dem Früheren gleichbedeutend. 



Dist. (EqE') = arc sin 



— ar^n «,'r, V(«ll «81 " «la') (^1 X^' — X^ X^) 



y(«iia?i'+--)(«ii<^+--) 



*) Eigentlich kann ebensowol ein constantes Vielfache des arc cos 
als Distanz bezeichnet werden. 
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Die beiden Formen der Gleichung des Kreispaares (§ 383) 
sagen dann gleichmäfsig aus^ dafs die Entfernungen der 
beiden Elemente .BoJE"' desselben vom Centrum ^' dem 
Bogen 9 gleich sind, oder dafs so zu sagen der Radius 
dieses Kreises ist. 

Speciell hat man für ö=0 die Relation x^x^ — xlx^^=^Qj 
d. h. die beiden Elemente fallen zusammen, und für $ = ^^ 
P = 0, d. h. die Elemente Xi und x/ bilden bezüglich der 
Elemente des absoluten Paares ein harmonisches Paar. Die 
Distanz zmschen irgend zwei in Bezug auf das absolute Pa^ir 
harmonischen Elementen ist stets ein Quadrant, Wir behandeln 
den Quadranten als die Einheit der Distanz, d. h. drücken die 
numerischen Distanzangaben in Teilen des Quadranten aus, 
nennen als z. B. rechtwinklige Strahlen solche von der 
Distanz Eins. 

Neben dieser allgemeinen Messung bedarf insbesondere 
noch der Specialfall einer Erörterung, wo das absolute Paar 
in ein doppeltes Element zusammenfallt. Dann föllt nämlich 
das harmonisch conjugirte eines beliebigen Elements in Bezug 
auf das Absolute mit diesem zusammen. Daher kann jedes 
Paar von Elementen als ein Kreispaar betrachtet werden, 
welches das harmonisch conjugirte Element des Absoluten 
zum Centrum hat. Darnach kann wie vorher der Träger 
eines Elementargebildes in beliebig kleine gleiche Elementar- 
distanzen zerlegt und die Entfernung zweier Elemente des 
Gebildes durch die Anzahl solcher Elementar distanzen ge- 
messen werden, die zwischen ihnen liegen. Aber die Einheit der 
Distanz ist hier willkürlich, denn der Begriff des Quadranten hat 
keinen Inhalt mehr. So z. B.für die gewöhnliche Längenmessung. 

In diesem Falle ist ana22 — «^g^ = 0, d.h. die Distanz 
ist als ein Bogen vom Sinus Null gegeben. Durch Über- 
gang vom arc sin zum sin und Unterdrückung des ver- 
schwindenden Factors erhält man, für {b^x^ — 62^2)^= ^ ^^^ 
das absolute Doppelelement, die Distanz von xi und x/ gleich 

1 S """" 8 1 
(&1 OJi — &8 OTj) (61 Xi — 6, iCj') ' 

Nach Multiplication mit einem willkürlichen Factor (h^c^ — b^c^) 



Elliptische und hyperbolische Marsbestimmung. 701 

läTst sich die Distanz in der offenbar der Functionalgleichung 
genügenden Form einer Di^renz schreiben 

Dist. (x- x') = ^1^1 "^ ^«^8 <?i^i —<^8^» , 

387. Elliptische tind hyperbolische Messung. Wir haben 
gesehen^ wie aus dem Anfangselement EqE' eine zusammen- 
hängende Reihe gleicher Elemente ^ aus dem angenommenen 
Sealenteil die ganze Scala abgeleitet wurde. Beim gewohn- 
lichen Messen geschieht die Bildung der Scala oder des Mafs- 
stabes durch Bewegung des ersten Teils im Endlichen; für 
die mathematische Untersuchung ersetzen wir die Bewegung 
durch eine lineare Transformation, bei welcher die absoluten 
Elemente festbleiben. Die allgemeinen Mafse müssen dann 
bei diesen Transformationen ebenso unveränderlich bleiben, 
wie die gewöhnlichen bei Bewegungen. Wird dann die Lage 
eines Elemeutes im Gebilde erster Stufe durch den Wert 
des Verhältnisses zweier Variabein tr^ : X2 bestimmt, so ist 
z' = kis die Form der fraglichen Transformation, sobald wir 
die absoluten Elemente als die fundamentalen nehmen, d. h. 
durch ^ = und ;8f = 00 ausdrücken. Durch die wiederholte 
Anwendung dieser Transformation auf ein Element is ent- 
steht dann die Elementenreihe 0y kZy X^z, k^z, etc. als die 
Scala, welche durch die erzeugende Transformation in sich 
selbst übergeht. Dabei ist k nur der Beschränkung unter- 
worfen, dafs alle Elemente mit z reell sind, und in einerlei 
Sinn auf einander folgen. Ist der Sealenteil die Einheit der 
Distanz, so sind die Distanzen der bezeichneten Elemente 

von dem Elemente z gleich 0, 1, 2, 3, etc. Die Unterabteilung 

1 

der Scala wird dann durch eine Transformation z = k'^z be- 
wirkt, bei der man die n^ Wurzel so zu wählen hat, dafs 
das bezeichnete Element zwischen z und kz liegt. 

Dann ist der Exponent von k der Ausdruck der Distanz, 
oder die Distanz des Elementes z vom Elemente z' ist gleich 
dem durch die Constante log k dividirten Logarithmus des Quo- 
tienten z : z\ Da aber z : z das Doppelverhältnis der beiden 
bezeichneten Elemente als Teilelemente des absoluten Paares 



702 XX. Analytische Grundlagen der Metrik. 387. 

ist, so definiren wir die Distanz zweier Elemente als den mit 
einer Constanten c multiplidrten Logarithmus des Doppelver- 
hcUtnisses, das sie mit dem absoluten Pa^r bilden. 

Dabei ist die Befriedigung jener Addirbarkeitsbedingung 
evident. Den analytischen Ausdruck der Distanz erhalten wir 
nun, wenn das Absolute wieder allgemein durch 5=0 ge- 
geben ist, indem wir nach § 341, l das Doppelverhältnis bilden, 
welches die Elemente a?,-, x{ mit dem absoluten Paar be- 
stimmen, als 

und die Distanz ist somit der cfache log desselben. Wegen 

c log a = 2ic . arc cos — --=r 

erhält man aber für diese Distanz auch den Ausdruck 
c log {E^E^EqE') = 2ic . arc cos -^ , 

der für c = — - i^i in den Ausdruck des § 383 übergeht. 

Die beiden Elemente des Absoluten sind als unendlich fern 
zu betrachten, denn ihre Distanz von einem beliebigen andern 
Element ist unendlich grofs, nämlich c.logO oder c.logcx). 
Wenn die Punkte des Absoluten reell gedacht werden, so 
können von einem beliebigen Elemente aus nur die Distanzen 
in dem Gebiete zwischen jenen gemessen werden, in welchem 
jenes Element selbst liegt; dies Gebiet ist durch zwei un- 
endlich ferne Elemente begrenzt, und von dem Gebiete jen- 
seits derselben ist eine Kenntnis nicht erreichbar. Dies ist die 
Vorstellung der sogenannten hyperbolischen Mafsbestimmung. ^^*) 

Wollen wir dann, dafs die Distanz reeller Elemente einen 
reellen Wert erhalte, so müssen wir, weil {E^E^E^E') dann 
positiv ist, der Gonstanten c einen reellen Wert beilegen und 
formell den logarithmischen vor dem cy ciometrischen Aus- 
druck bevorzugen. 

Sind dagegen die Elemente des Absoluten conjugirt ima- 
ginär, so müssen wir zuerst der Gonstanten c einen rein 
imaginären Wert c'i geben, damit die Distanz reeller Ele- 
mente reell sei. Alsdann ist die Distanz reeller Elemente 
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stets reell, aber nur nach der Periodieität des Logarithmus 
bis auf Vielfache einer reellen Periode 2jcic= — 2jtc bestimmt; 
es gibt keine reellen unendlich fernen Elemente. Die Gerade 
kehrt wie der sich drehende Strahl in sich zurück, und die 
Periode ist ihre Gesammtlänge. Soll dieselbe, wie die Drehung 
im Büschel, tc betragen, so ist c' = — ^ zu nehmen. Man 
hat so in der Winkelmessung ein Abbild für die Vorstellungen 
der elliptischen Mafsbestimmung. 

388. Parabolisohe Messung. Die am Schlüsse des § 386 
betrachtete specielle Mafsbestimmung unter Voraussetzung 
des Zusammenfallens der beiden Elemente des absoluten Paares 
entspricht der einzig möglichen speciellen Art linearer Trans- 
formationen, bei welchen ein doppelt zählendes Element un- 
geändert bleibt. Man kommt so auf die parabolische Mafs- 
bestimmung, deren bekanntes Beispiel die gewöhnliche Messung 
in der Geraden der Euclid'schen Geometrie bietet. Ihr all- 
gemeiner analytischer Ausdruck ergibt sich durch den früheren 
Grenzübergang, bei welchem der verschwindende Factor 
(^11^3 — %2^) ™i^ einem unendlich grofs zu nehmenden c 
zu dem endlichen Werte (b^c^ — &2^i) ^^ vereinigen ist. Der 
nicht mehr vieldeutige, algebraische Ausdruck gibt die Distanz 
als Differenz zweier Doppelverhältnisse, welche noch von dem 
willkürlichen Element c^ \ c^ abhängen. 

Die Zurückführung der Untersuchung auf Doppelverhält- 
nisse macht sie entscheidend über die Frage nach den über- 
haupt möglichen Mafsbestimmungen der Geometrie, sofern 
jene als reine Zahlen unabhängig von einer Mafsbestimmung 
erklärt werden können. 

Von besonderem Werte ist nun, dafs in der Nähe eines 
bestimmten Elementes die allgemeine Mafsbestimmung stets bis 
auf Glieder höherer Ordnung genau durch die specielle ersetzt 
werden kann; für diese Beziehung erscheint der Ausdruck 
Berührung der beiden Mafsbestimmungen geeignet. Man mufs 
dazu das dem gegebenen Beröhrungselement harmonisch con- 
jugirte in Bezug auf das absolute Paar der allgemeinen Mafs- 
bestimmung als das absolute Element der speciellen Mafs- 
bestimmung wählen und die Gonstanten geeignet bestimmen. 
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Sind etwa die Elemente des absoluten Paares, als har- 
monisch zu jE? = und j? == oo gelegen, durch j2f^= — a^ be- 
stimmt, so findet man die Distanz des Elementes z vom 
Coordinatenaufang nach der allgemeinen Mafsbestimmung als 

= 2ci arc tan - = 2ci 1 -r-r + -=—r — • + etc. l , 

a \a 3 a* ' 6a^ ' j ' 

und nach der in jS = berührenden speciellen 

wenn man die Constante iso wählt, dafs sie mit dem ersten 
Glied oben übereinstimmt. Nehmen wir z. B. die gewöhn- 
liche Streckenmessung in der Geraden, so dafs den Abstand 
vom Nullpunkt bedeutet, und die gewöhnliche Winkelmessung 
in dem Büschel, dessen Strahlen absoluter Richtung die Punkte 

0^ = — 1 ausschneiden^ so ist der die Strecke z projicirende 

z^ z^ 
Winkel arc tanjßi = — T"f"T — ' ' ' '} ^ ^^^ ^^^ ^^^ ^P®" 

cielle Fall für 2ci = 1. 

Die Übereinstimmung der allgemeinen und der speciellen 
Mafsbestimmung gilt nur in der Nachbarschaft des Berührungs- 
elements. Weiterhin bleibt eine elliptische gegen die be- 
rührende parabolische stets zurück, d. h. gibt kleinere Werte 
der Entfernungen für dieselben Punkte wie diese (a > 0), 
während eine hyperbolische der parabolischen voraneilt, d. h. 
gröfsere Distanzzahlen gibt (a < 0). Diese Abweichung der 
allgemeinen Mafsbestimmung von der parabolischen nennt man 
Krümmung derselben. Man definirt als ihr Krümmungsmaß 

— j-j , nämlich das negativ genommene Verhältnis des drei- 

fachen zweiten Gliedes der Reihe zum Cubus des ersten. 
Dasselbe ist also bei reellem Absoluten negativ und bei ima- 
ginärem positiv (für c = — ^i gleich Eins), für die para- 
bolische Mafsbestimmung, der eine unendlich grofse Con- 
stante entspricht, aber Null, 

389. Metrische Grundlagen zweiter Stufe. Das System 
der einen gegebeneu Kegelschnitt S =0 doppelt berührenden 
oder ihm eingeschriebenen Kegelschnitte war in Punktcoordinaten 
durch /S-|-Ä:P^=0 und in Liniencoordinaten durch 2?+ä^^=0 
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ausgedrückt. Wir nennen wieder die Berührungssehne P= 
oder 1/ Äxe der Einschreibung und den Pol JI = oder Xi 
der Berührungssehne Centrum der Einschreibung. Wir schreiben 
daher die Gleichungen von |/ und x/ in der Form von Polaren 

77 = 4,, g,g/ + • • • • + A, (I, i; + l/l,) = 0. 

Bezeichnet ferner nach § 372 C das Resultat der Substitution 
von XjXk — xjxk für 1,- in 27, ebenso F das der Substitution 
von |;|i' — l/'li für Xi in S, so bestehen die Identitäten 

Infolge der ersten Identität können wir^ für $ als eine Con- 
stante, der Ortsgleichung des eingeschriebenen Kegelschnittes 
für den Punkt x/ als Centrum der Einschreibung die beiden 
äquivalenten Formen erteilen 

Ki^i^ H h 2ai20i^j^x^) (anir/* H h 2ai^XiX^') cos^ö 

— { «11^1< + + «12 K< + <^2) } ^ = 0, 

(«11^1^ H h SöigiTiiCg) (aiia:/* H h 2 a^^x^x^) sin*ö 

— { ^u (a:2<— a;2'a;8)*4 1-2^12(^1^3'— V^3)(^2<— <^3 } =0. 

Damit nun die Form S/S'cos^ö — P^ = mit der voraus- 
gesetzten Form S -f- ÄP^ = übereinstimme, mufs sein 
, ^ ;:J^ - J 

weil für die Substitution der Coordinaten von Pol und Polare 
nach § 330,1 2;' = ^5' ist. 

Der zweiten Identität gemäfs können wir analog die Tan- 
gentialgleichung des Systems in äquivalenten Formen darstellen. 
Um aber dieselbe Constante ö brauchen zu können, müssen wir uns 
erinnern, dafs die Reciprocalform von S + ÄP^-^O zunächst 
2; + Är=0 und durch Umformung {/J + 'kZ')2:—'kn^=0 
ergibt. Somit ist x = — Ä : (z/ + ^^') = — 27' sin^ö und 
das Paar der äquivalenten Formen der Tangentialgleichung 
desselben eingeschriebenen Kegelschnittes lautet 
{A,,l^ + •••• + 2a,, lig,) (^uli'*+ • • • • + 2 A,li'|,') sin* 9 

- {^ulili' + •••• + ^i^Clil/ + Il'l2)}''= 0, 

(^»1."+ • • • • + ^,,1.10(^15/*+ • • •• + 2^,.ii'l.')co8*9 
-J{a,, I,l8'-l2'l3)''+ •• • • +2«.2 (I1I3'- li'y (Ssts'-I/Is) ) =0. 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Anfl. 45 
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Mit den Symbolen S, S', S", P, P', P" wie in § 384 
erhält man die durch Bildung des Peterminantenproducts zu 
beweisende Identität 



S , P, P' 
P , S', P' 
P", F, 8' 



= J 



Xi j X^ j .«/g 



X^ , 0^2 , 






8 



// 



rf 



Xi y X2 y X^ 



tt 



2 



Für drei Punkte in gerader Linie gilt, da für sie die Deter- 
minante rechts verschwindet, wieder wie in § 384 

S {8' S" - r«) + P (P' P" — PS") + P" {Tr ^ P" S') = 0, 

d. h. nach den vorher entwickelten Relationen 



arc cos + ^^^ cos 



= arc cos 



390. Absoluter Eegelsohnitt. Man denke einen Kegel- 
schnitt innerhalb des ebenen Systems als unveränderlich — 
wir nennen ihn den cAsolutm Kegelschnitt — so kommt zu- 
nächst die Theorie der §§ 385, 387, 388 'in folgenden Zu- 
sammenhang mit demselben. Jedes Gebilde erster Stufe hat 
mit dem absoluten Kegelschnitt 0wei Elemente gemein — nämlich 
eine Punktreihe das Paar der Schnittpunkte, ein Strahlbüschel 
das Paar der berührenden Strahlen — welche das absohde 
Taa/r dieses Oebildes liefern. Insbesondere wird für die Tan- 
genten des absoluten Kegelschnittes als Träger von Reihen 
das absolute Paar ein Paar zusammenfallender Punkte und 
für die Punkte des absoluten Kegelschnittes als Träger von 
Büscheln ein Paar zusammenfallender Strahlen. Die Theorie 
der Distanzen für jedes einzelne von allen diesen Gebilden 
erster Stufe ist in den genannten Paragraphen enthalten, 
und es bleibt nur die Vergleichbarkeit derselben von einem 
Gebilde zum andern zu begründen. Dies geschieht aber ein- 
fach durch die Voraussetzung, dafs die Einheit der Distane 
für dieselben, der Quadrant, von einem Gebilde mm andern und 
für diu Gebilde des Systems dieselbe Gröfse sei — eine Voraus- 
setzung, die darin schon im Vorigen stillschweigend gemacht 
ist, dafs der Quadrant durch das Symbol ^^ bezeichnet wurde. 

Nennt man dann den Pol einer Geraden^ bez. die Polare 
eines Punktes in Bezug auf den absoluten Kegelschnitt den 



Das Absolute und die Distanzbegriffe. 707 

absoluten Pol, bez. die absolute Polare, so gilt ferner das 
Gesetz: Die Distanz von zwei PunJcten oder von zwei Geraden 
ist der Distanz der absoluten Polaren oder der absoluten Pole 
derselben bez. gleich. Denn die Doppelverhältnisse in zusammen- 
gehörigen Polreihen und Polarenbüscheln sind unter einander 
gleich. Damit ist eine Vergleichbarkeit der Messung von 
Strecken und Winkeln begründet, infolge dessen in dieser 
Geometrie von allgemeiner Mafsbestimmung die metrischen Re- 
lationen in gleicher Weise dem Dualitätsprindp unterliegen, wie 
die prqjectivischen, 

unter der Entfernung eines Punktes von einer Geraden 
hat man seine Distanz von dem Schnittpunkt desselben mit 
der ihm enthaltenen Normalen zu verstehen; diese ist die 
Verbindungslinie des Punktes mit dem ahsoluten Pol der 
Geraden (§ 383). Danach ist die Entfernung eines Punktes 
von seiner absoluten Polare (wie von allen seinen conjugirten 
Polen) oder die Entfernung einer Geraden von ihrem ab- 
soluten Pol (wie von allen ihren conjugirten Polaren) ein 
Quadrant. Daher ist die Entfernung eines Punktes von einer 
Geraden Gomplement der Entfernung der absoluten Polare des 
Punktes von der Geraden oder auch das Complement der Ent- 
fernung des absoluten Pols der Geraden vom Punkte. 

Ein dem absoluten Kegelschnitt eingeschriebener Kegelschnitt 
heifst KreiSy und das Centrum und die Axe der Einschreibung 
das Centrum und die Axe des Kreises. Auf allen Strahlen durch 
das Centrum bilden die Schnittpunkte mit dem Kreise Kreis- 
paare nach § 385.- Also sind alle Punkte des Kreises äqui- 
distant vom Centrum und ebenso alle Tangenten desselben 
äquidistant von der Axe desselben, wobei die letztere Ent- 
fernung das Complement der ersteren ist. 

391. Distanzformeln. Damit ergibt sich die analytische 
Ausdrucksform der gewonnenen Begriffe. Stellt S = oder 
27 = den absoluten Kegelschnitt dar, so ist die Ortsglei- 
chung des Kreises vom Centrum x/ (§ 389) entweder 
SS'co8^$^P^ = oder ySÄ'sin^ö - C = 0. 
Nach ganz analogem Gedankengange wie im § 386 erhält man 

die Distanz der Punkte Xi, x/ in einer der beiden Formen 

45* 
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arc cos 



Tlf 



ViOii ÄTi^H \-^ciii^i aJj) («11 a?i'*H h^^ii^i^i) 



arc sin l/^.ii^i^^z:^ 



+ 2aija?ia:8) {a^iX^'^-\ 1- "^a^^x^ x^ ) 

Auch gilt für die Distanzen von drei Punkten einer Geraden 

Dist. {E, K) + Dist. {E\ E'') = Dist. (JB, jB"). 

Und ist 1/ die Axe der Einschreibung, so ist die Tan- 
gentialgleichung des Kreises 

2;^;' sin« ö — 77« = oder Zi:' cos* ö — ^F = 0. 

Die Distanz der Geraden von den Coordinaten St, S/ ist daher 

arc cos ^^ ^^ ^1^+ ' ' ' ' + As (li S/- 1/6.) _ 

VU, J,^+ . . . . + 2 Aa 5 J.) (Ai 5i'»+ • • • • + 2 A Ji'5/)' 

arc sm i/ -- ^ ^-fc%)'+ ' ' "+2aiafe fc -gt%)(ir i7^"l71s)] 



. l/ZK«ZiZElZ 



+ 2^i,l,y (Aiai"+ • • • • + 2A,iiV) 

Indem man endlich in der ersten Formel der vorigen 
Gruppe die xi durch -4a 1/ + -4,2 12' + ^isSs' ^ii<i 111 ^^^ vor- 
letzten die 1/ durch aaXy + a/giTg + OizX^, zugleich arc cos 
durch arc sin ersetzt, erhält man für die Distanz des Punktes Xi 
von der Linie |/ den Ausdruck 

arc sin _ {li:x^ + l2^i + h^x^)yj ^ 

y(«ua?i*+---- + 2ai,Ä:,a;2)C^nSi''+---- + 2A85i'S*') 

Auch die Formeln des § 387 lassen sich unmittelbar auf 
das ternäre Gebiet übertragen, da der symbolische Ausdruck 
für das Doppelverhältnis zweier Elemente mit dem quadra- 
tischen Absoluten unverändert bleibt. Die Entfernung zweier 
Punkte Xiy Xi\ bez. der Winkel zweier Geraden S,-, |/ sind dann 



c log — V- , bez. c log — ' V — , 

^ p—yp^--ss'' ^n—yw—zir' 

wo c, c' zwei beliebig, aber fest gewählte Gonstanten be- 
deuten, welche nach § 387 passend zu specialisiren sind. 

Hiemach erscheint der absölide Kegelschnitt als das Un- 
endlichfeme der Ebene, nämlich als der Ort der Punkte, die 
von jedem andern Punkte einen unendlich grofsen Abstand 
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haben, und als die Enveloppe der Geraden, die mit jeder 
andern Geraden einen unendlich grofsen Winkel bilden. Irgend 
zwei Punkte auf einer Tangente des Absoluten haben die Distanz 
Null, irgend zwei Strahlen durch einen Punkt des Absoluten 
bilden den Winkel Null, denn das definirende Doppelverbältnis 
hat den Wert Eins. 

392. Bewegungen in der Ebene. Es erübrigt noch, 
nachzuweisen, dafs diese Theorie der allgemeinen Mafsbestim- 
mung in der Ebene mit den besonderen linearen Transfor- 
mationen, die den Bewegungen in der Ebene entsprechen, im 
engsten Zusammenhang steht. *^^) (Vgl. § 387.) 

Ein gegebener absoluter Kegelschnitt kann durch drei- 
fach unendlich viele lineare Transformationen in sich selbst 
übergeführt werden (§ 291), Bei einer solchen Transfor- 
mation bleiben offenbar im allgemeinen zwei Punkte, die 
Doppelpunkte der projectivischen Punktreihen sowie auch die 
zugehörigen Tangenten des Kegelschnittes unverändert. Diese 
bilden mit ihrer Berührungssehne ein Fundamentaldreieck, für 
welches seine Gleichung auf die Form x^x^ — aj^^ = kommt. 
Die Transformation 

führt diesen Kegelschnitt in sich selbst über, weun man hat 

Also ist dies noch auf einfach unendlich viele Arten möglich. 
Da hierbei das Verhältnis x^x^ : x^ seinen Wert behält, 
so gehen alle Kegelschnitte des Büschels x^x^ — - Izx^ == 
in sich selbst über. Hier hat man nun die reellen Trans- 
formationen in zwei Gruppen zu scheiden, je nachdem l.^='^K^^ 
oder Ag« — ^^i^z ^^^* -^i® ^®^ ersten Gruppe geben durch 
Wiederholungen und Combinationen unter einander nur wieder 
solche, die der zweiten aber liefern je zu zweien eine der 
ersten. Sind z. B. der Kegelschnitt und die Doppelpunkte 
reell, so werden dieselben von je einem Paar homologer Punkte 
getrennt oder nicht getrennt. Nur die Transformationen der 
ersten Gruppe lassen sich durch Wiederholung einer reellen, 
beliebig kleinen Transformation derselben Art erzeugen, und 
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sollen als Bewegungen der Ebene bezeichnet werden; die der 
andern Gruppe sind analog zu den Transformationen, welche 
symmetrisch gleiche Figuren erzeugen (§ 100). 

Dann ist das Vorige in dem Satze zusammengefafst: 
Bei einer Bewegung der Ebene geht der absolute Kegelschnitt in 
sich selbst über, und ebenso jeder Kegelschnitt (Kreis) j der ihn in 
den beiden festbleibenden Punkten berührt. Der Berührungspol 
ist das gemeinsame Centrum dieser Kreise, und die Bewegung 
der Ebene darf daher als eine Botation um diesen PunktbetracMet 
werden. 

Da die Kreise auch dieselbe Axe haben und dualistisch 
entsprechende Eigenschaften gegen diese, so ist Bewegung oder 
also Botation ein sich selbst duraler Begriff, 

Fällt insbesondere das Rotationscentrum in den ab- 
soluten Kegelschnitt selbst, d. h. unendlich fem, so wird die 
Bewegung als Translation der Ebene zu bezeichnen sein. Die 
Bahnen der Punkte der Ebene sind Kegelschnitte, welche 
den absoluten im Translationscentrum vierpunktig berühren, 
nicht aber gerade Linien. 

Nach diesen Erklärungen ist offenbar der Satz begründet: 
Bei den Bewegungen der Ebene bleiben die MafsverhcUtnisse un- 
geändert. Diese ünveränderlichkeit der Mafsverhältnisse gilt 
aber auch von der andern Art der den absoluten Kegelschnitt 
in sich überführenden Transformationen und überdies von den 
im nächsten Kapitel einzuführenden reciproken Substitutionen. 

Sobald jedoch der absolute Kegelschnitt selbst zerfällt, 
geht er nicht nur durch dreifach, sondern durch vierfach 
unendlich viele lineare Substitutionen in sich selbst über. 
Dreifach unendlich viele von ihnen zerfallen in zwei Gruppen, 
welche den Beziehungen der Congruenz — und diese sind 
die Bewegungen der Ebene — und der Symmetrie ent- 
sprechender Figuren zukommen; die ersteren lassen jeden 
der beiden Punkte bez. Strahlen des degenerirten Absoluten 
ungeändert, die letzteren vertauschen dieselben mit einander. 
Der letzten einfach unendlichen Reihe der erwähnten Trans- 
formationen entspricht aber die Verallgemeinerung der directen 
und der inversen Ähnlichkeit entsprechender Figuren (§ 100). 
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B. Überführung collinearer Systeme in centrale Lage. Geo- 
metrisch: Da die metrischen Relationen bei bioser Lagenveränderung 
ungestört bleiben, so verändern sich bei der ged9.chten Trans- 
formation die imaginären Ereispunkte im Unendlichen nicht. 
Nennen wir sie co^j oog, nnd entsprechen ihnen in dem zweiten 
Systeme, dessen Lage nicht verändert wird, Punkte a>i\ m^y so 
kann das Centrum der Collineation nur der Punkt C' sein, in 
welchem die Geraden oi>iG>/, (o<j^(o% sich schneiden. Wenn ihm 
im ersten System der Punkt G entspricht, so haben wir zum 
Vollzug der Transformation C mit G' zusammenzulegen und dann 
durch Drehung um den verBinigten Punkt ein beliebiges Paar 
entsprechende Punkte A^ A' mit ihm in eine Gerade zu bringen. 
Dann liegt jedes andere Paar entsprechender Punkte B^ B' auch 
in einer durch G gehenden Geraden; denn die Doppelverhältnisse 
der beiden Büschel (C (o^to^AB) und {G , (o^ai^A'B>^ sind ein- 
ander gleich. 

Analytisch: Die Gerade ao^to^ ist die Verbindungslinie des 
Punktes i* + it; 1 1/ 1 mit dem Punkte 

aw + &t? + c«/ + i{a^u + h^v + c^y) \ a^u + h'^ + c^y \ 0; 
d. h. ihre Gleichung wird 

(&2 — a^i) { (««* -^hv -\- cy) + «(a^w + h"^ + ^i^)) 
— { % + & + ^1 — «) } («2«* + ^2^ + ^^y) = ^j oder 
(afej— Ogfe)!* + (a2&i — a^\)v + { {ch^ — c^b) + (cia2 — (^z(^i)]y 
+i { (ai^a— «2^iV+(«^2— ör2&>+[(ci&2— C2&i)+(»<^2— «2<^)]2/ } =0. 

Die Gleichung der Geraden (02(X)2 unterscheidet sich von ihr nur 
durch das Vorzeichen des mit i multiplicirten Teils, und der 
Punkt C' ist somit der Schnittpunkt der beiden durch das ge- 
trennte Verschwinden dieser Teile ausgedrückten Geraden. 

Man erkläre daraus den Fall der Unbestimmtheit der Trans- 
formation. 

393. EUiptisohe und hyperbolisohe Geometrie sind die 
für die Geometrie allgemeiner Mafsbestimmung gebräuch- 
lichen Namen^ je nachdem der absolute Kegelschnitt derselben 
imaginär oder reell ist (vgl. § 387). In der elliptischen 
Geometrie gibt es weder reelle unendlich ferne Punkte noch 
reelle Gerade, welche mit andern unendlich grofse Winkel 
bilden. Demzufolge kann man zu einer reellen Geraden durch 
einen reellen Punkt keine reelle Parallele ziehen. Eine weitere 
Folgerung zeigt dann, dafs die Winkelsumme im Dreieck nicht 
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constant, sondern gröfser als zwei Beckte ist und zwar um so 
gröfser, je gröfser das Dreieck ist. 

Diese Eigenschaften weisen auf bekannte Besonderheiten 
der Geometrie auf der Kugel hin. Man kann die gewöhnliche 
sphärische Trigonometrie geradezu ein Beispiel zur allgemeinen 
elliptischen Trigonometrie nennen. Namentlich zeigt die 
sphärische Geometrie die volle Herrschaft des Dualitäts- 
princips. Streng genommen bezieht sich jedoch das Beispiel 
der elliptischen Geometrie nur auf die Geometrie der Durch- 
messer imd Diametralebenen der Eegel^ sofern sie am Centrum 
ein Bündel bilden. Ist der Scheitel dieses Bündels in der 
Entfernung Eins von der Ebene unserer Untersuchungen, so 
können wir die Distanz zweier Punkte der Ebene durch den 
Winkel ihrer Verbindungslinien mit dem Scheitel, den Winkel 
zweier Strahlen der Ebene durch den Winkel ihrer Ver- 
bindungsebenen mit dem Scheitel messen. 

Ist der absolute Kegelschnitt reell, so gilt an allen 
Punkten aufserhalb desselben und auf allen i^n schneidenden 
Strahlen die hyperbolische, an allen Punkten des Innern und 
auf allen ihn nicht reell schneidenden Strahlen die elliptische 
Mafsbestimmung. Nur ein Büschel, dessen Scheitel im Innern 
liegt, kann von einem rotirenden Strahle desselben voll- 
ständig durchlaufen werden. Irgend zwei Punkte des Innern 
haben eine endliche, reelle Distanz, wenn wir die am Schlufs 
von § 391 eingeführte Constante e nach § 387 reell wählen. 
Denken wir uns im Innern des Absoluten^ so kann keine Be- 
wegung (§ 392) uns aus demselben herausführen, sondern für 
uns ist die Ebene durch den selbst unerreichbaren absoluten 
Kegelschnitt völlig begrenzt, über das Aufsere können wir 
also gar nichts aussagen, was wir nicht durch besondere 
Definition einführen. Die Geometrie im Innern des absoluten 
Kegelschnittes, etwa eines Kreises, kommt der gewöhnlichen 
um so näher, je gröfser derselbe ist. 

Wir haben in dieser Geometrie neben Geraden, deren 
Schnittpunkt im Innern liegt, auch solche, die sich nicht, 
d. h. im Aufseren schneiden und einen imaginären Winkel 
ein schlief sen. Strahlen, die sich auf dem absoluten Kegel- 
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schnitt schueiden, bilden den Winkel NuU^ sind also parallel. 
Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden somit gwei 
Parallelen, die einen Winkel einschliefsen, dessen Gröfse von 
dem Abstand des Punktes von der Geraden abhängt. In 
dieser Geometrie ist dann die Winkelsumme im Dreieck kleiner 
als zwei Reckte, und zwar um so kleiner, je gröfser das 
Dreieck ist. 

394. Farabolisohe Geometrie. Wenn man den absoluten 
Kegelschnitt als in ein Punktepaxir degenerirt*) denkt, so ver- 
tritt die Verbindungslinie derselben den absoluten Kegel- 
schnitt als Ort (§ 324). Eine gerade Punktreihe hat mit 
ihm daher nur zusammenfallende Punkte gemein; die Metrik 
edler geraden Reihen des Systems ist daher speciell oder para- 
bolisch (§ 387), während dies für einen wirklichen absoluten 
Kegelschnitt nur für diejenigen Reihen eintritt, deren Träger 
ihn berühren. Weil dagegen jeder Punkt des Systems — mit 
alleiniger Ausnahme derer, die in der absoluten Geraden 
liegen — mit den beiden Punkten des absoluten Kegelschnittes 
ein Paar von Tangenten (Verbindungslinien) bestimmt, so 
bleibt die Metrik des StrahlMschels durch die allgemeinen Formeln 
des § 387 gegeben. 

Die Vergleichbarkeit der Distanzen von Punkten in ver- 
schiedenen Geraden fällt hinweg mit dem Verschwinden des 
Quadranten als der allgemeinen Einheit der Distanz. Nennt 
man aber einen durch die beiden •. 

Punkte des Absoluten > gehenden ^^ "*" •• ' 

(eingeschriebenen) Kegelschnitt 

einen Ereis, so kann derselbe mr ^^^ / -^ 

Vergleichung solcher Distanzen in ' ~' 

verschiedenen Geraden dienen. Der 

Pol der absoluten Linie in Bezug *- ... ... • ' 

auf ihn wird sein Centrum, jene -^ 

Linie seine Axe der Einschreibung genannt, und es wird 
vorausgesetzt, dafs alle Punkte des Kreises äquidistant sind 
von seinem Centrum. Die Construction des Euklid, um durch 

*) Ebenso kann oflfenbar eine Geometrie gedacht werden, bei welcher 
das Absolute aus einem Linienpaar besteht. 
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einen Punkt A eine Strecke AD oder AB' gleich der Strecke 
JS(7 zu ziehen^ gilt nach den hier gemachten Voraussetzungen: 
Man zieht AB^ construirt über ihr das gleichseitige Dreieck 
ABEy verlängert seine Seiten, EA, EB über A und B 
hinaus, um von B aus auf die letztere BF=^BG abzutragen 
und dann aus E mit dem Kreise durch F die erstere in D 
zu schneiden. 

Da aber die Längeneinheit in der Metrik der geraden 
Punktreihe unbestimmt ist, so fällt die Möglichkeit einer Ver- 
glekhumg der Bistanzen innerhalb der Beihe mit Bistaneen 
(Winkeln) innerhalb des Büschels weg. Dagegen kann die 
Bistanz eines Punktes von einer Geraden mit der Distanz 
zweier Punkte verglichen werden, da sie die Distanz desjenigen 
Punktes der Geraden von ihm ist, in welchem der der Ge- 
raden in Bezug auf das absolute Punktepaar conjugirt har- 
monische Strahl aus ihm sie schneidet. 

Wenn die Goordinaten der beiden Punkte des absoluten 
Kegelschnittes durch y/ und y" bezeichnet sind, so wird seine 
Gleichung in Liniencoordinaten (^ = 0) 

z= 2(y/|, + y,% + yz%) (yi% + y/'fe + y,'%) = o. 

Mit der leicht verständlichen Bezeichnung der Determinante 
aus den Goordinaten dreier Punkte lautet die Gleichung der 
absoluten Linie (x, y\ j/") = und es tritt {xyy'^ an die 
Stelle von AS (§ 371). Daher gelten für die Distanz zweier 
Geraden |,-, |/ die Ausdrücke 

arc cos ^^'^^"±5'^^". arc sin Ö'.'S'.'-ä'.'V) (l,S.'-S.'S.) + •• 



Für die Distanz zweier Punkte rr,-, xl dagegen erhält man 

durch denselben Grenzübergang aus dem arc sin wie in 

§ 386 und mit einem verfügbaren Factor C, den algebraischen 

Ausdruck 

p V2 {X, X, y') {X, x', f) 
{x,y',y"){x\y\y'') ' 

dessen Zähler, gleich Null gesetzt, angibt, dafs die Yer- 

bindungsgerade Xiy x( durch einen der absoluten Punkte geht. 

Bie elementare Metrik der Ebene ist der besondere Fall 



f: 
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der parabölischm MeMCy in welchem die absoluten Richtungen 
das degenerirte Absolute vertreten (vgl. B. 2) 3)). Die recht- 
winkligen^ nicht homogenen Coordinaten eignen sich zu den 
metrischen Untersuchungen infolge der einfachen Lage ihrer 
Fundamentalelemente zum Aljsoluten. 

B. 1) Die Entfernung des Punktes a?» von der Geraden |/ 
ist durch Übergang vom Bogen zum Sinus und Unterdrückung 
des verschwindenden Factors gleich 

2) Wenn man die Tangentialgleichung des absoluten Kegel- 
schnittes in der Form Ä ^ des § 380 voraussetzt, so nehmen 
die vorigen Belationen bekannte specielle Formen an, wenn 
man setzt: 

2^/=y/'=l, «//= — cos^3 — isin^3, ^2"= — cos ^3 + i sinnig, 

y^ = — cos -^2 + i sin -äg, ^3" = — cos -^2 — i sin A^* 
Z. B. wird, wenn man die Constante C= — 1 : 2 }/2 setzt, (§ 71) 

—f ^ { (a?ga?/— a?2X)'H ^coBÄ^jx^x^'—x^'x^) jx^Xi—x^'x^)}^ ^ 

{x^ sin J.1 -| — ) {xi sinA^ -| — ) 

3) Setzt man 

Vi ' y2 : 2^3' = 1 • * : Ö, «//' : y{ :y/ = l: — i: 0, 

so ist die Gleichung des absoluten Kegelschnittes auf J^^ + Sg^ *= ^ 
oder ^^-{-1^ = reducirt, oder er besteht aus den zwei Punkten, 
in welchen der Kreis o?^ + «/* = die unendlich entfernte Gerade 
z = schneidet. Die Substitution liefert als Ausdruck der 
Distanz der Punkte x \ y und x \ y wegen der Eeduction der De- 
terminantenproducte auf 

[y — y' '\- i{^ — oh')] [y — y' — i(x — x')] und 4 ^ 
die bekannte Formel y{x — x'y + (2/ — y')^< 

Ebenso erhält man für die Distanz der Linien IjijIS; ^'|VI^ 

arc cos . — / . oder arc sm 



Endlich ist der Abstand des Punktes ai\y von der Geraden S'lij'l f' 

4) Man berechne den Inhalt des gemeinsamen Polardreiecks 
zweier Kegelschnitte ä^ == 0, Ä'g = 0. 
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Der Ausdruck seines Quadrats verschwindet, wemi sich die 
Kegelschnitte berühren — sein Zähler erhält den Ausdruck des 

§ 358 4(©i«-44e2)(e2«- 3j^e,) — {e,e^^9j,j^y ais 

Factor; er ist positiv, wenn sie sich in vier reellen oder in vier 
imaginären Punkten schneiden, und negativ, wenn nur zwei der 
Schnittpunkte reell sind; er wird unendlich grofs, wenn zwei der 
gemeinsamen Sehnen einander parallel sind. Sein Nenner ist 
daher die Resultante der Gleichungen 

k^J^ + l(?Si + Ä©2 + ^2 = 0, 

und ÄjMgg + hiß^y^a^^ + a^iü^ — 20,2(1,2') + -^33'= 0; 

die linke Seite der letzteren ist der Nenner der Coordinaten der 
drei Punkte des Tripels. 

ö) Sehne des Kegelschnittes S=0 m der Geraden ax = 0. 

Wir denken die trimetrischen Coordinaten als die normalen 
Abstände von den Fundamentallinien, so dafs lx = M (§68) 
der doppelte Inhalt ihres Dreiecks ist Wenn dann die Gerade 
den Kegelschnitt in zwei Punkten ^, z schneidet, d. h. wenn 



^11» ^12» ^18 9 ^1 
^21 » ^22 » ^23 > ^2 



^ö 



%H ^82? %8> ^ 
«1 7 »2 ? «3 , 

oder die mit dem Saum der ai rechts und unten versehene Dis- 
criminante positiv ist, so liefert die Elimination der Veränder- 
lichen Xi zwischen der Gleichung der Geraden, der des Kegel- 
schnittes und der Gleichung ia- = die mit zwei Reihen gesäumte 
Discriminante, gleich Null: 

«ll? 0^12? ötjg, «1, Ji 
^21 > ^2» ^23» ^> §2 

^31» %21 ^38? ^8? 53 
«1 , Og , «3 , 0, 

Sl , ^2 , ^3 , 0, 



($- 



SdikHk == 0. 



Diese Bedingung gilt für die durch die Schnittpunkte ^, z gehenden 
Geraden, so dafs Sdik^i^k ^ £tl« sein mufs, und daher die Re- 
lationen gelten 2 a,* = $ {ViZk + ^*^.)> wo ö* einen Proportionalitäts- 
factor bedeutet. Infolge ly = M^ U = M erhält man durch 
Multiplication 

die rechts stehende Gröfse gibt durch ihr Verschwinden die Be- 



(2^ =4?!%%*^^^ {«1^+02^+^^ — 2a2a^cosÄ^ — 2 aga^ cos J-g — 2aia2CosÄQ}. 
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dingung, unter welcher die gegebene Gerade einer Asymptote 
des Kegelschnittes parallel ist. Nun ist ferner 

Ö^ (2^2^S — Vz^y = 4 (O23' — 022033) = 4^1^ («) , 

also ist ^2^3 — y^g^^= — -— — a^ , und analog 

U 

Substituirt man diese Werte in die Distanzformel 

^= ^-r- [ {yih-y^i?^ ^{y^h-y^hXyz^i—yih)^^^ ^a- • • } » 

so erhält man für die Länge der Sehne yz den Ausdruck ^^®) 

O 

Hier gibt die Parenthese durch ihr Verschwinden die Bedingung 
Äo = 0, unter welcher die gegebene Gerade «a- = durch einen 
der unendlich fernen imaginären Kreispunkte geht. 

Ist dann femer ax — AZa- = eine zur gegebenen Geraden 
parallele Sehne, so kann der Ausdruck für die Distanz ihrer 

Schnittpunkte durch Substitution von a,- — Xli in das (a) und 
Äa ^ös vorigen Ausdrucks erhalten werden und liefert dann 

\al) 

wenn in («) die Discriminante rechts mit Z,-, unten mit ai. ge- 
säumt ist und 

Äai^«lZi+«2^2+%^3""(«2^3+«3yCOsJ.i— (a3Zi+aiZ3)cOS^2--(%^2+^2^l)cOS^3. 

395. Verallgemeinerung metrischer Sätze. Die Er- 
kenntnis der wahren Natur der metrischen Relationen ge- 
stattet nunmehr iu verschiedenen Fällen die wahrhaft all- 
gemeine Gestalt von geometrischen Sätzen aufzufinden^ welche 
durch darein eingehende metrische Relationen aus jener Sphäre 
von Wahrheiten ausgeschlossen sind, die das Princip der 
Dualität verbindet. So ist es in dem Falle des Satzes (§ 332, 3) 
von der Berührung der einem Dreieck eingeschriebenen Kreise 
mit dem Kreise, welcher die Mittelpunkte der Seiten des 
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Dreiecks enthält. Wir haben bereits auf dem analytischen 
Wege im § 370 die allgemeinere Form bewiesen , welche 
demselben zukommt: Die vier Kegelschnitte, welche dieselben 
drei Punkte oder Tangenten haben und zugleich einen festen 
Kegelschnitt doppelt berühren, werden sämmtlich von einem 
Kegelschnitt berührt, der mit dem gegebenen Kegelschnitt 
auch in doppelter Berührung ist Die Auffassung der imagi- 
nären Kreispunkte als eines Kegelschnittes, welcher mit den 
eingeschriebenen Kreisen eine doppelte Berührung hat, weil 
jene in diesen liegen, führt ohne Weiteres zu ihr. Wenn der 
gemeinschaftlich berührende Kreis die Höhenfufspunkte des 
Dreiecks enthält, so erkennt man, dafs der gemeinschaftlich 
berührende Kegelschnitt durch die Schnittpunkte der Dreiecks- 
seiten mit den Geraden aus den bez. Gegenecken geht, welche 
ihnen in Bezug auf den festen Kegelschnitt conjugirt sind, etc. 

B. 1) Man hat den elementaren Satz: Wenn man durch den 
Scheitel S eines rechten Winkels einen Kreis und an ihn drei 

Tangenten so legt, dafs die 
zwischen dem Berührungs- 
punkt und den Schenkeln 
des rechten Winkels ent- 
haltenen Segmente einer 
jeden Äa, Aa\ Bb^ Bb'\ 
Cc^ Cc von gleicher Länge 
sind, so bilden die Berüh- 
rungspunkte und also auch 
die drei Tangenten ein 
gleichseitiges Dreieck. Dar- 
nach ist der Kreis dem Tan- 
gentendreieck eingeschrie- 
ben und berührt also seine 
Seiten in ihren Mittel- 
punkten, d. h. in den con- 
jugirt harmonischen zu den unendlich fernen Punkten der Seiten; 
somit ist die unendlich entfernte Gerade die Harmonieale des- 
jenigen Punktes in Bezug auf das Dreieck (vgl. § 64, l), in 
welchem sich die drei Verbindungslinien der Berührungspunkte 
mit den Gegenecken schneiden (§ 315), und sie ist zugleich seine 
Polare in Bezug auf den Kreis. Die Schenkel des Winkels hSb^ 
bilden mit den in jener unendlich entfernten Geraden gelegenen 
Punkten der Curve eine harmonische Gruppe. 
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Denken wir dann einen Kegelschnitt, der irgend drei Gerade 
berührt, so ist die Polare des Schnittpunktes der drei von den 
Berührungspunkten nach den Gegeneeken des umgeschriebenen 
Dreiecks gezogenen Geraden wieder zugleich die Harmonieale des- 
selben in Bezug auf das Dreieck; sie schneidet den Kegelschnitt 
in zwei Punkten, mit welchen diejenigen Geraden eine harmonische 
Gruppe bilden, welche die Schenkel des rechten Winkels vertreten. 
Sie bestimmen in den Dreiecksseiten Punkte, welche mit den 
Ecken Involutionen erzeugen, für welche jeder Berührungspunkt 
ein Doppelpunkt ist. Solche zwei Gerade also schneiden sich 
immer in der Peripherie des eingeschriebenen Kegelschnittes; 
ihre Schnittpunkte bilden mit den Seiten des Dreiecks, den bez. 
Berührungspunkten des eingeschriebenen Kegelschnittes, und den 
Punkten in der Polare je ein harmonisches System; ihre Schnitt- 
punkte mit je einer Seite liegen in einem Kegelschnitt, der den 
entsprechenden Berührungspunkt des eingeschriebenen Kegel- 
schnittes zum Pol jener Polare hat, und für welchen und den 
eingeschriebenen Kegelschnitt sie eine gemeinsame Sehne ist. 

Endlich aber darf man die Schenkel des rechten Winkels 
durch eine Curve zweiter Ordnung ersetzen; denn die* drei Punkte- 
paare in den Seiten des Dreiecks, welche mit den Ecken In- 
volutionen bestimmen, die den Berührungspunkt des eingeschrie- 
benen Kegelschnittes zum Doppelpunkt haben, liegen in einem 
Kegelschnitt, der die Polare zu der ihm mit jener gemeinsamen 
Sehne hat. Dann gilt der Satz: Für jede Gerade, welche mit 
diesen Kegelschnitten eine harmonische Teilung bestimmt, liegt 
der in Bezug auf den einen genommene Pol in dem andern. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte 8^ = und 82 = und das 
gemeinschaftliche Polardreieck, ferner auf S^ zwei Paukte Ä, B 
und ihre Tangenten AT^ B T^ sowie die zu diesen in Bezug auf 
8^ = harmonisch conjugirten Geraden AT\ BT' gegeben sind, 
so bestimmt die Harmonieale von T in Bezug auf das Polar- 
dreieck in 8^ zwei Punkte G und J), für welche die zu ihren 
Tangenten in Bezug auf 8^ harmonisch conjugirten Geraden durch 
denselben Punkt T' gehen. 

Denn in Bezug auf den Kegelschnitt 8^ ^ 2x^ = sind 
die Geraden aa- = 0, &« = harmonisch conjugirt, wenn 2aibi = 
ist; ist also Xi einer der betrachteten Punkte von ;^2 ^ 2XiXi^ = 0, 
so ist die zu seiner Tangente harmonische Gerade durch 

t^ ^8/ ^2 *^3 •'^l "T V^S ^ij '^S *^l «^2 "l \^1 ^2/ ^1 ^2 *^3 ^^^ ^ 

* dargestellt und schneidet die den Punkten Xi\ o?/" entsprechenden 
Geraden derselben Art im nämlichen Punkte, wenn 
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/ / r r ' f 

// rt rf tr fr rr 

•*^ •*'8 » •*'3 •*'l 1 *\. *2 

^ ^3 > ^ ^1 > ^1 ^2 



= 



ist Der Lage der Punkte x\ xl'y xl" auf dem Kegelschnitt 6^ = 
entspricht {x^^ x"*, o?'"*) = 0, und da die Summe dieser letzteren 
und der doppelten ersten Determinante dem Producte von 

{// // fit I /// //\ I rt f rtt t \ r rrt\ ■ rtt / t rt \ *' ^W 

^lV^2 ^ +^2 H )'T^\ C^2 ^3+^2% ;+^l (^2^3 +^2 ^z)) 

in die Determinante {x\ x'\ aj'") gleich ist, so mufs die erste 
von diesen Gröfsen gleich Null sein, weil die letzte es nicht sein 
kann. Die Gleichung der die Punkte a?/, x/' verbindenden Ge- 
raden liefert aber fOr die Goordinaten ihres Pols T in Bezug auf 
den Kegelschnitt 82 = 

M/a •*/« ^^ •^9 i *^B 1 ^^ 8 1 1 S ^^ 1 J 

*1 *2 *3 

d. h., da nach den Gleichungen liX^"^-] — = 0, ^iX^"^-] — = 
die Relation besteht 

3 . j j / '2 "2 ffi '2\.//«. '2^ "2 ^ "2^ '2\./^ '2^ "2 ^ "2^ '2\ 

^l'Aj.Ag — ^Äj Xj Xg Xg ^-V^Xg Xj ^3 Xj ^\Xi ^2 »1 »2 /i 

111 



aucn ///■ ff * • f ff t ff f » '/*»" I /*. " ' 

Die Harmonieale dieses Punktes in Bezug auf das Fundamental- 
dreieck ist daher durch die Gleichung ausgedrückt 

X| {X2 Xq "v ^2 ^3 / T" ^2 v^3 ^1 1" ^3 ^i y I ^8 \^i ^2 I ^1 ^2 / ^^^ ^ ? 

und da sie für die Substitution der Goordinaten x/" an Stelle von 
Xi in die oben aufgestellte Belation übergeht, so enthält diese Ge- 
rade den Punkt C. Ein analoger Beweis gilt auch dem Punkt D. 

Denkt man den Kegelschnitt 5^ = in das Paar der imagi- 
nären Kreispunkte degenerirt; so werden die in Bezug auf ihn 
den Tangenten 8^ =^ in Ä und B^ C und D harmonisch con- 
jugirten Geraden zu den Normalen von 82 = in -4 und B^ C 
'und D; das gemeinschaftliche System harmonischer Pole liefert 
das Centrum, und die unendlich fernen Punkte der Axen von 82] 
und die Harmonieale des Pols T von -4-B in Bezug auf dasselbe 
wird als die Verbindungslinie der Punkte erkannt, welche in den 
Axen auf den entgegengesetzten Seiten vom Centrum die Abstände 
des Punktes T haben; diese Linie bestimmt auf 82 das Paar von 
Punkten (7, D, deren Normalen mit den Normalen in Ä und B 
in demselben Punkte T' zusammentreffen. ^^^) 

3) Wenn man die Normale eines Kegelschnittes ?7 = in 
einem seiner Punkte Xi als die der Tangente in Bezug auf einen 
andern festen — den absoluten — Kegelschnitt F == conjugirte 
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Gerade durch den Punkt auffafst, so besteht das Problem, die 
Normalen von einem beliebigen Punkte Xi aus an den Kegelschnitt 
U= 0u ziehen, darin, den Punkt Xi desselben so zu bestimmen, 
dafs die Gerade xX durch den Pol der Tangente in X an ^7"«= 
in Bezug auf V= geht. In dieser Fassung ist das Problem 
der allgemeinen analytischen Behandlung zugänglich.^ ^^) 

Sind w, V die Werte der Functionen Z7, F, welche man erhält, 
wenn man die Xi durch die Xi ersetzt, und bezeichnen wieder 
Indices die halben nach den zugehörigen Variabein gebildeten 
Ableitungen, so hat man als die Gleichungen des Problems 

Die entwickelte Form der letzteren drei Gleichungen ist, für «,* 
und hik als Coefficienten von U und F, 

^3^1+^23^2+^38^8=(^^13+f*^3)^l+(^«23+f*^23)^+(^öts3H-fl533)Z3, 

und wenn man die aus den Elementen luik + fiVik oder kaik + (iha 
gebildete Determinante mit J bezeichnet, so liefern sie aufgelöst 

JX^ = Vi^ii + t;2^i2 + «^3^13» ^^2 = «^1^21 + «^2^22 + «^3^23; 

JXq = ^1^31 + ^2^82 + «^3^8S- 

Durch Substitutionen in iT" = kommt die Endgleichung 

Nach der Determinantenrelation Jip^kq = ^ik^pq — ^^i%pq geht 
sie über in 

ZZUik^ik^ZVpVqJpq — J HÜHHUikVpVqJik^pq «= 0; 

da Uik auch Ableitung von kuik -{- (iVik nach k ist, so ist 

ÜÜUik^ik = -gy , EEZZUikVpVqJik^pq = 1^ 

Die Endgleichung erhält für 52 = ÜÜVpVqJpq die Form 

dJ .da 

Sie bezeichnet för Xi als Veränderliche einen Kegelschnitt von 
folgender Entstehung: Er ist der Ort der in Bezug auf den 
Kegelschnitt v = genommenen Pole der Geraden, welche fllr 
die Punkte von u = die Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt 
ku -{- fiv =^ sind, der durch die gemeinschaftlichen Punkte von 
u = und V = hindurchgeht. Sie ist bei festen Xi biquadra- 
tisch in X : fi, und die Discussion derselben führt auf die voll- 
ständige Lösung des Problems der Normalen (§ 192). 
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Einnndzwanzigstes Kapitel. 

Yon den reciproken Verwandtschaften. 



396. Lineare Reoiprooität. Als die wichtigsten über- 
tragungsmethoden der analytischeD wie der reinen Geometrie 
haben wir die Lehre von den linearen Substitutionen oder 
Verwandtschaften und das Dualitätsprincip erkannt. Diese 
beiden Mittel gestatten aber noch eine Verschmelzung in einer 
neuen Classe von Verwandtschaften. Ihrem analytischen Aus- 
druck Dach sind auch diese in der Eigenschaft der linearen 
SubstitutioncD, an die Stelle dreier Variabein drei neue Varia- 
bein einzuführen, enthalten. 

Offenbar bleibt die analytische Theorie der §§ 89, 90 
absolut ungeändert, wenn wir das eine System von Veränder- 
lichen als Punktcoordinaten, das andere jedoch als Linien- 
coordinaten interpretiren, also die Substitutionen schreiben 

ftl/ == 2:aikXk oder ftg/ = a^^x^ + «12^2 + «13^3; ^^-i 
und die Umkehrungen 

— Xi = SRjeii,k* 

Hiernach ist jedem Punkte Xi des ungestrichenen ebenen 
Systems eine Gerade |/ des gestrichenen ebenen Systems zu- 
geordnet. Ebenso ist auch jedem Punkte rr/ des gestrichenen 
Systems eine Gerade |i des ungestrichenen zugeordnet, nämlich 
durch die transponirten Substitutionen 

vli = EauXk, — x/ = Ukik^k, 
weil pl^x' und r^^ nur dann identisch werden. Im allgemeinen, 
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nämlich so lange a^ von «^ verschieden ist, mtsprechen dem- 
selben Element (Punlct, Strahl) der Ebene verschiedene reciproke 
Elemente (Strahl^ Punkt), je nachdem man es zum einen oder 
andern System gehörig ansieht. 

Die aiisnaJimslos eindeutige Verwandtschaft zwischen je einem 
ebenen System von Punkten und einem ebenen System von Ge- 
raden mrd als lineare Reciprodtät bezeichnet. Unmittelbar 
evidente Analoga zu Sätzen der CoUineation sind: Punktreihen 
des einen Systems sind Strahlbüschel des andern reciprok; reciproke 
Reihen und Büschel sind prqjectivisch (doppelverhältnisgleich 
§ 89). Vier Paxire redproker Elemente bestimmen die Verwandt- 
schaft; die Construction des einem gegebenen entsprechenden 
Elementes geschieht durch zweimalige Zuordnung inreciproken 
Elementargebilden (§ 79). Zwei m einem dritten reciproken 
Systeme sind zu einander collinear. 

Die ungestrichenen und die gestrichenen Variabein können 
auf zwei unabhängige Coordinatensysteme bezogen werden. Die 
Substitutionscoefficienten haben^dann dieselbe Bedeutung wie 
in § 90. Werden daher den ungestrichenen Pundamentalpunkten 
die gestrichenen Fundamentallinien, dem Einheitpunkt dort 
die Einheitlinie hier als reciprok zugeordnet, so treten an die 
Stelle der Substitutionen die einfachen Proportionalitäten 

In den folgenden Untersuchungen werden wir dagegen aile 
Coordinaten auf dieselben Fixlemenie beziehen; die vorigen 
Proportionalitäten definiren dann nicht mehr die allgemeine 
Reciprocität. 

397. Fol- und Folarkegelschnitt. Nach den allgemeinen 
Substitutionen besteht zwischen den Coordinaten zweier Punkte, 
von denen der eine in der reciproken Geraden des andern 
liegt, die bilineare Gleichung 

2]aikX/xk = oder x^'JJauXk ^ x^Za^Xk = 0. 

Daher gibt es auch Punkte, die auf den ihnen reeiproken Ge- 
raden liegen, d. h. für deren Coordinaten Xi = x/ obige Glei- 
chung befriedigt ist. Diese Punkte liegen daher auf dem 
Kegelschnitt Za^XiXk ^ oder 
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^11 «^1 "1 ^22^2 I ^38*^3 T (^8 1 ^2) •^2*^3 
+ («31 + «13)^3^1 + («12 + «21)^1^2 = 0, 

welchen man den Polkegelschnitt der Eedprocität nennt. Durch 
jeden Punkt desselben gehen zwei Strahlen p, p', welche ihm 
reciprok zugeordnet sind, je nachdem er als P' oder P an- 
gesehen wird. 

Ebenso gilt für zwei Strahlen, deren einer durch den 
reciproken Punkt des andern geht, die Relation 2JAik^{^k^==0 
und die Strahlen, welche durch die ihnen reciproken Punkte 
gehen, umhüllen einen Kegelschnitt I]Aiki,ii,k = 0, welchen 
man zum Unterschied von dem vorigen den Polarkegelschnitt 
der Eedprocität nennt. Seine Gleichung kann man in den 
Substitutionscoefficienten selbst schreiben 

«11 > «12 > «13 > il 

«21? «22 > «23 7 §2 

«817 «32 7 «33 7 »8 

bl 7 b2 ; b3 7 ^ 

Man nennt diese beiden Kegelschnitte die Ordnungsciirven 
redproker Systeme, denn mit ihrer Hilfe definirt man leicht 
den Zusammenhang entsprechender Elemente. Einem Punkte 
des Polkegelschnittes entspricht die eine oder andere der von 
ihm an den Polarkegelschnitt gehenden Tangenten, je nachdem 
man ihn als dem ersten oder zweiten System angehörig be- 
trachtet; einer Tangente des Polarkegelschnittes entspricht 
der eine oder der andere' von ihren Schnittpunkten mit dem 
Polkegelschnitt, je nachdem man sie dem einen oder andern 
System angehörig ansieht. Ist dann aber dnem Punkte des 
Polkegelschnittes, als zu einem der Systeme gerechnet, eine 
bestimmte der Tangenten zugeordnet, so kann für jeden folgen- 
den Punkt keine Zweideutigkeit mehr bestehen. Denn bewegt 
sich der ursprüngliche Punkt auf dem Polkegelschnitt in eine 
zweite Lage, so mufs auch die reciproke Tangente des Polar- 
kegelschnittes continuirlich in die der zweiten Lage ent- 
sprechende übergehen. Dasselbe Stetigkeitsprincip gilt im dua- 
listischen Fall. 

Um nun die Geraden p\ p zu bestimmen, die einem be- 
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liebigen Punkte P, P' der Ebene entsprechen^ zieht man von 
ihm an den Polarkegelschnitt die Tangenten P5(äi, P^ßg; be- 
stimmt ihre Schnittpunkte Pj, P^'; Pg, Pg' bez. mit dem Polar- 
kegelschnitt so, dafs, wenn ^j nach ^^ bewegt wird, P^ mit 
P2, P/ mit Pg' zusammenfällt, und erhält in dem Paare ihrer 
Verbindungslinien Pi'Pg', P1P2 die Geraden p\ p, die dem 
Punkte entsprechen. Um den einer gegebenen Geraden p, p' 
entsprechenden Punkt zu finden, bestimmt man ihre Schnitt- 
punkte Pi, Pg mit dem Polkegelschnitt und zieht von diesen 
die Tangenten Pj^ß^, Pj^ß/; P^^ßg; ^2^2' bez. an den Polar- 
kegelschnitt so, dafs Pj, 5ßi? ^1' stetig in Pg, ^ßg, ^2' über- 
geführt werden; entsprechen dann Pi^ßi', P25ß2' den P^ und 
PJ^im ersten System, so ist ihr Schnittpunkt P der der Ge- 
raden entsprechende Punkt im ersten und PjSßi, P2 5ß2 der 
ihr entsprechende P' im zweiten System. Insbesondere nennt 
man den der unendlich fernen Geraden eines Systems reci- 
proken Punkt den Gegenpunkt des andern Systems (vgl. § 99). 

398. Involutorisehes Tripel. Die beiden Ordnungscurven 
sind mit einander in doppelter Berührung. Denn für einen 
Schnittpunkt derselben fallen beide ihm reciproken Gerade 
mit der in ihm berührenden Tangente des Polarkegelschnittes 
zusammen. Es müssen daher auch, damit dieser Geraden 
nur ein Punkt reciprok sei, die Schnittpunkte dieser Tangente 
mit dem Polkegelschnitt zusammenfallen. Also berührt die- 
selbe den Ort und die Enveloppe in jedem ihrer gemein- 
schaftlichen Punkte-, ihre vier Schnittpunkte vereinigen sich 
daher in zwei Berührungspunkte. Man beweist dies auch 
analytisch, indem man die Gleichung des Polarkegelschnittes 
in Punktcoordinaten F= bildet und nachweist, dafs sie 
für U =0 als Gleichung des Polkegelschnittes in die Form 

F^ {(-423 — -^32)^1 "f" (-^31 ~" -^13)^2 + (-^12 -^21)^3} 

+ 4(^11 Ai + «22^22 + «33^33) ü=0 

gesetzt werden kann, aus welcher die Gleichung der Berüh- 
rungssehne ersichtlich ist. In Folge dieses Zusammenhanges 
entfällt auch die scheinbare Zweideutigkeit der vorher ge- 
gebenen Construction. 
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In derselben sind nach § 309 die Punktreihen zweiter 
Ordnung Pj, P2, . . .; P/, P2'; • • • auf J7= 0, ebenso die Strahl- 
büschel zweiter Classe Pi^ßj, P^^^} ' -y A^i'> ^2^2; • • an 
F = unter einander derart projectivisch, dafs ihre Doppel- 
elemente die Schnittpunkte -4^, A^ der reellen Berührungs- 
sehne A^Aq, bez. die gemeinsamen Tangenten ^2^17 ^2^ 
des reellen Berührungspols A^ sind; dafs ferner der Schnitt- 
punkt der Verbindungslinien P1P2', P2P/ auf A^A^ liegt, 
bez. die Verbindungslinie der Schnittpunkte Pj^ßi | P2^2', 
^^2^2! ^1^1' durch A2 geht. Diese Bemerkung genügt in der 
Tat, um die Construction ohne Benutzung des Stetigkeits- 
princips eindeutig zu machen. 

Gemäfs dieser Construction sind die beiden Berührungs- 
punkte A^y A^ und die durch sie gehenden gemeinsamen Tan- 
genten A^A^j A^A^j daher der Berührungspol A^ und die Be- 
rührungssehne A^A^ reciprok, ob man sie nun zum einen oder 
andern System rechnet; also wie wir sagen wollen ^ involur 
torisch reciproh Von diesen drei Punkten und Geraden liegen 
also zwei reciproke Paare in einander, das dritte, stets reelle, 
aber nicht. 

Es gibt nur ein Tripel invölutorisch reciproJcer Elemente 
in einer Bedprocität. Denn, damit für einen Punkt Xi = y,, 
Xi = j/i die reciproken Geraden |/ und g,- zusammenfallen, 
müssen die Gleichungen bestehen 

(i^/ = Qvii oder £ («,* — pa«) Vi = 0, 
was nur für drei Werte von q möglich ist (vgl. § 97), 

Den einfachsten analytischen Ausdruck der Reciprocität er- 
hält man in Bezug auf das involutorische Tripel als Fundamental- 
dreieck. Denn, sollen den Punkten 1|0|0, 0|1|0, 0|0|1 
die Geraden 0|0|1, 0|1|0, 1|0|0 vertauschbar entsprechen, 
so müssen «u = 0, «33 = 0, «^2 = 0, «gi = 0, «33 = 0, «gg = 
sein; also lauten die Substitutionen 

^1/ = «13^3; f^fe' = «22^2, f* ^3' = «31^1 y 

vgl = «310:3', Vgg = «22<> ^^3 = «13^/^ 

und die Gleichungen der Ordnungscurven (§ 397) 

«12^2^+ («81 + «13)^1^3 = 0; «3iai3S2^ + a22(«31 + «13)SlS3 = 0. 
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Im allgemeinen^ nämlich so lange a^^ < a^^ ist^ entspricht 
jedem Elemente der Ebene nur ein anderes als doppelt redproh 
(vgl, § 296), einem Punkte der Schnittpunkt seiner beiden 
reciproken Strahlen p, p', einem Strahl die Verbindungs- 
gerade seiner beiden reciproken Punkte P, P\ Die Coordi- 
naten yi und ij« dieser Elemente sind 

Vl'%'Vs = «31«13S2 6l : — «22 («31 + «is) Sl I3 ' «31 «18^52 • 

Da somit yi'ys = 0Ci'X^, ^i'^3 = Si'l3 ist, so liegen doppelt 
reciproice Punkte auf Strahlen aus dem Berührungspol und 
doppelt reciproice Strahlen schneiden sich auf der Berührungs- 
sehne. Dies liefert eine lineare Construction von A^ und A^^Ä^ 
aus gegebenen Elementenquadrupeln. 

Weil die vorige Substitution vom zweiten Grade ist, so 
nennt man auch die Verwandtschaß der doppelt reciproken Ele- 
mentenpaare vom zweiten Grade. Wir betrachten sie in Kürze 
am Schlufs des Kapitels. 

B. Das anschaulichste Beispiel der Beciprocität wird dm'ch 
die einfachste Wahl zweier Kegelschnitte in Doppelberührung er- 
halten: Die Ordmmgscurven seien zwei concenirische Kreise (§ 244) 

Da die Tangentialgleichung zu V lautet — ^2^ (§^ H" ^^) "f" ^ = ^j 
so sind die Bedingungen für die Substitutionscoefficienten zu er- 
füllen «11 =«22 = 1 ? -^11 == ^22 = — ^2^ «83 = — ^l^ ^33 = ^» 
ciik == — ««, Aa = — Akt] aber aus -ä^ = ^22 folgt «,3^ = a^^^ 
aus j4|2 = — -^21 aber cirig«28 = ^* Da endlich X = «^2^ + 1 
und kQ2^ = Qi^^ so ist zu setzen 
.f a; + «2/ ' — ax-^-y j, x' — ay' ax -\- y 

Analog können zwei gleichseitige Hyperbeln mit gemeinsamen 
Asymptoten gebraucht werden. 

399. Polarsystem. Die vorangehenden Eigenschaften 
einer allgemeinen Beciprocität hinsichtlich involutorisch reci- 
proker Elemente sind daran geknüpft, dafs wenigstens ein 
Substitutionscoefficient «,* von a« verschieden sei. In der 
Tat lehrt der Anblick der Substitutionen, dafs unter den Be- 
dingungen 

CCik == CCh 



/ 



728 XXI. Von den reciproken VerwandtschafteD. 399. 

alle reciproken Elemente einander vertauschbar entdecken. Es 
hat dann keinen Sinn mehr zweierlei, in derselben Ebene 
liegende reeiproke Systeme zu unterscheiden, sondern in dieser 
involutorischen Redprocität sind je ein Punkt und eine Gerade 
der Ebene einander eindeutig mgeordnet, vermöge 

ftgi = 2aikXkf —Xi = SAkilk- 

Die beiden Ordnungscurven der Beciprocität fallen in 
einen Kegelschnitt S^ SaikXiXk^^ 0, die Directrix der in- 
volutorischen Eeciprodtät zusammen. Die Gleichung der zu x^ 
reciproken Geraden UuikXiXk = 0, ebenso die Anwendung 
der Vierecksconstruction des § 397 zeigt, dafs die zugeordneten 
Elemente Pol und Polare in Bezug auf die Directrix sind. Man 
bezeichnet diese Zuordnung daher als Polarredprocität und 
fafst die reciproken Systeme als Poldrsystem zusammen. Pole, 
Polaren und Polardreiecke, Ceutrum, Durchmesser und Axen 
der Directrix oder des Polarsystems sind gleichbedeutende 
Benennungen. 

Eine Redprocität, welche zwei involutorische Paare von nicht 
in einander liegenden Elementen enthält, ist dne Polarredprocität. 
Denn sind A^ und a^, A2 und o^ vertauschbar, so sind es 

auch «i^aC-^s) ^°^ ^1-^2(^3); ^' ^- ®s existirt ein Polardreieck 
A1A2AQ. Nehmen wir dieses zum Fundamentaldreieck der 
Coordinaten, so entsprechen sich Xi = und |,- = nur, 
wenn a,* = (i ^ Je), also lauten die Substitutionen 

und die Gleichung der Directrix ist ZaiX^ = 0. Daher er- 
fordert die Bestimmung der Constanten die Angabe eines 
weiteren Elementenpaares A^, a^. Das Polarsystem ist also 
durch drd Elementenpaare bestimmt, die Jcdn Polardreieck bilden. 
Jedes weitere Elementenpaar P, p ist durch zwei Projec- 
tivitäten zugeordnet 
(Ai ' A^ A^ Aj^P) = (ai . «2 a^ a^p\ {A.^ • A^ A ^A^ P) = (a^ • a^ a^a^p). 

Die Directrix des Polarsystems wird als Ort und En- 
veloppe der in einander liegenden Elementenpaare erhalten. 
Auf jeder beliebigen Geraden ist eine Punktinvolution definirt 
durch ihre Schnittpunktpaare mit AiP, ai, welche die Schnitt- 
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punkte mit der Directrix als ihre Doppelpunkte liefert. Daher 
sind alle Construdionen der KegelschniitleJire im Polarsystem 
reell durchführbar, unabhängig von der Realität der Directrix, 
Die Einführung des Polarsystems bedeutet so genau dieselbe 
von der Realität unabhängige Definition der Curve zweiten 
GradeS; wie die Involution für das Punktepaar. Man kenn- 
zeichnet das Polarsystem auch kurz als ebene Involution. 
Übrigens ist das Polarsystem mit imaginärer Directrix mittelst 
der Sätze der §§ 15^ 95 leicht dadurch zu characterisireu, dafs 
dann einem Pol im Innern eines Polardreiecks eine Polare 
entspricht^ die ganz aufserhalb desselben liegt. 

400. Polarreoiprocität ist nur eine besondere Lage all- 
gemein reciproker Systeme, also nicht wesentlich von der 
allgemeinen Reciprocität verschieden. Man kann nämlich durch 
Verschiebung und Drehung des einen von zwei reciproken 
Systemen beide in involutorische Lage bringen. Bezieht man 
die allgemeinen Substitutionsformeln auf rechtwinklige Coordi- 
naten und setzt für x\y die allgemeinsten Ausdrücke einer 
rechtwinkligen Coordinatentransformation, so wird 

f*l = «fn(^o+^cos9)— ysin9) + ai2(yo+^sin9 + ycos9)+ai8, 

f*^=«2i(^o+^cos9 — «/sin9) + a22(yo+^sin9 + j/cos9)+a23; 
f* = «3i(^o+^cos9 — ysin9) + ag2(yo+^sin9+j/cos9)+ag3. 

Man hat also nur Xq, y^j (p so zu bestimmen, dafs gleichzeitig 
— «n sin 9 + «13 cos 9 = «21 cos q> + ^22 ^^^ 9? 
«11^0 + «i2!/o + ^n = «81 cos 9 + «82 sing), 

«21^0 + «22^0 + 0^28 = — «81 sin 9 4- «82 COS tf 

sind. Die erste dieser Gleichungen liefert zwei Werte von g?, 
die andern bestimmen sodann x^ \ y^ linear. Der einen Lösung 
entspricht eine reelle, der andern eine imaginäre Directrix. 
Geometrisch betrachtet, kann diese Transformation auf 
folgende Weise geschehen. Man bestimmt zuerst in jedem 
der Systeme den Oegenpunkty welcher der unendlich fernen 
Geraden als einer Geraden des andern Systems entspricht, 
dessen Strahlen also den Richtungen im letzteren entsprechen. 
Bringt man dann diese beiden Punkte durch Lagen veränderung 
eines Systems zur Deckung in 0, so sind und die unendlich 
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ferne Gerade unverändert und involutorisch reciprok. Dieser 
Punkt wird der gemeinschaftliche Mittelpunkt^ seine Strahlen 
werden Durchmesser der beiden Ordnungscurven sein^ die 
nun^ weil sie in doppelter Berührung bleiben müssen, zu 
ähnlichen und concentrischen Kegelschnitten werden. (§ 244.) 
Man hat ferner noch und oo als Elemente eines Polar- 
dreiecks zu nehmen. Daher mufs man das eine der beiden 
reciproken Systeme so um das gemeinsame Centrum drehen^ 
dafs die einer Richtung Ä reciproke Gerade OÄ die nämliche 
ist; ob man dieselbe zum einen oder zum andern System 
zählt; dann gilt dasselbe i^rjede Richtung B und die reciproke 
Gerade OB' (§ 93). Es besteht dann Involution zwischen den 
Büscheln OÄ, OBy . .] OA, 0B\ Da nun aber die absoluten 
Richtungen der Ebene bei jeder Drehung des Systems unver- 
ändert bleiben, so sind durch eine solche die reciproken Ge- 
raden einer derselben wirklich zum Zusammenfallen zubringen. 
Die Durchmesser der beiden ursprünglichen reciproken 
Systeme bilden zwei zu einander projectivische Büschel, in 
denen je zwei einander entsprechen, von denen der eine der 
Richtung des andern zugehört. Unter diesen Durchmessern 
gibt es im allgemeinen nur ein Paar von zu einander recht- 
winkligen, denen ein Paar rechtwinklige conjugirte ent- 
sprechen. Ihre Vereinigung liefert die Axen der Directrix; 
daher ist die involutorische Lage nur auf zwei Arten herzustellen. 

B. l) Die den Punkten eines Durchmessers reciproken Ge- 
raden sind einander parallel, und einer Schaar von Parallelen 
entsprechen Punkte auf einerlei Durchmesser. 

2) Die Coordinaten der J' = 0, rj' = und J = 0, i; = 

reciproken Gegenpunkte sind Ä^^iÄ^^ \ Ä^^ • -^38? -^13 '-^33 I -^23 • -^33 1 
daher geschieht die Transformation der Systeme auf gemeinsamen 
Mittelpunkt durch 

^33 (^' — ÄJ) = ^13 — ^3, , ^83 («/' — y) = ^28 — ^82- 

3) Man soll für die concentrische Lage beider Systeme den 
Drehungswinkel berechnen, welcher der Transformation des Textes 
entspricht. Die Polaren eines beliebigen Punktes sind bei recht- 
winkligen Coordinaten aus dem gemeinschaftlichen Centrum 

(cC^Xi + CCi2yi)x + («21^1 + «222/1)^ + «33 = Ö, 
(«11^1 + «2l2/l)a; + («123?! + «222^1)2^ + «83 = Ö» 
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und daher für den unendlich fernen Punkt y^ =^ ix^ 

(«11 + i^ii)^ + i^2i + ««22)2^ = 0, 
(«11 + *«2i)'^ + («12 + «'«22)2/ = 0. 
Der Winkel dieser letzteren ist bestimmt durch 

tanÖ = ^^?^-^. 

Oder: Die dem Punkte x^ \ y^ des ersten reciproke Gerade 
des zweiten erhält durch Drehung um den Winkel $ die Gleichung 

(«ii^i+«i22^i)(^cosö— ^sinö)+(«2i^i+«223'i)(^sii^ö+2/cosö)+ag3=0 

oder { («ii cos ö + «21 sin ö) x^ + («,3 cos ö + a^ sin Q)yi)x 

+ {(«aicosö — «32 sin ö)iri-|- («22 008 — «12 sin 0)2/1} 2/ + «33 = 0. 

Dagegen ist die Gerade, welche dem Punkte x^ \ y^^ als dem trans- 
formirten System angehörig betrachtet, entspricht 

{ («11 <^os ö + «21 sin ö) x^ + («21 cos ö — «ii sin ö) ^^ } a? 

+ { («12 cos Ö + «22 sinö)fl?i + («22 cos $ — «12 sin 0)3/1 } 2/ + «33 = ö. 

und diese Gerade ist mit der vorigen identisch, wenn man hat 

«12 cosö + «22 sinö = «21 cosö — «n sinö. 

401. Folarreoiproke Kegelschnitte« Es sei ein Polar- 
system von der Directrix D = fest gegeben^ so betrachten 
wir m jeder Figur ihre Polarreciproke in dem Polarsystem, 
d. h. in Bezug auf den Kegelschnitt D, indem wir letztere 
aus den Polaren der Punkte als Enveloppe und den Polen 
der Tangenten ersterer als Ort bilden. Wir nennen kurz Pol 
und Polare bezüglich D entsprechende Elemente, so dafs in 
polarreciproken Figuren die Elemente sich paarweise ent- 
sprechen und jede aus der andern in gleicherweise hervorgeht. 

Die Enveloppe der Polaren aller Punkte einer Curve S 
heifst die Polarcurve s zu S, während der Ort S etwa als die 
Polcurve von s unterschieden wird. Da aber auch S die 
Enveloppe aller Punkte der Polarcurve s ist, so sind polar- 
reciproke Curven 8 und s von gleichartiger Bedeutung. Die 
Ordnung der Polarreciproken einer Curve ist der Classe der 
Curve gleich. Denn ist n die Anzahl der Punkte, in welchen 
eine beliebige Gerade die Curve s schneidet, so entspricht 
denselben in der polarreciproken Figur S die gleiche Anzahl 
der Tangenten von S, welche durch den jener Geraden ent- 



732 



XXI. Von den reciproken Verwandtschaften. 402. 




sprechenden Punkte gehen (§ 23). So können an einen Kegel- 
schnitt 8 nur zwei Tangenten von irgend einem Punkte aus 
gezogen werden, daher schneidet eine beliebige Gerade die 
Curve s nur in zwei Punkten, d. h. die Polarreciproke einer 
Curve zweiter Classe ist eine Curve zweiter Ordnung. 

Aber nicht nur die Kegelschnitte S und s, sondern auch 
die durch sie als Directrixen definirten Polarsysteme sind 

polarreciproke Figuren. Ele- 
mentar folgert man dies daraus, 
dafs, wenn zwei Punkte P, P' 
in S den Tangenten pt, p't' an 
s entsprechen, auch die Tan genten 
in P, P' an S den Berührungs- 
punkten p, p entsprechen. Denn 
dann entspricht der Schnittpunkt 
Q derselben der Berührungs- 
sehne pp der letzten. Einem Punkte Q und seiner Polare PP' 
in Bezug auf S entspricht eine Gerade pp und ihr Pol q in 
Bezug auf s. 

Analytisch sind diese Sätze evident, da lineare Sub- 
stitutionen in quadratische oder in bilineare Gleichungen 
wieder bez. solche liefern (vgl. § 189, 13). 

402. Die Methode der reciproken Polaren ^^^) hat in der 
geschichtlichen Entwickelung die Lehre von der reciproken 
Verwandtschaft und von dem Dualismus geometrischer Wahr- 
heiten vorbereitet, Ihre Ergebnisse sind natürlich in denen 
dieser allgemeinen Theorien als Specialisirungen der Lage 
enthalten. Gerade durch diese constructiv einfache und über- 
sichtliche Lage der zu vergleichenden Figuren hat diese ünter- 
suchungsmethode ihren selbständigen Wert. Sie setzt lediglich 
die Kenntnis der Polarentheorie der Kegelschnitte voraus. 

Aus jedem nur auf descriptive Lagenverhältnisse bezüg- 
lichen oder projectivischen Satz über eine gegebene Figur 
kann rein mechanisch durch Vertauschung dualistisch ent- 
sprechender Werte der reciproke Satz über die polarreciproke 
Figur abgeleitet werden. Z. B. folgt aus dem PascaFschen 
Satz für das 8 eingeschriebene Seckseck ABGDEF der 
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Brianchon'sche Satz für das s umgeschriebene Sechsseit abcdef 
(vgl. § 293). 

Durch die Nebeneinanderstellung einiger Sätze mit ihren 
Reciproken soll hn Folgenden Gelegenheit zur Anwendung 
und Übung dieser Methode gegeben werden. Auf die specielle 
Lagenbeziehung wird erst weiterhin einzugehen sein. 



B. l) Wenn zwei Ecken eines 
Dreiecks sieh auf festen Geraden 
bewegen, während die Seiten sich 
um feste Punkte drehen, so ist 
der Ort der dritten Ecke ein 
Kegelschnitt. (§286, 6.) 

2) Der bezeichnete Ort ist eine 
Gerade, wenn die festen Punkte 
der Seiten in einer Geraden liegen. 
(§ 49, 2. 3.) 

3) Wenn von einemKegelschnitt 
zwei Punkte und zwei Tangen- 
ten gegeben sind, so geht die 
Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte dieser Tangenten durch 
den einen oder andern von zwei 
festen Punkten. (§ 324, B.) 

4)DiePolaren eines festen Punk- 
tes in Bezug auf alle demselben 
Viereck umgeschriebenen Kegel- 
schnitte bilden ein Strahlbüschel. 

5) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in Bezug auf alle durch 
dieselben vier Punkte gehenden 
Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt. 
(§ 314, 1.) 

6) Die drei Geraden, welche 
die Ecken eines Dreiecks mit den 
entsprechenden Ecken des in Be- 
zug auf einen Kegelschnitt ge- 
bildeten polaren Dreiecks verbin- 
den, gehen durch einen Punkt. 
(§ 312, 3; 361, 1.) 

7) Man soll einem Kegelschnitt 
ein Dreieck einschreiben, dessen 
Seiten durch drei gegebene Punkte 
gehen. (§311.) 



Wenn zwei Seiten eines Drei- 
ecks durch feste Punkte gehen, 
während die Ecken sich in festen 
Geraden bewegen, so ist die En- 
veloppe der dritten Seite ein 
Kegelschnitt. 

Die bezeichnete Enveloppe ist 
ein Punkt, wenn die festen Ge- 
raden der Ecken in einem Punkte 
zusanmienlaufen. 

Wenn von einem Kegelschnitt 
zwei Tangenten und zwei Punkte 
gegeben sind, so liegt der Schnitt- 
punkt der Tangenten in diesen 
Punkten stets auf der einen oder 
der andern von zwei festen Ge- 
raden. 

Die Pole einer festen Geraden 
in Bezug auf alle demselben 
Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte bilden eine gerade Reihe. 

Die Enveloppe der Polare eines 
festen Punktes in Bezug auf alle 
dieselben vier Geraden berühren- 
den Kegelschnitte ist ein Kegel- 
schnitt. 

Die drei Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten eines Drei- 
ecks und des in Bezug auf einen 
Kegelschnitt gebildeten polaren 
Dreiecks liegen in einer Geraden. 
(§361,1; 64,4.) 

Man soll einem Kegelschnitt 
ein Dreieck umschreiben, dessen 
Ecken auf drei gegebenen Geraden 
liegen. 
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403. Wenn zwei Kegelschnitte S und S' und ihre Re- 
ciproken s und s' gegeben sind, so entsprechen den vier Punkten 
-4, Bj C, Dj welche S, 8' mit einander gemein haben, die vier 
Tangenten a, h, c, rf, welche s, s' gemeinschaftlich sind, den 
sechs Sehnen AB, CD-, AC, BD, AD, BC jener Schnitt- 
punkte, die sechs Schnittpunkte ab, cd] ac, bd] ad, bc dieser 
gemeinschaftlichen Tangenten; d. h. dem vollständigen Viereck 
der erstem das vollständige Vierseit der letztem. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich berühren, so berühren sich 
auch ihre Reciproken; denn da die ersteren einen Punkt und 
die zugehörige Tangente gemein haben, so müssen die letzteren 
eine Tangente und den zugehörigen Berührungspunkt gemein 
haben. Und, wenn zwei Kegelschnitte mit einander in doppelter 
Berührung sind, so sind es auch ihre Reciproken. Die Beci- 
proken eines Büschels bilden eine Schaar. 

Denken wir die Kegelschnitte 8, s und D, so entsprechen 
den gemeinsamen Punkten oder Tangenten von D mit s die 
gemeinsamen Tangenten oder Punkte von D mit 8. Denn 
die Schnittpunkte D, s und die Tangenten D, 8 sind paarweise 
Berührungspunkte und Tangenten der sich selbst reciproken 
Directrix. 8omit haben je zwei reciproke Kegelschnitte 8, s mit 
der Directrix D ein gemeinschaftliches Polardreieck. 

Sind also 8 und s gegeben, so kann die Directrix D nur 
einer von den vier Kegelschnitten sein, welche durch das ge- 
meinsame Polardreieck und die fernere Bedingung bestimmt 
sind, dafs einer der vier gemeinsamen Punkte A, B, G, D von 
8, s der Pol zu einer ihrer vier gemeinsamen Tangenten a, b, c, d 
in Bezug auf ihn sein mufs. Es gibt also vier Kegelschnitte 
D^,D^, Dg, D4, bezüglich welcher zwei gegebene 8 und s einander 
polarreciprok sind. 



B. 1) Wenn ein Dreieck einem 
Kegelschnitt umgeschrieben bleibt 
und zwei seiner Ecken in festen 
Geraden fortschreiten, so be- 
schreibt die dritte Ecke einen 
Kegelschnitt, welcher mit dem 
gegebenen in doppelter Berührung 
ist. (§307,1.) 



Wenn ein Dreieck einem Kegel- 
schnitt eingeschrieben bleibt und 
zwei von seinen Seiten sich um 
feste Punkte drehen, so umhüllt 
die dritte Seite einen Kegelschnitt, 
welcher mit dem gegebenen in 
doppelterBertihrungi8t.(§ 307,2.) 
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2) Wenn drei Kegelschnitte 
zwei gemeinschaftliche Tangenten 
haben, oder wenn sie alle mit 
einem vierten Kegelschnitt in 
doppelter^ Berührung sind, so 
gehen die sechs Schnittsehnen 
derselben viermal zu je dreien 
durch einen Punkt. (§ 279.) 
Man darf diese Punkte als die 
vier Eadicalcentra der drei Kegel- 
schnitte bezeichnen, welche den- 
selben vierten Kegelschnitt dop- 
pelt berühren. 

3) "VVenn zwei Kegelschnitte 
sich berühren, so schneiden sich 
die Tangenten derselben in den 
Endpunkten einer durch den Be- 
rührungspunkt gehenden Sehne 
in der gemeinschaftlichen Sehne 
der Kegelschnitte. 

4) Wenn man durch einen 
Schnittpunkt der gemeinschaft- 
lichen l'angenten zweier Kegel- 
schnitte zwei beliebige Sehnen 
zieht, so schneiden sich die Ver- 
bindungslinien ihrer Endpunkte 
in einer oder der andern von 
den gemeinschaftlichen Sehnen 
der Kegelschnitte. (§ 307.) 

5) Wenn die Kegelschnitte Ä 
und B beide mit dem Kegel- 
schnitt S in doppelter Berührung 
sind, so schneiden sich ihre Be- 
rührungssehnen mit S und ihre 
Schnittsehnen mit einander in 
einem Punkte und bilden ein 
harmonisches Büschel. (§ 278.) 

6) Wenn die Kegelschnitte 
-4, j?, C den Kegelschnitt 8 je 
doppelt und überdies Ä und B 



Wenn drei Kegelschnitte zwei 
gemeinschaftliche Punkte haben, 
oder wenn sie alle mit einem 
vierten Kegelschnitt in doppelter 
Berührung sind, so liegen die 
sechs Schnittpunkte ihrer ge- 
meinschaftlichen Tangenten vier- 
mal zu je dreiep in einer Ge- 
raden. Man kann diese Geraden 
als die vier Ähnlichkeitsaxen 
der drei Kegelschnitte benennen, 
welche denselben vierten Kegel- 
schnitt doppelt berühren. (Vgl. 

§ 131.) 

Wenn zwei Kegelschnitte sich 
berühren, so gehen die Ver- 
bindungslinien der Berührungs- 
punkte ihrer Tangenten aus einem 
Punkte ihrer gemeinsamen Tan- 
gente durch den Schnittpunkt 
der gemeinschaftlichen Tangenten 
der Kegelschnitte. 

Wenn man in einer gemein- 
schaftlichen Sehne zweier Kegel- 
schnitte zwei Punkte wählt, so 
liegen die Schnittpunkte der von 
ihnen ausgehenden Tangenten in 
Geraden, welche durch einen 
oder den anderen von den Schnitt- 
punkten der gemeinschaftlichen 
Tangenten der Kegelschnitte 
gehen. 

Wenn die Kegelschnitte Ä und 
B mit dem Kegelschnitt 8 in 
doppelter Berührung sind, so 
liegen die Schnittpunkte ihrer 
mit 8 gemeinschaftlichen Tan- 
genten und die der Paare ihrer 
gemeinschaftlichen Tangenten in 
einer Geraden und bilden eine 
harmonische Reihe. (§ 322, 4.) 

Wenn die Kegelschnitte Ä, 
B^ C den Kegelschnitt 8 je dop- 
pelt und überdies Ä und B beide 
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beide G einfach berühren, so 
schneiden sich die Tangenten in 
den Berührungspunkten in einer 
gemeinschaftlichen Sehne von A 
nnd B. 



C einfach berühren, so geht die 
Verbindungslinie der Berührungs- 
pankte durch einen Schnittpunkt 
der gemeinsamen Tangenten von 
A und B, 



Von den vorigen Sätzen aus gelangt man, ganz wie in 
§ 133 von denen, welche ihnen in der Theorie von drei Kreisen 
entsprechen, zur geometrischen Auflösung des Problems, welches 
dem des Apollonius bei den Kegelschnitten analog ist: Zu drei 
demselben Kegelschnitt eingeschriebenen Kegelschnitten denjenigen 
vierten zu bestimmen, .der gleichfalls diesem eingeschrieben ist. 
Man erhält dieselbe Auflösung, welche wir in § 370, l) analytisch 
entwickelt haben. 

404. Invariantentheorie reeiproker Eegelsohnitte. Für 
die analytische Untersuchung polarreciproker Figuren wird 
die äufserste Vereinfachung dadurch erreicht, dafs die Directrix 
in der Gleichungsform 

vorausgesetzt werden darf. Die Substitutionen der Recipro- 
cität reduciren sich dann auf ^|f «= a;,,*) d. h. auf einen 
blofsen Bedeutungswechsel der Coordinaten. Jede temäre Glei- 
chung definirt, in Punkt- oder in Liniencoordinaten interpretirt, 
polarreciproJce Gurven, mit obiger Directrix. Abgesehen von 
der Interpretation ist daher die Tangentialgleichung einer 
gegebenen identisch mit der Gleichung der Reciproken (der 
Reciprocalgleichung) in den gegebenen Variabein. 

Bei monomischen Substitutionen bleiben Normal-Glei- 
chungsformen erhalten (§ 312). Also kann das Fundamental- 
dreieck in einem Polarsystem S stets so gewählt werden, 
dafs bei unverändertem S^ Ex? ^=^0 irgend zwei reciproke 
Kegelschnitte 8^, 8^ die Gleichungen haben 

Äi = a^x^^ + a^x^^ + ci^x^^ = 0, Eüil? = 0, 

wo die letztere äquivalent ist mit 

5i = a^a^x^ + a^a^x^^ + a^a^x^^ = 0. 

Diese beiden Kegelschnitte sind aber nicht nur bezüglich 

*) Also kann im Polarsystem zu jedem Polardreieck ein conjugirtes 
Paar gefunden werden, welches durch das Dreieck harmonisch getrennt 
ist (§ 62, 8). 
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der angegebenen Directrix reciprok, sondern überhaupt, so 
lange die Bedingungen ft^St^ = x^ erfüllt sind. Daher gibt 
es je vier Kegelschnitte, in Bezug auf welche zwei Kegel- 
schnitte zu einander polarreciprok sind. Dieselben können 
gleichzeitig als 

X-^ "T" X^ "T" Xv^ = U 

(für alle Zeichencombinationen) geschrieben werden, haben 
also ein gemeinsames Polardreieck und paarweise dqppelte 
Berührung, können aber nicht sämmtlich reell sein (§ 403). 
Die Polarencurve ist eine Simultancovariante der gegebenen 
und der Directrix. In der Tat ist ihre Gleichung in der Form 

5i = ^i52 — JP=0 

darstellbar (§ 369), wenn ©^ die Invariante in § 357, F die 
Co Variante in § 367 von S^ und Sg bedeutet. 

Ebenso können wir nun S^ als eine Directrix betrachten, 
in Bezug auf welche wir die Polarcurve Sg von Äg bilden; 
diese erscheint dann in der Gleichungsform S2^S2Si—F=0. 
Daher geht die Govariante F zweier Kegelschnitte ä^, S2 
durch die Schnittpunkte jedes der beiden Kegelschnitte mit 
der Polarcurve des andern in Bezug auf ihn. Wenn die Go- 
variante F selbst die Reciproke eines der Kegelschnitte in 
Bezug auf den andern ist, so sind dieselben harmonisch 
(§ 362), und umgekehrt. 

Also decken sich für Ö^ = 0, @2 = ^ beide Polarcurven 
5i, S2 mit der Hauptcovariante F. Aus den Gleichungen 

% 4" ^2 "{■ ^3 ^^ 0, «203 + «3% + ^1^2 ^^ ^ 

folgt aber, dafs für s als eine complexe Cubikwurzel der 
Einheit zu setzen ist 

Somit gibt es Tripel von doppelt-harmonischen Kegelschnitten 

^i*+^2^+^3^=0, 6^Xj^-{-SX2^'{'Xq^==0, £a;i^+^^^2^+^3^=0, 

deren jeder zugleich die Hauptcovarianten F und und die 
vereinigten Polarcurven für die beiden andern repräsentirt Jedem 
derselben können dann Dreiecke eingeschrieben werden, die 
einem der andern umgeschrieben sind (§ 364). Die imaginäre 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegolschn. 5. Aufl. 47 
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Darstellungsform beweist nur, dafs das gemeinsame Polar- 
dreieck nicht reell ist; die drei Kegelschnitte können reell 
sein (vgl. B. 3)). 

B. 1) Die Polarreciproke der gleichseitigen Hyperbel 
(?xy = c^x'y — h^y' X (§ 192) in Bezug auf die Ellipse 

-^+ fF= 1 ist eine Parabel c^^rj = a^^'rj — &*V^? welche die 

Coordinatenaxen berührt. Die gemeinsamen Tangenten der Ellipse 
und Parabel berühren erstere in den Fufspunkten der von x' | y 
auf sie gefällten Normalen. 

2) Der mit 8^82 co Variante Kegelschnitt ög^i =^ ^i'^s S^^^ 
durch die Schnittpunkte der Kegelschnitte Ä^, 82 und durch die 
ihrer Polarcurven 5^, Sg« 

3) Ein Tripel doppelt-harmonischer Kegelschnitte wird be- 
stimmt durch zwei gleiche Kreise, deren gemeinsame Sehne dem 
Radius gleich ist. 

D^enn, setzen wir in den Gleichungen des Textes iCi = 1 + ^h 
rTg = 1 — xiy x^ = y£ = \ ( — 1 + iYs ) , so gehen sie über in 

2 (1 — x^) + 2/2 = 0, x^ + y^± 21/3ä; — 1=0. 

Der dritte Kegelschnitt ist daher eine Hyperbel, deren Nebenaxe 
gleich dem Badius ist. 

4) Je zwei doppelt-harmonische Kegelschnitte besitzen Schnitt- 
punkte von äquianharmonischem Doppelverhältnis (§371,3). 

5) Die Directrixen zweier polarreciprok gedachter Kegel- 
schnitte ZaiX? = 0, ZhiX? = sind 

Man unterscheide die hinsichtlich ihrer Bealität möglichen Fälle. 

6) Ein Kegelschnitt kann so bestimmt werden, dafs ihm von 
fünf Polarsystemen je ein Polardreieck eingeschrieben werden 
kann, oder dafs er in A; Polarsystemen harmonisch ist und durch 
5 — h gegebene Punkte geht. Diese Bestimmung umfafst sehr 
viele specielle Fälle. (Vgl. § 362 und B. l) — 6)). 

405. Ciroulares Folarsystem. Wir haben bisher voraus- 
gesetzt, dafs die Directrix D ein vollkommen beliebiger Kegel- 
schnitt sei. Man pflegt denselben jedoch zumeist als einen 
Kreis anzunehmen, weil die Reciprocität dann einen metrischen 
elementaren Character annimmt. Wir wollen darum im Fol- 
genden überall, wo von Polarcurven ohne weiteren Beisatz 
die Rede ist, Polarcurven in Bezug auf einen Kreis verstanden 
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denken. Am diesem circülaren Polarsystem geht jedes andere 
durch colUneare Umformung hervor. Die Relation zwischen Polar- 
curven in Bezug auf einen Kreis läfst sich (§ 115) auch wie 
folgt aussprechen: Wenn man von einem gegebenen Punkte 
auf eine jede Tangente der Ourve S 
eine Normale T fällt und sie so 
weit verlängert^ dafs das Rechteck 
der Segmente OT . Op einen con- 
stanten Wert k^ erhält, so ist der 
Ort der Punkte p eine Gurve s, 
welche die reciproke Polare von S 
genannt unrd. Denn dies ist mit 
der Bestimmung gleichbedeutend, 
dafs p der Pol yon PT in Bezug auf einen Kreis vom Centrum 
und Radius k ist; die Tangente pt entspricht daher dem Be- 
rührungspunkte P, d. h. es ist auch OP rechtwinklig zu pt 
und OP.Ot=^k\ 

Eine Veränderung der Gröfse k ändert zwar die Stelle, 
aber nicht die Gestalt von 5, die in den meisten Fällen uns 
allein angeht. Darum kann in dieser Anschauungsweise von 
der Relation der Polarcurven die Beziehung auf den Kreis 
ganz unterdrückt werden, die Polarcurve 5 in Bezug auf den 
Einheitkreis kann als die Beciproke von S in Be^ug auf den 
Punkt bezeichnet werden, den man für diesen Fall als den 
Ursprung der Reciprocität bezeichnet. In rechtwinkligen Coor- 
dinaten ist ^ann x \ y durch 1 1 1^ zu ersetzen. 

Die mit der Anwendung des Kreises als Hilfskegelschnitt 
verbundenen Vorteile erlauben, mit Hilfe dieser Methode aufser 
Sätzen über die Lage der Figuren auch solche zu transformiren, 
welche metrische Relationen von Linien und Winkeln ent- 
halten. Die Grundlage bilden die beiden Sätze: Die Ent- 
fernung eines Punktes N vom Ursprung ist der reciproke Wert 
der Entfernung des letzteren von der entsprechenden Geraden pt. 
Der von zweihelieJngen Geraden TQ, TQ' eingeschlossene Winkel 
ist dem WinJcel pOp' gleich, welchen die entsprechenden Punkte 
p,p am Ursprung einschliefsen ; denn Op ist normal zu TQ 
und Op' auf TQ'. 

47* 
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406. Folarreoiproke eines Kreises. Ist der Ort des 
Pols p einer Tangente PT des Kreises C in Bezug auf den 
Kreis zu ermitteln und ist MN die Polare des Mittel- 
punktes von Cy so besteht 
für die Punkte C7, p und ihre 
Polaren MN, PT nach § 117 
die Relation OC:GP=^Op:pK 
Diese zeigt nach der Constanz 
von 00 und OP, dafs die 
Distanz des Punktes p von 
zu seiner Distanz von der 
Geraden MN in einem con- 
stanten Verhältnis 00 : GP 
steht. Der Ort von p ist daher ein Kegelschnitt, welcher zum 
Brennpunkt, MN zur entsprechenden Directrix und 00: GP 
als Excentricität hat (§ 197). 

Die letztere ist demnach gröfser oder kleiner als Eins, 
je nachdem aufserhalb oder innerhalb des Kreises C ist, 
und sie ist gleich Eins, wenn der Punkt in der Peripherie 
desselben liegt. Die PolarreciproJce eines Kreises ist ein Kegel- 
schnitt, der den Ursprung mm Brennpunkt und die dem Gentrum 
entsprechende Gerade mr Directrix hat; derselbe ist eine Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel, je nachdem der Ursprung innerhalb öder 
aufserhalb des Kreises oder auf demselben liegt 

Analytisch liefert in der Tat die formale Übereinstim- 
mung der Kreisgleichung und der Focalgleichung des § 210 
den Beweis. So ist die Reciproke des Kreises (x — a)^+y^=^^ 
der Kegelschnitt 

(S + «)' + ^' = (>' oder {ax-iy = Q^{(x^ + y^) (§110). 
Daher fällt die Hauptaxe desselben in die Gerade 00 und 
ist gleich dem Durchmesser, dividirt durch die Kreispotenz 
des Ursprungs. Die Kegelschnittsordinate im Brennpunkt ist 
1 : Qy also ist der Saupiparameter der Bedprdken eines Kreises 
gleich dem redproTcen Wert des Badius, unabhängig von der 
Lage des Kreises. 

B. 1) Wenn drei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemein 
haben, so liegen die Schnittpunkte der Paare ihrer gemeinschaft- 
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liehen Tangenten in einer Geraden. Denn für den gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt als Anfangspunkt sind die reciproken Curven 
Kreise und die besagten Schnittpunkte werden die Eadicalaxen 
derselben. 

2) Man construire die Directrixen der vier Kegelschnitte, welche 
durch drei gegebene Punkte gehen und einen umgeschriebenen Brenn- 
punkt haben. 

Dazu hat man nur den Mittelpunkt des Kreises zu suchen, 
der die Polare der festen Punkte in Bezug auf den Brennpunkt 
berührt. 

407. Winkelrelationen. Hiernach machen wir zunächst 
von dem zweiten Satze des § 405 Gebrauch zur reciproken 
Umformung einer Beihe von Eigenschaften, welche sich auf 
die Gröfse von Winkeln beziehen. 



B. 1) Zwei Tangenten eines 
Kreises machen mit ihrer Be- 
rührungssehne gleiche Winkel. 



Die Focalsehne des Schnitt- 
punktes zweier Tangenten eines 
Kegelschnittes halbirt den Winkel, 
welchen ihre Berührungssehne am 
Brennpunkt spannt. (§ 202.) 

Denn der Wmkel QPF' (Fig. § 405) ist dem Winkel gleich, 
der an von ^, q gespannt wird; ebenso ist der Winkel QP'P 
dem von p\ q qjl gespannten Winkel gleich; wegen QPP'= QP' P 
ist daher pOq = p'Oq, 



2) Jede Tangente eines Kreises 
ist senkrecht auf der Verbindxmgs- 
linie ihres BerührungspunktiBS mit 
dem Centrum. 



Jeder Punkt eines Kegel- 
schnittes fafst mit dem Schnitt- 
punkt seiner Tangente mit der 
Directrix am Brennpunkt einen 
rechten Winkel. 

Denn die Directrix des Kegelschnittes entspricht dem Centrum 



des Kreises. 

3) Jede Gerade ist senkrecht 
zu der Verbindungsgeraden ihres 
Pols mit dem Centrum des Kreises. 

4) Die Gerade, welche einen 
Punkt mit dem Centrum eines 
Kreises verbindet, macht mit den 
durch diesen Punkt an den Kreis 
gezogenen beiden Tangenten 
gleiche Winkel. 

5) Der Ort des Schnittpunktes 
derjenigen Tangenten eines Krei- 



Jeder Punkt fafst mit dem 
Schnittpunkt seiner Polare mit 
der Directrix einen rechten Winkel 
am Brennpunkt. 

Die Verbindungsgerade des 
Schnittpunktes einer Geraden und 
der Directrix mit dem Brenn- 
punkt halbirt den Winkel zwischen 
den Vectoren derSchnittpunkte der 
Geraden mit dem Kegelschnitte. 

Die Enveloppe der Sehnen eines 
Kegelschnittes, welche einen ge- 
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ses, die einander unter gegebenem 
Winkel schneiden, ist ein con- 
centrischer Kreis, 

6) Die Enveloppe der Berüh- 
rungssehnen derjenigen Tangen- 
ten eines Kreises, welche sich 
unter einem gegebenen Winkel 
schneiden, ist ein concentrischer 
Kreis. 

7) Wenn man von einem festen 
Punkte an eine Reihe concentri- 
scher Kjreise Tangenten zieht, so 
ist der Ort der Berührungspunkte 
ein durch den festen Punkt und 
das gemeinschaftliche Centram 
gehender Kreis. 



gebenen Winkel am Brennpunkt 
spannen, ist ein Kegelschnitt von 
dem nämlichen Brennpunkt und 
derselben Directrix. (§ 313, 3.) 

Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten eines Kegelschnittes, 
deren Berührungssehnen am 
Brennpunkt einen gegebenen 
Winkel spannen, ist ein Kegel- 
schnitt von demselben Brenn- 
punkt und derselben Directrix. 

Wenn eine feste Gerade eine 
Reihe von Kegelschnitten mit 
demselben Brennpunkt und der- 
selben Directrix schneidet, so ist 
die Enveloppe der Tangenten in 
den Schnittpunkten ein Kegel- 
schnitt von demselben Brenn- 
punkte, welcher die Gerade und 
die Directrix berührt. 

Wenn wir die Gerade unendlich fern voraussetzen, so ergibt 
sich als ein specieller Fall des Satzes, dafs die Enveloppe der 
Asymptoten aller derjenigen Hyperbeln, die denselben Brennpunkt 
und dieselbe Directrix haben, eine Parabel ist, die denselben 
Brennpunkt hat und die gemeinschaftliche Directrix berührt. 



8) Die Hypotenuse eines dem 
Kreise eingeschriebenen recht- 
winkligen Dreiecks geht durch 
sein Centrum. 



Der Ort der Schnittpunkte der- 
jenigen Tangenten einer Parabel, 
welche einander rechtwinklig 
schneiden, ist die Directrix. 



Wir sagen „eine Parabel", weil die Polare des Kreises in 
Bezug auf den Punkt, von welchem die Sehnen ausgehen als auf 
einen Punkt seiner Peripherie, eine Parabel ist. (§ 406.) 



9) Die Enveloppe einer Sehne 
im Kreise, welche an einem ge- 
gebenen Punkte seiner Peripherie 
einen vorgeschriebenen Winkel 
spannt, ist ein concentrischer 
Kreis. 



Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten einer Parabel, welche 
einander unter gegebenem Winkel 
schneiden, ist ein Kegelschnitt, 
der denselben Brennpunkt und 
dieselbe Directrix hat. 



Eine nochmalige reciproke Umformung des letzten Satzes 
liefert den zum ersten coUinearen Satz: Wenn die Sehne eines 
Kegelschnittes an einem gegebenen Punkt desselben einen con- 
stanten Winkel spannt, so berührt sie stets einen Kegelschnitt, 
der den gegebenen doppelt berührt. 
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10) Wenn die Basis und der 
Winkel an der Spitze eines Drei- 
ecks gegeben sind, so ist der Ort 
der Spitze ein Kreis, welcher durch 
die Endpunkte der Basis geht. 



11) Der Ort des Schnittpunktes 
der Tangenten einer Ellipse oder 
Hyperbel, welche einander recht- 
winklig schneiden, ist ein Kreis. 



Wenn von einem Dreieck zwei 
Seiten nach ihrer Lage und der 
Sehwinkel der Basis an einem 
bestimmten Punkte gegeben sind, 
so umhüllt die Basis einen Kegel- 
schnitt, von welchem dieser Punkt 
ein Brennpunkt ist, und der die 
beiden gegebenen Seiten berührt. 

Die Envßloppe der Sehne eines 
Kegelschnittes, welche an einem 
gegebenen Punkte einen rechten 
Winkel spannt, ist ein Kegel- 
schnitt, welcher diesen Punkt zum 
Brennpunkt tat. 

12) Die Fufspunkte der Normalen aus einem Punkte in der 
Peripherie eines Kreises auf die Seiten eines ihm eingeschriebenen 
Dreiecks liegen in einer Geraden (§ 315,3). Wenn wir jenen 
Punkt zum Ursprung der ßeciprocität wählen, so entspricht jenem 
Dreieck ein einer Parabel umgeschriebenes Dreieck; es entspricht 
auch dem Fufspunkt der auf eine Gerade gefällten Senkrechten 
die durch den entsprechenden Punkt senkrecht zu seiner Ver- 
bindungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade. Wenn wir 
also die Ecken eines Dreiecks, welches einer Parabel umgeschrieben 
ist, mit dem Brennpunkt derselben verbinden und in jenen Eck- 
punkten auf diesen Verbindungslinien Senkrechte errichten, so 
gehen diese durch denselben Punkt. Wenn man daher über der 
Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Brennpunkt als Durch- 
messer einen Kreis beschreibt, so geht derselbe durch die Ecken 
des umgeschriebenen Dreiecks. Somit: Werm drei Tangenten einer 
Parabel gegeben sindj so ist der Ort des Brennptmktes derselben der 
ihrem Dreieck wmgeschriebene Kreis, (§ 228.) 



13) Der Ort des Fufspunktes 
der Senkrechten (oder gleichge- 
neigten Geraden) vom Brennpunkt 
einer Ellipse oder Hyperbel auf die 
Tangente derselben ist ein Kreis. 



Wenn man von irgend einem 
Punkte aus nach einem Kreise 
Strahlen zieht und in den End- 
punkten derselben Senkrechte 
(oder etc.) auf ihnen errichtet, 
so ist ihre Enveloppe ein Kegel- 
schnitt, der den Punkt zum 
Brennpunkt hat. 



408. Vectorenrelationen. Die Umformung von Sätzen, 
welche die Gröfsen von Vectoren aus dem Ursprung enthalten, 
geschehen auf Grund des ersten Satzes in § 405, 
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Die Summe der reciproken 
Werte der Segmente einer Focal- 
sehne in der Ellipse ist constant. 



B« 1) Die Stimme (bez. die 
Differenz) der Abstände paralleler 
Tangenten eines Kreises vom Ur- 
sprung ist constant. 

Denn parallelen Linien entsprechen Punkte in einer durch 
den Ursprung gehenden Geraden. Da diese Summe bez. Differenz 
dem vierfachen reciproken Wert des Parameters des Kegelschnittes 
gleich ist (§ 198, l), so ist bestätigt, dafs dieser nur vom Durch- 
messer des reciproken Kreises abhängt (§ 406). 



2) Das Rechteck der Segmente 
jeder durch den Ursprung ge- 
zogenen Sehne eines Kreises ist 
constant. 



Das Rechteck aus den Senk- 
rechten, die man vom Brennpunkt 
anf zwei parallele Tangenten 
föUen kann, ist constant. 



Daher ist mif der durch den Ursprung an einem E[reis zu 
ziehenden Tangente auch die conjugirte Axe der reciproken Hy- 
perbel gegeben. 



3) Die Summe derEntfernungen 
des Brennpunktes von den Be- 
rührungspunkten paralleler Tan- 
gentenist constant, nämlich gleich 
der Summe der Focalradien eines 
der Punkte. 



Die Summe der reciproken 
Werte der Abstände eines be- 
liebigen Punktes von solchen zwei 
Tangenten eines Kreises, deren 
Berührungssehne durch jenen 
Punkt geht, ist constant. 



409. Beciproke homogene Gleichungen. Jede homo- 
gene Gleichung zwischen den Längen der Normalen Ta, P6, etc., 
die von einem veränderlichen Punkte P auf feste Gerade 
tty hy etc. gefällt werden, kann so transformirt werden, dafs 
wir eine homogene Belation zwischen den Perpendikeln Apy 
Bp, etc. erhalten, die von den den festen Geraden entsprechen- 
den festen Punkten A, P, etc. auf die veränderliche Gerade p 
gefällt werden, die dem Punkte P entspricht. Denn wir haben 
die Gleichung nur durch eine Potenz von OPy der Distanz 
des Ursprungs vom Punkte P, zu dividiren, um dann nach 
§ 117 für jedes Verhältnis Pa: OP das gleichwertige ApiOA 
zu substituiren. 

Wenn z. B. Pa, Fh, Pc, Pd die vom beweglichen Punkte 
eines Kegelschnittes auf die Seiten eines eingeschriebenen Vier- 
ecks gefällten Perpendikel sind, so ist nach § 289 

Pa.Pc=-Jc.Pb. Pd. 
Die Division jedes Factors mit OP und die angegebene Sub- 
stitution liefert die Relation 
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Äp Cp" -L^P' -Dp " 

öÄ ' ~öc ~ ^~öc öd" 

Da OÄ, OB, OC, OD constant sind, so steht für ein festes, 
dem Kegelschnitt umgeschriebenes Vierseit das Product der 
Abstände einer yeränderlichen Tangente von zweien seiner 
Gegenecken zu dem Product ihrer Abstände von den beiden 
andern Gegenecken in einem constanten Verhältnis, wie in §289. 
Da nun jede Gleichung in Dreiliniencoordinaten Xi (§ 66) 
eine homogene Relation zwischen den Abständen eines Punktes 
von drei festen Geraden ist, so können wir sie nach dieser 
Methode in eine Relation zwischen den Abständen dreier fester 
Punkte von der entsprechenden Geraden transformiren, d. h. 
eine Relation zwischen Dreipunktcoordinaten |,-; also die homo- 
gene Gleichung einer Curve in den Xi in die ihrer Reciprocal- 
curve in den |,-. So wird für 7ji als die Entfernungen des 
Ursprungs von den neuen Fundamentallinien die allgemeine 
homogene Ortsgleichung zweiten Grades transformirt in 

Saik = 0. 

ViVk 

Und für y* als die Dreiliniencoordinaten des Ursprungs geht 
aus einer Relation zweiten Grades 2JÄikii^k = die Gleichung 
der Reciprocalform in den Xi hervor > 



ViVk 



B. 1) Das Product der Ab- 
stände eines beliebigen Punktes 
eines Kegelschnittes von zwei 
festen Tangenten desselben steht 
zu dem Quadrat seines Abstandes 
von ihrer Berührungssehne in 
einem constanten Verhältnis. 
(§ 289.) 



Das Product der Abstände 
zweier fester Punkte eines Kegel- 
schnittes von einer beliebigen Tan- 
gente desselben steht in einem 
constanten Verhältnis zu dem 
Quadrate des Abstandes jener 
Tangente vom Schnittpunkt der 
in jenen Punkten berührenden 
Tangenten. 

Wählt man bei dieser Transformation den Ursprung der Re- 
ciprocität in der Berührungssehne selbst, so lautet der reciproke 
Satz: Das Rechteck aus den Abschnitten, welche eine veränder- 
liche Tangente eines Kegelschnittes in zwei parallelen festen Tan- 
genten desselben bestimmt, ist constant. (§ 297, 4). 
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2) In jedem Kegelschnitte ist 
das Product der Perpendikel, die 
man von zwei festen Punkten (den 
Brennpunkten) auf eine beliebige 
Tangente fällt, constant. 



Das Quadrat des Abstandes 
eines festen Punktes von einem 
bTöliebigen Punkte eines Kegel- 
schnittes steht zu dem Producte 
der Abstände dieses Punktes der 
Curve von zwei festen Geraden 
in einem constanten Verhältnis. 

3) Wenn für einen Kegelschnitt ein Brennpunkt und ein um- 
geschriebenes Dreieck gegeben sind, so sind die Abstände der 
Ecken des letzteren von einer beliebigen Tangente durch die Re- ' 
lation verbunden 

f sinö, + |? sinÖ2 + f sinÖ3 = 0; 

5i Sg bs 

für öj , Ög , Og als die Winkel, unter welchen die Seiten vom Brenn- 
punkte aus erscheinen. Dies lehrt die Bildung der Reciproken von 
der homogenen Gleichung des einem Dreieck umgeschriebenen Kreises. 
Wenn das Centrum des eingeschriebenen Kreises als Brenn- 
punkt genommen wird, so ist $i = ^(^ + -^t), ^t sin-^^,- == ^, 
und die Gleichung des eingeschriebenen Kreises in diesem System ist 

^2^3 cot^Jli + ^3^1 cot^J.2 + Jila cot^^a = 0. 

Für jeden der äufserlich berührenden Kreise ^ind zwei der Co- 
tangenten durch die entsprechenden Tangenten zu ersetzen. 

4:) Wenn für einen Kegelschnitt der Brennpunkt und ein 
eingeschriebenes Dreieck gegeben sind, so werden die Abstände 
seiner Ecken von einer veränderlichen Tangente desselben durcJh 
die Relation verbunden 

Die Gleichung des umgeschriebenen Kreises in Liniencoordi- 
naten erhält die Form 

sin^ V^ -f sin^aVls + ^^^Vk = ^^ 

5) Die Gleichung eines Kegelschnittes bei einem gegebenen 
Brennpunkt und drei Tangenten ist 

sin ^. y{^) + sin e, ■(/( J) + sin .3 j/g) == 0. 

Man erhält sie durch die Bildung der Reciproken zu der zuletzt 
gefundenenen Gleichung des umgeschriebenen Kreises. 

6) In derselben Art erhalten wir aus 3) die Gleichung eines 
Kegelschnittes bei gegebenem Brennpunkt und drei Punkten 

^ taniÖi + ^ tani$2 + ^ tan^Ög = 0. 

M/j iX/a M/o 
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410. DoppelverhSltnis-Eigenschaften. Manche aufGröfsen- 
yerhaltnisse bezügliche Sätze lassen sich auf solche über har- 
monische oder gleiche Doppel/erhältnisse reduciren. Ihre 
Transformation wird alsdann durch die Fundamentaleigenschaft 
ermöglicht: Vier Punkten einer geraden Reihe mtsprechen vier 
Strahlen eines Büschels von gleichem Doppelverhältnis. Zur selb- 
ständigen elementaren Begründung derselben hat man nur 
anzuführen, daüs jeder Strahl, welcher den Ursprung mit einem 
Punkte der Reihe verbindet, zu dem Strahle des Büschels, der 
letzterem entspricht, senkrecht ist. Mit Hilfe dieses Satzes 
lassen sich die projectivischen Eigenschaften der Kegelschnitte 
aus denen des Kreises ableiten. 

Das Doppelverhältnis von vier Punkten einer Geraden ist 

aber nicht die einzige Streckenrelation, welche durch eine 

Winkelrelation ausgedrückt werden kann. Für jede Relation, 

welche durch die wie in§ 81 vollzogene Substitution des Ausdrucks 

OÄ.OB . BinÄOB 
OP 

für jede in ihr vorkommende gerade Strecke AB auf eine 
Relation zwischen den Sinus der an einem gegebenen Punkte 
gespannten Winkel reducirt werden kann, gilt ebenfalls, 
dafs sie für die Schnittpunkte jeder beliebigen Transversale 
mit den Geraden 0-4, OB . . . wahr ist, welche jene Punkte 
mit diesem gegebenen Punkte verbinden. Indem man alsdann 
den gegebenen Punkt zum Ursprung der Reciprocität nimmt, 
kann ein reciproker Satz leicht abgeleitet werden. So ist z. B. 
der folgende Camof sehe Satz eine unmittelbare Folge des § 162: 
Wenn ein Kegelschnitt die Seiten Ä^A^y A^A^y A^A^ eines 
Dreiecks bez. in den Punktepaaren JB^, jB/; B^^ B^] JB3, B^' 
schneidet, so ist 

jCL^ J^i • ^2 1 * 3 i * 3 9 * 1 "^3 * "^1 8 
^2 -^3 • -^2 "^i ' 3 1 * "^^ 1 * ^1 8 * 1 8 

Dieses Verhältnis besitzt die eben erwähnte Eigenschaft, also 
dürfen für die in ihm auftretenden Strecken die Sinus der 
Winkel substituirt werden, welche die Punkte bestimmen. 
Wir können dann den reciproken Satz bilden, welchen wir 
in § 327 gegeben haben. 
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B. Das Doppelverhältnis des 
Büschels, welches durch die Ver- 
bindung von vier festen Punktön 
eines Kegelschnittes mit einem 
veränderlichen fünften entsteht, 
ist constant. 



Das Doppelverhältnis der 
Punkte, in welchen vier feste 
Tangenten eines Kegelschnittes 
von einer veränderlichen fünften 
Tangente desselben geschnitten 
werden, ist constant. 



Der erste dieser Sätze ist für den Kreis wahr, weil alle 
Winkel des Büschels constant sind; in Folge dessen ist der zweite 
für alle Kegelschnitte richtig. Der zweite Satz gilt für den Kreis, 
weil die von den vier Punkten am Centrum bestimmten Winkel 
constant sind; in Folge dessen ist der erste Satz für alle Kegel- 
schnitte ^wahr. 

Indem man die Winkel betrachtet, welche in der reciproken 
Figur den am Kreise vorhandenen constanten Winkeln entsprechen, 
erkennt man, dafs die von den vier Punkten der veränderlichen 
Kegelschnittstangente am Brennpunkt bestimmten Winkel constant 
sind, und dafs ferner die Winkel, welche von den Schnittpunkten 
der vier Strahlen des Büschels mit der Directrix am Brennpunkt 
gespannt werden, von constanter Gröfse sind. 

411. Metrische Theorie reeiproker Kegelschnitte. Je 
näher eine Gerade oder ein Punkt dem Ursprung ist, desto 
weiter mufs oflfenbar der entsprechende Punkt oder die ent- 
sprechende Gerade von demselben entfernt sein; insbesondere 
entspricht jeder durch den Ursprung gehenden Geraden ein 
unendlich ferner Punkt und dem Ursprünge selbst die unend- 
lich ferne Gerade. Hieraus ergibt sich allgemein die Bestim- 
mung der Gattung des reciproken Kegelschnittes. 

Den beiden durch den Ursprung an die Curve zu ziehenden 
Tangenten entsprechen die der reciproken Curve angehörigen 
Richtungen. Je nachdem vom Ursprung aus zwei reelle oder 
imaginäre Tangenten an die Curve gezogen werden können, 
hat die reciproke Curve zwei reelle oder imaginäre unendlich 
ferne Punkte, und wenn der Ursprung in der Curve liegt, so 
dafs die von ihm aus zu ziehenden Tangenten zusammenfallen, 
so fallen die unendlich fernen Punkte der reciproken Curve 
zusammen und die zugehörige Tangente ist die unendlich ferne 
Gerade. Mit den genau definirten Unterscheidungen gilt somit 
das Kriterium des § 406 allgemein: Der reciproke Kegelschnitt 
ist eifie Hyperbel^ eine Ellipse oder eine Parabel, je nachdem der 
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Ursprung aufserhalh,' innerhalb des gegebenen Kegelschnittes oder 
auf demselben liegt, unabhängig von der Gattung desselben. 

Den Berührungspunkten der Tangenten aus dem Ursprung 
entsprechen die Tangenten in den unendlich fernen Punkten 
der Beciproken^ d. h. die Asymptoten derselben. Die Excen- 
tridtät der BeciproJcen hängt nur von ihrem Asymptotenwinkel 
ab (§ 177) und dieser ist gleich oder supplementär dem Winkel, 
welchen die vom Ursprung ausgehenden Tangenten der Original- 
curve einschliefsen. Die Bedprohe eines Kegelschnittes in Be0ug 
auf einen Punkt seines reellen Haupthreises als Ursprung ist 
eine gleichseitige Hyperbel. 

Ferner entspricht der Schnittpunkt der Asymptoten der 
Beciproken der Berührungssehne der vom Ursprung an die 
Originalcurve gezogenen Tangenten. Also entspricht das Cen- 
trum der RedproJcen der Polare des Ursprungs in Bezug auf 
den gegebenen Kegelschnitt Es ist nur ein specieller Fall hier- 
von, wenn dem Centrum eines Kreises die Directrix des reci- 
proken Kegelschnittes entspricht (§ 194). 

Die Axen der Beciprocaicurve sind parallel der Tangente 
und Normale eines mit dem' gegebenen confocalen Kegelschnittes, 
welcher durch den Ursprung geht. Denn sie sind parallel den 
Halbirungslinien des Winkels, welchen die vom Ursprung an 
die gegebene Gurve gehenden Tangenten mit einander bilden 
(§§ 202, 247). Auch sind die Axen der Reciproken aus ihrer 
Durchmesser-Involution zu bestimmen, welche zur Involution 
harmonischer Polaren des gegebenen Kegelschnittes am Ur- 
sprung projectivisch ist. Sofort bekannt sind die Axen dann, 
wenn eine Axe der gegebenen Curve durch den Ursprung 
geht. Insbesondere gilt offenbar der Satz: Die Beciproke 
eines Kegelschnittes in Bezug auf sein Gentrum als Ursprung ist 
der cooQcidle Kegelschnitt, dessen Axen die redproken Werte der 
gegebenen haben. 

B. 1) Die Eeeiproke einer Parabel in Bezug auf einen Punkt 
ihrer Directrix ist eine gleichseitige Hyperbel. 

2) Man weise die folgenden Sätze als reciprok nach: 



Die Höhenperpendikel eines der 
Parabel umgeschriebenen Drei- 



Die Höhen eines der gleich- 
seitigen Hyperbel eingeschrie- 
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ecks schneiden sich in der Di- 
rectrix. 



benen Dreiecks schneiden sich in 
der Curve. 



3) Man leite den letzten Satz aus dem von Pascal ab. 
(Vgl. § 285, 3.) 

412. Beoiproke Kegelsohnittsysteme. Durch die polar- 
reciproke Umformung gehen die punctuell-linearen Curven- 
systeme aller Stufen in tangentiell-lineare Systeme derselben 
Stufen über (§ 283). Sehr häufig kann man durch geeignete 
Wahl des Ursprungs dem reciproken System einen speciellen 
Charakter geben, der die Untersuchung desselben übersicht- 
licher werden läfst. 

Allen Kegelschnitten mit einem gemeinsamen reellen Punkt 
entsprechen für diesen als Ursprung gleichzeitig Pardbel/n, 
Allen Kegelschnitten mit zwei reellen oder imaginären ge- 
meinsamen Tangenten entsprechen für deren Schnittpunkt als 
Ursprung gleichzeitig Kegelschnitte mit parallelen Axen und 
Asymptoten, d. h. homofhetische KegelschniMe, 

Die Reciproken von irgend zwei Kegelschnitten können 
concentrisch gemacht werden, indem man eine Ecke ihres ge- 
meinsamen Polardreiecks als Ursprung nimmt. Jedes Büschel 
oder jede Schaar entspricht so einer Schaar oder einem Büschel 
concentrischer Kegelschnitte, deren Grundelemente ein Parallelo- 
gramm bilden. 

Die reciproken Umformungen beliebiger Kreissysteme 
geben das Mittel, Eigenschaften von Kegelschnitten zu er- 
kennen, welche eineti gemeinsamen Brennpunkt besitzen (§ 246). 
Zu den Kreisen eines Büschels ohne reelle Schnittpunkte läfst 
sich stets ein Punkt finden, für welchen als Ursprung die 
reciproken Curven derselben confocäle Kegelschnitte werden. 
Denn diese Reciproken werden confocal, sobald sie einen ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt haben. Also mufs der Ursprung 
in Bezug auf die Kreise die nämliche Polare haben, d. h. er 
mufs einer der beiden Gren^punhte des Büschels sein. 



B. 1) Confocäle Kegelschnitte 
schneiden einander rechtwinklig. 
(§ 247.) 



Die gemeinschaftlicheTangente 
von zwei Kreisen bestimmt an 
jedem der Grenzpunkte einen 
rechten Winkel. 
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2) Die Tangenten von zwei con- 
focalen Kegelschnitten aus einem 
beliebigen Punkte bilden gleiche 
Winkel mit einander. (§ 247.) 

3) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in Bezug auf die Kegel- 
schnitte eines confocaJen Systems 
ist ein Perpendikel zur festen Ge- 
raden. (§ 247, 1.) 



Die auf einer Secante von zwei 
Kreisen zwischen denselben ge- 
legenen Abschnitte spannen an 
jedem der Grenzpunkte gleiche 
Winkel. 

Die Polaren eines festenPunktes 
in Bezug auf die Kreise eines 
Büschels gehen durch einen fe^en 
Punkt, welcher mit jenem an jedem 
der Grenzpunkte einen rechten 
Winkel bestimmt. 

4) Die Methode der reciproken Polaren bietet eine einfache 
Auflösung der Apollonischen Aufgabe dar: Einen Kreis zu be- 
schreiben^ welcher drei gegebene Kreise berührt Der Ort des Cen- 
trums für einen Kreis, welcher zwei gegebene Kreise (l), (2) 
berührt, ist offenbar eine Hyperbel, welche die Centra dieser 
Kreise zu Brennpunkten hat; denn die Aufgabe reducirt sich 
sogleich auf diese andere: Man soll den Ort der Spitze eines 
Dreiecks bestimmen, für welches die Basis und die Differenz der 
Seiten gegeben ist. In Folge dessen mufs (§ 405) die Polare 
des Centrums in Bezug auf einen der gegebenen Kreise immer 
einen Kreis berühren, welcher leicht construirt werden kann. 
Ebenso mufs die Polare des Centrums für einen unter denjenigen 
Kreisen, welche die Kreise (1) und (3) zugleich berühren, auch 
einen gegebenen Kreis berühren. Wenn wir daher zu den zwei 
so bestimmten Kreisen eine gemeinschaftliche Tangente ziehen und 
den Pol derselben in Bezug auf den Kreis (l) nehmen, so ist mit 
ihm das Centrum des die drei Kreise berührenden Kreises gefunden. 

413. Gleichung des reciproken Kegelschnittes. Wenn 
(§ 186) die vom Centrum auf die Tangente gefällte Senk- 
rechte mittelst des von ihr mit den Axen gebildeten Winkel a 
durch p = ^^(a^ cos^ a -|- 6^ sin^ a) ausgedrückt wird, so ist 
der Abstand eines beliebigen Punktes Xq \ y^ von ihr p^ gleich 
p — Xq cos a — j/o sin a. Mittelst p^r^ = W ergibt sich hieraus 
unmittelbar die Gleichung der Redproken eines Kegelschnittes 
mit Bezug auf einen Funkt Xq \ y^ als Ursprung als 

(^0^ + y^sV + ^^f = «^^^ + ^^y^ 

speciell als a^x^ + ^^V^ = ^ f^^ ^^s Centrum selbst als Ur- 
sprung (§ 406). 

Ist überhaupt die Eeciproke einer Curve in Bezug auf den 
zum Ursprung genommenen Nullpunlct der Coordinaten bekannty 
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SO kann man daraus die Gleichung ihrer für eineti hdiängen 
Punkt iPol^o ^^ Ursprung gebildeten RedproJcen ableiten, Ist 
nämlicli der Abstand einer Tangente vom Nullpunkt p, also 
der vom Punkte Xq \ y^ Pp = (p — Xq cos a — y^ sin a), so ist 
wegen ^r = i^, P'Il^=^K^ die Polargleichung der reciproken 
Curve 

Tc^ XqX + y^y '\- Tc^ , rcosa 22 cos a 

Wir müssen demnach in die Gleichung der auf den Coordi- 
natenanfang bezogenen reciproken Curve für x und y bez. 

k^x ^^^ k^y 



^0^ + yoy + ^* ^0^ + y^y + *' 

substituireu, um die gesuchte Gleichung zu erhalten. 

Das Ergebnis dieser Substitution kann in der folgenden 
Art einfach angezeigt werden: Sei die Gleichung der auf den 
Anfangspunkt der Coordinaten bezogenen reciproken Curve 

WO w^*) die Vereinigung der Glieder h^^ Grades bedeutet. Dann 
ist die Gleichung der dem Punke Xq \ y^ entsprechenden Reci- 
proken 

Sie ist offenbar mit der ersten von demselben Grade. 

So wird die ßeciproke eines durch die allgemeine Glei- 
chung gegebenen Kegelschnittes in Bezug auf die Directrix 
x^-{-y^ = h^ durch Einsetzen von — a? : &^ | — yiTc^ für § | iy 
in die Tangentialgleichung erhalten als 

A^^a? + 2A^^xy + ^22/ — "^Ä^^Tc^x — 2A^^¥y + A^^Jc^ = 0. 

Daher hat die ßeciproke in Bezug auf (x — XqY + (y — y^)^ = K^ 

die Form 

{A,^x'' + 2A^^xy + A^^y^)-'2(A,^x + A^^y)(xQX + yf,y+Sy) 

. + ^33 K^ + j/o^ + ^y = 0. 

414. Farabolisohe Folarreoiprooität. Es gibt eine Classe 
von Sätzen, zu deren Transformation vorteilhaft eine Parabel 
als Directrix^^^) genommen werden kann. Diese Sätze beziehen 



Reciprocität mit parabolischer Directrix. 
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sich auf die Gröfse von Strecken, die einer festen Linie 
parallel gemessen sind. Die Eignung der Parabel zu ihrer 
reciproken Umformung beruht auf der Eigenschaft, dafs der 
zwischen irgend 'zwei Geraden gelegene Abschnitt in der Axe 
der Parabel dem Abschnitt dieser letzteren gleich ist, welcher 
zwischen den von den Polen dieser Geraden gefällten Axen- 
normalen liegt. (§ 220.) 

Bei der Anwendung dieser Methode entsprechen den zwei 
Curventangenten, welche der Axe der als Directrix gewählten 
Parabel parallel sind, die unendlich fernen Punkte in der 
Reciproken. Daher ist die Curve eine Hyperbel oder Ellipse, 
je nachdem diese Tangenten reell oder imaginär sind; endlich 
ist die Curve eine Parabel, wenn diese Axe durch einen der 
unendlich fernen Punkte der Originalcurve geht. 

Immerhin ist diese Methode der parabolischen Polaren 
in ihrer Anwendunsr offenbar beschränkt. 



B. 1) Jede veränderliche Tan- 
gente eines Kegelschnittes be- 
stimmt in zwei festen parallelen 
Tangenten desselben Abschnitte, 
deren Eechteck von constanter 
Gröfse ist (§ 162, 185, 3). 



Die Asymptoten und die durch 
irgend einen Punkt der Curve 
zu ihnen gezogenen Parallelen 
bestimmen in einer festen Ge- 
raden Abschnitte, deren Eechteck 
constant ist (§ 1-78). 



Den Berührungspunkten der parallelen Tangenten entsprechen 
die Asymptoten, ihren Schnittpunkten mit der beweglichen Tan- 
gente aber Asymptotenparallelen durch den reciproken beweg- 
lichen Punkt. Der reciproke Satz ist äquivalent mit dem Satze 
von der Constanz des Rechtecks der Asymptotenparallelen. 



2) Diejenigen Sehnen einer Hy- 
perbel, welche von zwei festen 
Punkten derselbennach einem ver- 
änderlichen dritten Punkte ge- 
zogen werden, bestimmen einen 
Abschnitt von unveränderlicher 
Länge in der Asymptote. (§188,2.) 



Wenn eine beliebige Tangente 
einer Parabel zwei feste Tan- 
genten derselben schneidet, so be- 
stimmen die von ihren Endpunkten 
auf die Scheiteltangente gerillten 
Normalen in dieser einen Ab- 
schnitt von constanter Länge. 



415. Inversion. Das eindeutige Entsprechen von Punkten 
mit Punkten oder von Geraden mit Geraden, welches misammen 
für die Collineationy und das von Punkten mit Geraden oder 
von Geraden mit Punkten, welches 0\isammen für die Beci- 
procität characteristisch ist, kann getrennt nach verschiedenen 
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Gesetzen in sehr verschiedenen Arten hergestellt werden. 
Alle diese Arten geben Anlafs zur Transformation von Figuren 
in andere Figuren und zur Übertragung der auf jene bezüg- 
lichen Sätze auf diese, somit zur Erkenntnis neuer geo- 
metrischer V^ahrheiten. 

Im Anschlufs an die circulare Polarreciprocität ist es 
leicht genug, ein Entsprechen von Punkten ganz analog zu 
begründen, wie hier das Entsprechen von Pol und Polare. 
Der Fufspunkt der Polare in dem Durchmesser des Pols 
kann als dem letztern entsprechend angesehen werden; dann 
gilt das Gesetz: Entsprechende. Punkte liegen auf einerlei 
Durchmesser der Directrix, und das Product ihrer Abstände 
vom Centrum ist constant. Damit kommen wir zurück auf 
die in § 137—139 betrachtete Verwandtschaft der drcularen 
Inversion oder der reciproken Radien Vedoren.^^^) 

Inverse Punkte sind auch doppelt recipröke Elemente in 
jeder Beciprocität, welche den Inversionkreis und irgend einen 
concentrischen Kreis als Ordnungscurve besit0t^^^) (§ 398 und B.). 
Das involutorische Tripel besteht aus dem Inversionscentrum 
und den absoluten Richtungen, d. h. diesen sind alle Punkte 
der reciproken Dreiecksseiten doppelt reciprok oder invers 

(§ 137). 

Infolge der quadratischen Substitution wird die Inverse 
einer Curve n^ Ordnung von der Ordnung 2n im allgemeinen^ 
Man übersieht sofort, dafs diese Ordnung sich stets dann er- 
niedrigt, wenn die Originalcurve durch Ecken des Tripels 
geht. Denn, so oft dies geschieht, sondert sich von der Curve 
2n*®' Ordnung eine Seite des Tripels ab; nur der von dem 
Tripel unabhängige Teil dieser zerfallenden Curve entspricht 
der Curve n*®' Ordnung eindeutig. Zu einem Kegelschnitt ist 
die Inverse im allgemeinen eine Curve vierter Ordnung; zu 
eiuem Kreise, da er die absoluten Richtungen enthält, nur 
wieder ein Kreis; zu einem Kreise durch das Inversionscentrum 
nur noch eine Gerade. 

Bilden wir in Bezug auf denselben festen Kreis zu 
einer gegebenen Curve gleichzeitig die Polarreciproke und 
die Inverse, so ist auf jeder Tangente der ersteren ein Punkt 
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der letzteren der Fufspunkt der vom Ceotruin auf sie ge- 
fällten Normale: Die Inverse ist die Fufspunhtcurve der Polar- 
reciproJcen für das Centrum des gemeinsamen Directrixlcreises. 
So ist die Fufspunktcurve eines Kegelschnittes für einen der 
Brennpunkte der Scheitelberührungskreis (§ 203). 

Neben der Eigenschaft der Inversion, Winkelgröfsen nicht 
zu ändern (§ 139), tritt als die v^richtigste diejenige auf, 
Doppelverhältnisse am Kreise nicht m ändern. Nennt man 
das Doppelverhältnis von vier Punkten eines Kreises geradezu 
das Doppel Verhältnis des Kreisvierecks, so kann man den 
Satz so aussprechen: Inverse Kreisvierecke sind doppelverhältnis- 
gleich. Damit können projectivische Relationen von geraden 
Reihen und von Strahlbüscheln auf circulare Reihen und Kreis- 
büschel übertragen werden. 

Den Bev^eis liefert der Satz des § 309, dafs Strahlen 
eines Büschels einen Kegelschnitt in Punktepaaren einer In- 
volution schneide!^ dessen specielle Anwendung auf den Kreis 
schon § 135 enthält. Nun haben offenbar vier Punkte eines 
Kreises und die auf den Inversionsstrahlen ähnlich gelegenen 
Punkte des inversen Kreises gleiche Doppelverhältnisse, denn 
diese werden durch ähnlich gelegene Strahlbüschel gemessen. 
Mit den letzteren sind aber die vier inversen Punkte in- 
volutorisch, nämlich perspectivisch zu einer und derselben 
Reihe in der Polare von in Bezug auf den inversen Kreis 
(§ 137). Endlich haben vier Punkte einer Geraden und die 
entsprechenden auf dem durch gehenden inversen Kreise 
als gemeinsames Doppelverhältnis dasjenige ihrer Inversions- 
strahlen. 

B. 1) Ans den Substitutionen x : y : 1 = x' : y' : x'^ -j- y'^ 
folgt die einfache Beziehung complexer Coordinatenverbindungen 

X + ty = -r- . • 
— ^ x^ ty 

Schreibt man x^ : ajg | 0^2 : x^ für x — iy\x -{- iy und x^ : x^' | x^ : x^ 
für x' ^ iy' \x' — iy\ d. h, führt man das involutorische Tripel 
als Fundamentaldreieck ein, so erhält man die symmetrischen 
homogenen Substitutionen der Inversion als 

t t f 
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2) Aus dem Satze, dafs eine um einen festen Punkt drehende 
Gerade in zwei festen Geraden projectivische Reihen bestimmt, 
folgt invers: Die Kreise eines Büschels bestimmen in jedem von 
zwei festen Kreisen, welche durch je einen der Grundpunkte des 
Büschels gehen, projectivische Punktreihen* Ebenso folgt: Die Kreise 
eines Büschels bestimmen in einem festen Kreise zwei involu- 
torische Punktreihen; etc. 

3) Die drei Kreise, welche durch einen Punkt und die 
Schnittpunkte von je zweien unter drei beliebigen Kreisen gelegt 
werden können, haben einen zweiten gemeinschaftlichen Punkt. 
Denn die Radicalaxen von drei Kreisen gelien durch einen Punkt. 

4) In jedem System von drei Kreisen bestimmen die sechs 
Paare conjugirter Berührungskreise von je zweien unter ihnen, 
welche durch einen und denselben Punkt gehen, sechs Schnitt- 
punkte mit einander, welche viermal zu dreien in Kreisen durch 
jenen Punkt liegen. Denn die sechs Schnittpunkte der gemein- 
schaftlichen Tangenten von drei Kreisen liegen viermal zu dreien 
in Geraden. 

5) In einem Dreieck, welches von drei Kreisen durch einen 
Punkt gebildet wird, die einen und denselben vierten Kreis be- 
rühren, haben die drei durch diesen Punkt, je einen der Eck- 
punkte und den Berührungspunkt der Gegenseite des Dreiecks 
gehenden Kreise einerlei ßadicalaxe, und die drei Kreise, welche 
durch ihn und je ein Paar der Berührungspunkte bestimmt sind, 
schneiden die das Dreieck bildenden Kreise in Punkten, welche 
mit jenem Schnittpunkt der letztem auf einem Kreise liegen. Der 
Satz ist die Inversion der zu den Sätzen des § 316 (für einen 
eingeschriebenen Kreis) gehörigen Figur. 

6) Wenn zwei veränderliche Kreise sich unter constantem 
Winkel auf einer festen Kreisperipherie und überdies in einem 
festen Punkte schneiden, so umhüllt der Kreis, welcher in jeder 
ihrer Lagen durch den festen Punkt mit ihren veränderlichen 
Schnittpunkten im festen Kreise bestimmt wird, einen zweiten 
festen Kreis', welcher mit dem ersten und jenem Punkte dieselbe 
Radicalaxe hat. Denn wenn zwei Gerade sich auf einem festen 
Kreise unter constantem Winkel schneiden, so umhüllt die Ver- 
bindungslinie ihrer Schnittpunkte mit dem Kreise einen zweiten 
festen, dem ersten concentrischen Kreis. 

7) Man transformire durch Inversion die Figur, durch die 
man aus drei Paaren entsprechender Punkte von zwei projec- 
tivischen concyklischen Reihen die Doppelpunkte derselben be- 
stimmt (§ 309), für ein auf der Kreisperipherie gelegenes Centrum. 
Man erhält eine von Chasles benutzte Construction. 

8) Aus dem Satz vom Schneiden der Höhen eines Dreiecks 



Die Methode der reciproken Coordinaten. 757 

folgt nach der Theorie der reciproken Polaren: Die Schnittpunkte 
der drei Normalen, die man im Punkte auf seinen Verbindungs- 
linien mit den Ecken eines Dreiecks ABC errichten kann, mit 
den Gegenseiten des Dreiecks, liegen in einer Geraden. Durch 
Inversion mit dem Centrum folgt: Wenn man auf den gemein- 
schaftlichen Sehnen 0-4, OB, OC von drei in sieh schneiden- 
den Kreisen in Normalen errichtet, so liegen ihre zweiten 
Schnittpunkte mit den entsprechenden Kreisen auf einem durch 
gehenden Kreise. Die abermalige Bildung der Beciprocalfigur mit 
dem Ursprung gibt: Wenn drei Parabeln von einerlei Brenn- 
punkt von je zwei^ Seiten desselben Dreiecks berührt werden, so 
berühren die zu diesen Seiten senkrechten Tangenten der ent- 
sprechenden Parabeln eine und dieselbe Parabel vom nämlichen 
Brennpunkt. 

416. Methode der reciproken Coordinaten. Um ein im 
allgemeinen eindeutiges Entsprechen von Elementen zu defi- 
niren, kann^ wie bisher ein Kegelschnitt, ein Dreieck oder 
Viereck als feste Hilfsfigur dienen. Es genügt auf einige 
solche Methoden hinzuweisen. 

Verbindet man einen Punkt Xi mit den Ecken eines 
Dreiecks und nimmt zu jedem Eckstrahl den symmetrischen 
in Bezug auf die Halbirungslinie des zugehörigen Dreiecks- 
winkels, so schneiden sich diese drei Eckstrahlen wieder in 
einem Punkte y,- (§ 62, 8). Die Dreiliniencoordinaten des einen 
Punktes sind die reciproken Werte von denen des andern. 
Man kann dann diese Punkte als einander eindeutig und ver- 
tauschbar entsprechend in Bezug auf das Dreieck oder nach 
der Methode der reciproken Coordinaten ansehen. (§330, 3.)^") 

Die Zuordnung ist wiederum quadratisch, und zwar so, 
dafs einer Geraden IJaiXi = ein dem Dreieck umgeschrie- 
bener Kegelschnitt 2J(ai : Xi) = entspricht (§ 315) und um- 
gekehrt. Damit erkennt man die Inversion als besonderen 
Fall dieses Entsprechens (§ 415, i). Speciell der unendlich 
fernen Geraden entspricht der umgeschriebene Kreis des Drei- 
ecks (§ 315, 3), jedem Eckpunkt aber alle Punkte der Gegen- 
seite. Die einzigen sich selbst entsprechenden Punkte sind 
die Centra der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise (§ 70). 

Ebenso könnte man ein Entsprechen von Geraden nach 
reciproken Liniencoordinaten aufstellen. 
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Endlich kann jedem Punkte eine Gerade zugeordnet werden^ 
deren Liniencoordinaten die Reciproken der Punktcoordinaten 
sind. Geometrisch bedeutet dies nach § 64, i) das Entsprechen 
zwischen einem Punkte und seiner Harmonieale in Bezug auf 
das Fundamentaldreieck. Die unendlich ferne Gerade ist die 
Harmonieale des Schwerpunktes. Den Punkten einer geraden 
Reihe ZaiXi = entsprechen als Harmonieale die Tangenten 
eines dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnittes 2J(at :|j)=0. 
Den Ecken des Dreiecks entsprechen alle durch sie gehenden 
Strahlen. 

B. l) Nach der Methode reeiproker Coordinaten liegen ent- 
sprechende Punkte entweder zugleich im Innern des Dreiecks, 
also auch des umgeschriebenen Kreises, oder beide aufserhalb 
des letzteren und in derselben Winkelfläche des Dreiecks, oder 
der eine in dem zwischen einer Dreiecksseite und dem um- 
geschriebenen Kreise gelegenen Segment und der andere im Scheitel- 
winkelraum der Gegenecke. Dem Centrum des umgeschriebenen 
Kreises entspricht der Höhenschnittpunkt etc. Je zwei einander 
entsprechende Punkte können als die Brennpunkte eines dem 
Dreieck eingeschriebenen Kegelschnittes angesehen werden. 

2) Einer beliebigen Geraden entspricht der Neunpunkte- 
Kegelschnitt derselben in Bezug auf das Viereck, welches die 
Punkte von den Coordinaten + 1 1 + 1 1 1 bilden. (Vgl § 373, 4.) 

3) Den Tangenten eines mit dem umgeschriebenen Kreise 
concentrischen Kreises entsprechen umgeschriebene, unter einander 
ähnliche Kegelschnitte; jenem Kreise selbst die Enveloppe dieser 
Kegelschnitte, eine Curve vierter Ordnung.*®*) Man erörtere den 
Specialfall der gleichseitigen Hyperbeln. (Vgl. § 179, 3.) 

4) Die Harmonicalen der -unendlich fernen Punkte umhüllen 
diejenige Ellipse, welche die Seiten des Dreiecks in ihren Mittel- 
punkten berührt. 

417. Quadratische Verwandtschaft. Suchen wir ein Ent- 
sprechen von Elementen unter Benutzung von vier festen 
Elementen zu vermitteln, so können wir diese durch die mit 
ihnen bestimmten linearen Kegelschnittsysteme ersetzt denken. 
Eine Zuordnung von Punkten^ in welchen geraden Reihen 
wiederum Kegelschnitte entsprechen, gibt die Beziehung der 
in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel doppelt conjugirten Pole 
(§§ 269, 334). Nach § 399 können wir dieselbe auch ganz 
allgemein als die Verwandtschaft der doppelt conjugirtien Pole 
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in 0tm Folarsystemen^^) definiren. Aber auch schon durch 
eine allgemeine Eedprocität wird eine quadratische Verwandt- 
schaft der doppelt reciproken Elemente erzeugt (§ 398). Wir 
werden sofort erkennen, dafs die beiden Verwandtschaften 
unter derjenigen dritten als besondere Fälle enthalten sind, 
welche einem Punkte je eines Systems in gtvei Reciprodtäten 
den in beiden reciproken Schnittpunkt ihrer reciproken Ge- 
raden anordnet. Wir bezeichnen diese als die allgemeine quadra- 
tische Verwandtschaft 

Da zwischen reciproken Punkten einer Reciprocität eine 
bilineare Relation besteht, so können wir doppelt reciproke 
Punkte Xi und j/, in zwei Reciprocitäten durch zwei Relationen 

in denen die X,-, X/ lineare Formen der Xi bedeuten, ver- 
bunden voraussetzen. Sollen Xi und j/» speciell in zwei Polar- 
systemen doppelt conjugirte Pole sein, so bestehen ebenfalls 
diese Relationen mit der Besonderheit, dafs in jeder die Cgeffi- 
cienten von Xiyk und Xkjfi identisch werden. Sind endlich 
Xi, yi durch eine Reciprocität einander doppelt zugeordnet, so 
müssen die beiden Relationen identisch werden, sobald wir 
in der einen die Xi und die y,- vertauschen. 

Demnach besteht allgemein die quadratische Substitution 

2/1-2/2^2/3 = (^2 ^s' — ^3 ^2') • Ä ^i'^^i^3') • (^1-2^2'— ^2 ^lO- 

Also entsprechen den Punktreihen in den Seiten des Coordi- 
natendreiecks y^ = 0, 2/2 = 0, 3/3 = die Kegelschnitte 

JLi : Xj s=s j\.2 i X2 = X3 : X3 . 

Diese gehen aber nach § 294 durch drei gemeinsame Punkte Xi, 
für deren Coordinaten die beiden Definitionsgleichungen iden- 
tisch werden. Demnach gehen alle Kegelschnitte, welche 
geraden Reihen yi entsprechen, durch diese drei Punkte Xi, 
und jedem von diesen entsprechen umgekehrt alle Punkte y» 
der Geraden EXiyi = 0. Jedem andern Punkte yi entspricht 
also, da er als Schnittpunkt zweier Geraden angegeben werden 
kann, der vierte Schnittpunkt der jenen zugeordneten Kegel- 
schnitte, einem Strahlbüschel ein Kegelschnittbüschel. Die 
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drei festen Punkte des Eegelschnittnetzes nennen wir die 
Hauptpunkte des Systems der Xi. 

Umgekehrt gilt für die Bestimmung des einem Punkte Xi 
entsprechenden Punktes y,- das Analoge, vermittelt durch die- 
selben ^ nur nach den Xi geordneten, Relationen EYiXi=^Oy 
27Yi'a?,- «a 0, in denen Yi, Tl die y,- linear enthalten. Den 
geraden Reihen Xi entsprechen die Kegelschnitte des Netzes 
Fj : Fl' = Fg : Y^ = F3 : T^ durch die drei Hauptpunkte des 
Systems der y<. Den durch einen Hauptpunkt der Xt gehen- 
den Geraden entsprechen nun zerfallende Kegelschnitte, denen 
eine Verbindungslinie zweier Hauptpunkte der yi angehört. 
In den beiden Hauptdreiecken entsprechen einander daher eine 
Ecke des einen und eine Seite des andern. Endlich gibt es noch 
vier sich selbst entsprechende Punkte in der Verwandtschaft, 
nämlich die Schnittpunkte der Polkegelschnitte ZXiXi = 0, 
EXiXi = beider Reciprocitäten. 

Beschäftigen wir uns nur mit dem allgemeinen Fall, wo 
die Hauptdreiecke nicht degeneriren, so können wir auf eines' 
derselben die Coordinaten beziehen. Sollen z. B. allen Ge- 
raden Xi Kegelschnitte X^y^y^ + hV^Vi + hViV^ = ent- 
sprechen, so mufs es drei Constante ki geben, so dafs X/ = kiXi 
wird; nur dann entsprechen den Fundamentalpunkten drei 
Gerade X,- = 0, welche das Hauptdreieck der Xi bilden. Nun 
werden die Substitutionen der einen Gruppe 

Xi : X2 1 Xq '= \JC2 ^3) JL2A3 : (^3 fc^) JL^JL^ : (JCj^ — tc^) A1A2. 

Die allgemeine quadratische Verwandtschaft enthält die Col- 
lineation*) als Specialfall, Die Grundgleichungen der letzteren 
drücken die Coordinatenverhältnisse J/i : J/s | y^ : y^ in Form 
von gleichbenannt gebrochenen Functionen der Xi aus. Man 
erhält dies, sobald man identisch X^ ^ 0, X2' ^0, Xg ^ X/ 
setzt. Auf die allgemeine quadratische Verwandtschaft kommt 
man umgekehrt, wenn man die Nenner der jenen Verhält- 
nissen gleichwertigen Ausdrücke als ungleich voraussetzt 

*) Auch die Reciprocität ist in der allgemeinen Verwandtschaft 
mit enthalten, nämlich dann, wenn eine der definirenden Eelationen 
identisch wird (X^. = 0). 
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J/i • 2/3 *== ^1 • ^3; 2/2 • ^3 = -^2 • ^4» alsdann sind die Haupt- 
punkte der Xi L^ = L^s=s 0, L^fs=> L^ = 0, L^ = L^^== 0, 
aber i^ = 0, ig *= ^ sind nicht Seiten ihres Dreiecks. 

418. Verwandtsohaft doppelt conjugirter Elemente. Von 
Wichtigkeit ist vorzüglich der Fall der involutorischen Ver- 
wandtschaft zweiten Grades, für welche das Gleichungspaar 
in den Xi und y,- symmetrisch sein mufs. Alsdann kann nur 
entweder X.« = Yi, X{ = 7/ oder X, = Y/, F.- = X{ sein, 
sofern man Xi und tfi als gleichartige 'Variabein rechnet. Diese 
Bedingungen definiren aber die durch zwei PoZarsysteme oder 
eine Reciprocität vermittelte Verwandtschaft. In beiden decken 
sich die Hauptdreiecke, nur in verschiedener Zuordnung der 
Ecken und Seiten (§§ 371, 398). 

Nehmen wir die Fundamentalpunkte als die Hauptpunkte, 
so müssen Xi = deren Verbindungslinien darstellen (§ 417). 
Also sind für die Substitutionen nur die Anordnungen möglich 

Xi i X2 : Xq = 2/22/3 • 2/32/1 • 2/12/2 
und Xi:X2:x^ = y^y^ : y^y^ : y^y^, 

welche nach dem Früheren die genannten Hauptfälle charac- 
terisiren. Somit ist die Methode der reeiprolcen Coordinaten der Am- 
druck der allgemeinen Verwandtschaft doppelt conjugirter* Elemente. 

Nach früheren Ergebnissen kann sie leicht geometrisch 
construirt werden, sobald man ihre sich selbst entsprechen- 
den Elemente, die gemeinsamen Elemente der die Polarsysteme 
definirenden Kegelschnitte kennt. Das Hauptdreieck ist das 
Diagonaldreieck jenes Quadrupels, von dem ein Element als 
Einheitselement gewählt werden kann. Alsdann definirt die 
allgemeine Methode der reciproken Coordinaten die Verwandt- 
schaft der in Besieg auf das Quadrupel 1 1 + 1 1 + 1 doppelt con- 
jugirten Elemente folgendermafsen: Die Gleichungen Xiyi = Xkyk 
definiren involutorische Strahlbüschel mit den Doppelstrahlen 
X? == Xj?j d. h. die Verbindungsstrahlen von entsprechenden 
Punkten mit einem Diagonalpunkt sind conjugirt harmonisch 
mit den durch ihn gehenden Seiten des sich selbst entsprechen- 
den Vierecks. 

Wir können aber z. B. die Verwandtschaft in Bezug auf 
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ein Vierseit auch direct auf den Satz des § 327, 4) gründen :^^'^) 
Die harmonisch conjugirten der Schnittpunkte einer Geraden L 
mit den Diagonalen in Bezug auf die zugehörigen Ecken 
liegen in einer Geraden L', Dreht sich L um einen Punkt P, 
so schneidet L' in den Diagonalen projectivische Punktreihen 
aus, d. h. L' umhüllt einen dem Diagonaldreiseit eingeschrie- 
benen Kegelschnitt P, und umgekehrt. Dieser P entsprechende 
Kegelschnitt P degenerirt nur, wenn P einer Diagonale an- 
gehört, nämlich in das Punktepaar, das aus dem zu P in der 
Diagonale harmonisch conjugirten und dem gegenüberliegen- 
den Diagonalpunkt besteht. 

Damit tritt deutlich hervor, dafs vier Strahlen von P 
und die entsprechenden Tangenten von P dasselbe Doppel- 
verhältnis haben. Doppelverhältnisse in entsprechenden Gebilden 
ersten und zweiten Grades einer quadratischen Transformation 
haben gleichen Wert (vgl. § 415). 

Die vorige Zuordnung ist aber identisch mit der Ver- 
wandtschaft der doppelt conjugirten Polaren in Bezug auf 
die Schaar der dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, 
denn ihr analytischer Ausdruck ist gfi^i «= l^iy* und die Glei- 
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chungen der Punktepaare der Schaar sind in ^j^ = ^2^ = I 
enthalten. Durch jeden Punkt P gehen also zwei doppelt 
conjugirte Polaren, welche die Tangenten aus P an den ent- 
sprechenden Kegelschnitt P sind und in P von den durch diesen 
Punkt gehenden beiden Curven der Schaar berührt werden. 

B. 1) Nimmt man als Definitionsgleichimgen X2yi — ^»1^2*= ^» 
^^i^i^i ~l"^2^2y2 ■f'^3^32/3 ==ö? "^0 das erste Polarsystem in die 
Verbindungsstrahlen der Pole mit einem Hauptpunkt degenerirt, 
so entsprechen den Geraden |i die Kegelschnitte ^ 

Bei Interpretation in rechtwinkligen Coordinaten (^^3 = ^3 = l) 
besteht das Netz aus den durch den Nullpunkt gehenden homo- 
thetischen Kegelschnitten. Je zwei Kegelschnitte schneiden sich im 
Nullpunkt unter demselben Winkel, wie die entsprechenden Geraden. 
Mit Aj = oder mit X^ == Ag erhält man ein Netz von Parabeln oder 
von Kreisen. Der letzte Fall ist derjenige der Inversion (§ 415). 
2) Eine Anwendung der allgemeinen involutorischen Transfor- 
mation bietet die Figur zweier projectivischer Strahlbüschel in perspec- 
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tivischer Lage (§ 94). So entspringt der Satz: Wenn zwei projec- 
tivische Büschel von Kegelschnitten Si'{-Jc8^ = 0^ U^'{-kU2 = 
(§334) durch dieselben drei Punkte A^ B, C gehen, so dafs der 
vierte Grundpunkt des einen D, der des andern E ist, und sie so 
liegen, dafs der durch die fünf Punkte A, B^ C^ Dy E bestimmte 
Kegelschnitt sich selbst entspricht, so liegen die vierten Schnitt- 
punkte der entsprechenden Kegelschnitte beider Büschel säramtlich 
auf einem dem Dreieck -4, J5, C umgeschriebenen Kegelschnitt. 
Besonders bequem erlaubt diese Methode von Kegelschnitten 
zu Curven höherer Ordnungen überzugehen; so gibt die Erzeugung 
der Kegelschnitte durch projectivische Büschel eine Generation 
von Curven vierter Ordnung; etc. 

3) Wenn die Punkte c, c mit den unendlich fernen imagi- 
nären Kreispunkten zusammenfallen, so bilden die dem Yier^eit 
eingeschriebenen Kegelschnitte eine Schaar von confocalen Curven, 
für welche die associirten Punkte a, d und &, h' die reellen und 
imaginären Brennpunkte bezeichnen, während G das gemeinsame 
Centrum ist. Nach § 383 sind nun die entsprechenden Geraden 
i, L' normal zu einander, und da sie die Segmente aa\ &&' 
zwischen den Brennpunkten harmonisch teilen, so sind sie Tangente 
und Normale von zwei confocalen Kegelschnitten in ihrem Schnitt- 
punkt. Zugleich entspricht jedem Punkte p eine Parabel P, welche 
die Geraden ad^ bb' berührt und die Gerade pC zur Directrix hat. 

Den Normalen, welche von p an einen Kegelschnitt S der 
confocalen Schaar gezogen werden können, entsprechen die Tan- 
genten, welche der Kegelschnitt S mit dieser Parabel gemein hat. 
Wenn diese gemeinschaftlichen Tangenten construirt wären, so be- 
stimmen ihre Berührungspunkte in S mit C die fraglichen Nor- 
malen. Das Doppelverhältnis der vier Tangenten ist dem der vier 
Normalen gleich. 

Die Fufspunkte der Normalen sind die Schnittpunkte von S 
mit einem Kegelschnitt jET, welcher die Polarcurve von P in Bezug 
auf C ist und daher, weil P dem zu 8 harmonischen Dreieck ABC 
eingeschrieben ist, demselben Dreieck ABC umgeschrieben sein 
mufs. Also ist er eine gleichseitige Hyperbel durch das Centrum 
von Sy deren Asymptoten den Axen von 8 parallel sind. Um- 
gekehrt bestimmt jede dem Dreieck ABC umgeschriebene gleich- 
seitige Hyperbel in 8 vier Punkte, deren Normalen in einem 
' Punkte p convergiren, wo p der Parabel P entspricht, welche die 
Polarcurve jener Hyperbel in Bezug auf 8 ist. 

Wenn nun den Tangenten von 8 die zugehörigen Normalen 
entsprechen, so entspricht der Curve 8 ihre Evolute (§ 264), eine 
Curve von der vierten Classe, welche durch diese Zuordnung 
mittelst der bekannten Curve 8 untersucht werden kann. 



Zweinndzwanzigstes Kapitel. 

Yon der Methode der Projection. 



419. Centralprojection. Wir haben im Vorhergehenden 
gezeigt, wie die allgemeine Idee der Verwandtschaft von zwei 
geometrischen Figuren in mannigfachen Formen erscheint. 
Die einfachste und anschaulichste Begründung einer solchen 
Beziehung bietet die Methode der Projection dar.^^^) 

Wenn alle Punkte einer in der Ebene E gelegenen Figur 
mit irgend einem reellen, festen Punkte im Räume durch 
Strahlen verbunden werden, so bestimmen diese einen Kegel 
von der Spitze 0; die Schnittlinie dieses Kegels mit einer 
beliebigen Ebene E' bildet eine Figur, die man die Central- 
projection der gegebenen Figur aus dem Projectionscentrum 
auf die Bildebene oder Pr€Jectionsd)ene E' nennt. Man be- 
zeichnet den Kegel dann auch als den projicirenden Kegel. 

Jedem Funkte in der einen Figur entspricht ein Punkt in 
der andern^ nämlich der Schnittpunkt letzterer mit dem pro- 
jicirenden Strahle des ersteren. Eine Gerade wird immer als 
Gerade projicirt. Denn die projicirenden Strahlen aller Punkte 
der Geraden bilden eine enthaltende Ebene, die prqjicirende 
Ebene der Geraden, welche durch ihren Schnitt mit E' die 
Projection der gegebenen Geraden bestimmt. 

Wenn Punkte in der einen Figur in gerader Linie liegen, 
so liegen auch die entsprechenden Punkte der andern Figur 
in einer geraden Linie; wenn Gerade in der einen Figur durch 
denselben Punkt hindurchgehen, so schneiden sich auch die 
entsprechenden Geraden der andern in einem Punkte, nämlich 
dem entsprechenden Punkte jenes ersteren. 
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420. Wenn eine durch das Centrum parallel zur Bild- 
ebene E' gelegte Ebene die Originalebene E in einer Geraden r 
schneidet, so projicirt sich jedes Strahlbüschel in E, welches 
seinen Scheitel in dieser Geraden r hat, in ein System von 
Parallelen in E'. Denn ein Strahl, welcher vom Centrum 
nach einem beliebigen Punkte der Geraden r gezogen wird, 
begegnet der Projectionsebene erst in unendlicher Entfernung. 
Insofern jener Punkt Schnittpunkt von mehreren Geraden ist, 
müssen sich diese als solche Gerade projiciren, deren Schnitt- 
punkt unendlich fern liegt. Umgekehrt wird jedes System 
von Parallelen in E in ein solches Strahlbüschel projicirt, 
welches seinen Scheitel in einem Punkte der Geraden g' hat, 
in der eine durch parallel zur Originalebene E gelegte 
Ebene die Projectionsebene E' schneidet. Nur die Parallelen 
zur Bildebene haben auch parallele Bilder. 

So führt uns die Methode der Projectionen ganz natur- 
gemäXs zu dem Schlüsse, dafs ein beliebiges System von 
Parallelen als ein durch einen unendlich fernen Punkt gehen- 
des Büschel betrachtet werden kann (§ 65). Sie lehrt uns 
ebenso, dafs alle unendlich entfernten Punkte in einer Ebene 
als in einer Geraden gelegen angesehen werden können (§ 72), 
denn die Projection aller der Punkte, in welchen Parallelen 
sich schneiden, liegen in der Geraden g' in der Projections- 
ebene. 

Wir bemerken endlich, dafs die Schnittlinie s der Pro- 
jectionsebene mit der Ebene der Figur zugleich der Ort der 
Schnittpunkte der Geraden der Figur mit ihren bez. Pro- 
jectionen ist. Man nennt diese Gerade, den Ort der in beiden 
Systemen sich selbst entsprechenden Punkte, die Spur der 
einen Ebene in der andern. Jede der beiden andern Geraden 
r, g', welche in jeder Ebene der unendlich fernen Geraden 
der andern entsprechen, heifst Fluchtlinie oder Oegenaxe der 
einen Ebene in der andern. Die Punkte jeder Fluchtlinie 
entsprechen den Richtungen der Strahlen der andern Ebene 
und heifsen Fluchtpunkte der zugehörigen Parallelen. 

421. Jede ebene Curve wird in eine andere Curve von der- 
selben Ordnung und Classe projicirt Denn, wenn die gegebene 
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Curve durch eine Gerade in einer Anzahl von Punkten A, B, 
C, D . . . geschnitten wird, so wird ihre Projection durch die 
Projection der Geraden in eben so vielen entsprechenden Punkten 
A\B\C\D\ . . gesjchnitten. Aber die Ordnung einer Curve 
wird durch die Zahl von Punkten geometrisch bestimmt, welche 
sie mit einer Geraden gemein haben kann (§ 23). Wenn 
unter den Schnittpunkten der Curve mit einer Geraden neben 
reellen auch imaginäre sind, so bleibt die Zahl der reellen 
und der imaginären Punkte durch Projection ungeändert. 
Wenn zwei Curven sich schneiden, so schneiden sich ihre 
Projectionen in derselben Anzahl von Punkten; reellen Schnitt- 
punkten entsprechen reelle, imaginären aber imaginäre*). 

Jede Tangente der einen Curve wird in eine Tangente der 
andern Curve projicirt. Denn jede Sehne AB der einen Curve 
wird als eine Sehne A'B' projicirt; wenn aber die Punkte 
A, B zusammenfallen, so fallen auch A', B' zusammen, und 
die Sehne A' B' ist eine Tangente der Projection der Curve 
(§ 109). Wenn zwei Curven einander in einer Anzahl von 
Punkten berühren, so berühren ihre Projectionen einander in 
eben so vielen zu jenen entsprechenden Punkten. 

Wenn irgend eine Eigenschaft, die sich nicht auf die 
Grofse von Strecken oder von Winkeln, sondern auf die Lage 
Gerader als durch gewisse Punkte gehend oder gewisse Curven 
berührend, oder auf die Lage von Punkten u. s. w. bezieht, 
für eine gegebene Curve wahr ist, so bleibt diese Eigenschaft 
für alle die Curven gültig, in welche die gegebene projicirt 
werden kann.^^^) Beispiele bietet § 432 f. 

422. Frojectivische Eigenschaften heifsen Eigenschaften 
dieser Art, welche, wenn sie für irgend eine Figur wahr sind, 
auch für die Projectionen derselben gelten. Zu diesen Eigen- 
schaften gehören aufser den vorKla, bezeichneten auch einige 
solche, welche die Gröfsen von Strecken und Winkeln schein- 
bar enthalten. So stimmt das Doppelverhältnis von vier 



*) Eine Ausnahme machen nur die Curven, deren Ebenen durch 
das Projectionscentrum gehen, da deren Projectionen in die Spur der 
Ebene fallen. 
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Punkten in einer Geraden (AB CD), da es durch das Doppel- 
schnittverhältnis des projicirenden Büschels (0 . AB CD) am 
Centrum der Projection gemessen wird, mit dem der vier 
Punkte {A'B'C'D') überein, in welchen dies Büschel durch 
eine beliebige Transversale geschnitten wird. Doppelverhält- 
nisse werden durch Projection nicht geändert. (Vgl. Kap. V.) 
Aber Halbirungen werden zu harmonischen Gruppen, sym- 
metrische Reihen oder Büschel zu involutorischen. 

Oder, wenn zwischen den durch eine beliebige Anzahl von 
Punkten in einer Geraden bestimmten Strecken eine Gleichung 
von der Form 

AB.CD,EF+k.AC,BE.DF+LAD.CE.BF+'" = 

besteht, in welcher jedes Glied die nämlichen Punkte nur in 
verschiedener Ordnung enthält, so ist diese Relation projec- 
tivisch. Denn nach § 81 kann man für AB das Verhältnis 
OA . OB , sin AOB : OP und für die übrigen Strecken ent- 
sprechende Ausdrücke substituiren, wodurch die Gleichung in 
allen Gliedern das Product OA . OB . OC . OD . OE . OF im 
Zähler und die Gröfse OP im Nenner enthält; durch Division 
mit diesen Factoren wird sie daher auf eine Relation zwischen 
den Sinus der am Punkte gebildeten Winkel zurückgeführt. 

Auch ist leicht zu erkennen, dafs die Punkte A, B, (7, 
D, J5, F nicht in einer Geraden zu liegen brauchen, um diese 
Projectivität zu begründen; wenn die Senkrechte OP nicht 
für alle die in der Relation auftretenden Segmente die näm- 
liche ist, so ist nur nötig, dafs dieselben so geordnet sind, 
dafs in jedem Gliede der" Gleichung im Nenner das nämliche 
Product solcher zugehörigen Perpendikel OP . 0P\ 0P'\,, 
auftritt. Als ein Beispiel dafür erwähnen wir den Satz: Wenn 
Gerade, welche von den Ecken eines Dreiecks ABC nach dem- 
selben Punkte seiner Ebene gezogen werden, die Gegenseiten des- 
selben in den Punkten a, 6, c schneiden, so ist -46 . Bc . Ca gleich 
AcBa.Ch, Weil diese Relation von der eben besprochenen 
Art ist, so reicht es hin, sie für irgend eine Projection des 
Dreiecks ABC zu beweisen; machen wir für dieselbe die 
Voraussetzung, dafs der Punkt C in unendlicher Entfernung 
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projicirt sei, so werden die Geraden AB^ BC, Cc einander 
parallel und die Relation wird Ab . Bc ^= Ac . Ba, deren 
Wahrheit oline Weiteres ersichtlich ist. 

Offenbar reicht es überhaupt zum Beweise solcher pro- 
jectivischen Eigenschaften von Figuren hin, den Beweis für 
die einfachste derjenigen Figuren zu liefern, in welche die 
gegebene projicirt werden kann; z. B. oft für eine solche, in 
welcher eine gewisse Gerade der Figur unendlich fem erscheint. 
Wenn z. B. gefordert wäre, die harmonischen Eigenschaften des 
vollständigen Vierecks AB CD mit den Diagonalpunkten EFG 
zu untersuchen, so verbinden wir alle Punkte dieser Figur 
mit einem Punkte im Räume durch Strahlen und schneiden 
die Verbindungslinien durch eine zur projicirenden Ebene OEF 
parallele Ebene, so dafs EF in unendlicher Entfernung pro- 
jicirt erscheint. Die Projection -4' .B'CZ)' des Vierecks ist dann 
ein Parallelogramm. Jedes Viereck kann demnach central in ein 
Parallelogramm projicirt werden. Da nun die Diagonalen eines 
Parallelogramms sich gegenseitig halbiren, d. h. je mit den 
Ecken und dem unendlich fernen Punkt eine harmonische 
Teilung bilden, so schliefst man aus der projectivischen Natur 
dieser Relation, dafs in jedem Viereck eine Diagonale durch 
die anderen und die Ecken harmonisch geteilt wird. 

B. 1) Eine gerade Reihe von Punkten und ihr centralpro- 
jectivisches Bild sind projectivische Reihen. Wenn das Centrum 
der Projection in der Originalreihe liegt /^^) so entspricht allen 
von ihm verschiedenen Punkten von dieser ihr Schnittpunkt mit 
der Bildreihe, und alle anderen Punkte der letzteren entsprechen 
dem mit dem Centrum zusammenfallenden Punkte der ersten Reihe. 
Die Projectivitätsgleichung (§92) all' -{- hX -^ ck' -j- d = gibt 
für X und X' bez. die constanten Werte c^ und Cg, wenn man hat 
h : a = — Cg , c : a = — c^ , d : a = c^ Cg . Man characterisire die 
entsprechende Specialität projectivischer Strahlbtischel und zeige 
den Zusammenhang dieser singulären Projectivitäten mit der para- 
bolischen Involution. (§§ 95, 343.) 

2) Man discutire die Degenerationsformen der Kegelschnitte 
(vgl. §§ 95, 292), welche aus der Verbindung solcher singulär- 
projecti vischen Punktreihen und Strahlbüschel hervorgehen — im 
Fall getrennter wie vereinigter Lage. 

3) Wenn zwei Dreiecke ABC^ A' B'C' so gelegen sind, dafs 
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die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten Ä B^ Ä' B'-^ BC^B'C'^ 
CA, C' A' in einer Geraden liegen, so schneiden sich die Ver- 
bindungsgeraden der entsprechenden Ecken AA\ BB\ GC' in 
einem Punkte. 

Der Satz bedarf keines Beweises mehr, wenn man, wie es 
seine projectivische Natur erlaubt, die Figur, auf welche er sich 
bezieht, so projicirt, dafs die Gerade, in welcher die entsprechenden 
Seiten beider Dreiecke sich schneiden, in unendlicher Entfernung 
erscheint; denn er geht alsdann in den einfachen Ausdruck der 
Ähnlichkeit und ähnlichen Lage beider Dreiecke über: Wenn in 
zwei Dreiecken a&c, ah'c die Seiten des einen den Seiten des 
andern parallel sind, so schneiden sich die Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Ecken in einem Punkte; welches einfach aus 
der Bemerkung hervorgeht, dafs die Geraden aa und fe6' beide 
die Linie cc in dem nämlichen Verhältnis teilen. 

423. Geometrie im Bündel. Die projicirenden Strahlen 
der Punkte, die projicirenden Ebenen der Geraden einer Ebene 
bilden, wie man sagt, ein 'Bündel von Strahlen und Ebenen am 
Centrum als Scheitel. Also ist das Bündel in seinen Ele- 
menten von derselben Mannigfaltigkeit, wie die Ebene in den 
ihrigen. Aus der ebenen Geometrie folgt somit eine Geometrie 
im Bündel, welche die Lagenbeziehungen zwischen den Strahlen 
und Ebenen durch einen Scheitel untersucht. Nach dem Vorigen 
gelten alle Doppelverhältniseigenschaften ebener Figuren auch 
für die sie projicirenden Figuren des Bündels, sobald man den 
Begriff des Doppelverhältnisses von vier Strahlen eines Büschels 
auf die sie projicirenden Ebenen eines Büschels überträgt. Dem- 
nach erhalten wir aus projectivischen Sätzen der ebenen Geo- 
metrie die entsprechenden der Geometrie im Bündel, indem wir 
nur Strahl und Ebene an Stelle von Punkt und Strahl setzen. 

Während die gewöhnliche Anschauung das Bündel als 
von der Ebene wesentlich verschieden ansieht, weil es den 
ganzen Raum erfüllt, ist die allgemeine analytische Geometrie 
im Bündel und in der Ebene identisch. Hierin liegt die un- 
mittelbare Rechtfertigung der Einführung der räumlichen Pro- 
jectionsmethode in die Untersuchungen der ebenen Geometrie. 
In der Tat können wir die ternären homogenen Coordinaten von 
Elementen der Ebene auch als die Coordinaten der projicirenden 
Elemente des Bündels interpretiren, sobald wir als Fundamental- 

Salmon^Eiedler, anal. Geom. d. Eegelschn. 5. Aufl. 49 
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strahlen und -ebenen des Bündels die projicirenden der Fun- 
damentalpunkte und -linien der Ebene einführen; denn die 
Coordinatenverhältnisse sind Doppelverhältnisse. Gleichungen 
ersten und zweiten Grades in Xi, bez. St definiren Ebenen bez. 
Strahlen und Kegel zweiter Ordnung bez. Classe im Bündel. 

Und schneiden wir Strahlen und Ebenen des Bündels mit 
einer Original- und einer Bildebene, so definiren die Coordi- 
naten der Elemente P der einen Figur die der entsprechenden 
Elemente P' der andern, falls wir sie je auf entsprechende 
Fundamentalelemente -4,-, E, A/, E' der Ebenen beziehen. 
Eine Originakurve und ihre Prqjedionen sind durch dieselbe Glei- 
chung in perspecHvischen Coordinatensystemen dargestdW 

Führen wir speciell nicht-homogene Coordinaten ein, indem 
wir ^3 und I3 constant denken, so heifst dies, wir untersuchen 
statt der Originalfigur eine Projection auf eine Ebene, welche 
zur Verbindungsebene des Centrums mit der Fundamentallinie 
Ä1Ä2 parallel ist. Dann ist A^A^ die unendhch ferne Gerade 
und man hat noch dafür zu sorgen, dafs die Projection des 
Einheitpunktes E in die Halbirungslinie A^E' der Axen 
A^A^, \A^A^ fällt (§ 85), wozu nur OE die Strecke A^A^ 
halbiren mufs. Umgekehrt wird mit dem Homogenmachen 
eine beliebige Projection eines auf zwei Axen bezogenen Origi- 
nals eingeführt. ^^^) 

424. Centraloollineation. Entsprechen sich ebene Systeme 
nach der Methode der Centralprojection in der Weise, dafs 
alle Paare entsprechender Punkte in Geraden aus einem Punkte 
liegen, und alle Paare entsprechender Geraden sich in Punkten 
einer Geraden S begegnen, so bleibt diese Beziehung auch 
ungestört, wenn wir beide Systeme durch eine Drehung des 
einen um ihre gemeinschaftliche Schnittlinie S in eine Ebene 
zusammenlegen. Man erkennt daraus die Identität der central- 
prqjectivischen Relation ebener Systeme mit der centrischen Lage 
collinearer Systeme (§ 99). 

Denn, da der Winkel y von zwei sich schneidenden Ge- 
raden durch den yon Parallelen aus dem Centrum an diesen 
letzteren gemessen wird, so liefert diesen die Umlegung der 
Ebene OjP um jF als die Fluchtlinie der Ebene des Winkels 
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durch Verbindung des Centrums (0) mit den Fluchtpunkten 
fy f der Schenkel, d. i. den Schnittpunkten ihrer Bilder mit F. 
In Folge dessen ist auch der von (0) f mit F eingeschlossene 
Winkel der Winkel der Geraden 

gegen die Spur & Wenn man ..•' 1^^- ...'•'. 

also die Fluchtpunkte der Geraden / ^\ 

in der Ebene mit dem mit der ,7* /"pF^T \ \\ 

Ebene OF umgelegten Centrum ..l..)pX 

(0) durch Strahlen verbindet und 
zu diesen durch die entsprechenden 

Durchgangspunkte d, d' Parallelen -^^.r ^^^ 

zieht, so geben diese die Lagen H/!^; 

jener Geraden nach Überführung l''\\ 

in die Bildebene an. Insbesondere />'\ "^ 

entspricht diesem Gesetze gemäfs / \ 

jeder durch (0) gehende Strahl 

sich selbst. Es liegen also, weil entsprechende Punkte die 
Schnittpunkte von entsprechenden Geraden sind, auch noch nach 
der Zusammenlegung beider Systeme in eine Ebene die ent- 
sprechenden Punkte in Strahlen aus einem Punkte (0). (In der 
Figur ist der Kreis um G derjenige vom Radius CO oder der 
Bistanzkreis y durch den man die Lage des Centrums gegen 
die Bildebene festsetzt.) 

Daher sind beide Systeme coUinear und in centrischer 
Lage, die Spur 8 der Ebene ist die Axe und (0) ist das 
Centrum der CoUineation; die Fluchtlinien F und -F* sind 
die Gegenaxen beider Systeme, und die Gegenaxe F* ist von 
(0) eben so weit und im nämlichen Sinne entfernt, wie S 
von F, Die Gegenaxen fallen in der Mitte zwischen Col- 
lineations-Centrum und -Axe zusammen, wenn das Projections- 
centrum in der Halbirungsebene des Drehungswinkels zwischen 
beiden Ebenen liegt; liegt es in der Halbirungsebene seines 
Nebenwinkels, so liegen die Gegenaxen symmetrisch zur Col- 
lineationsaxe und diese enthält das Collineationscentrum. Im 
ersteren Falle hat man die Involution der eollinearen ebenen 
Systeme. (§ 99.) Aus der CoUineationsaxe, der einen Gegen-, 
axe und dem (umgelegten) Centrum (0) bestimmt sich zu 

49* 
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dem als gegeben gedachten einen System das andere durch 
lineare Construction, also zum Original das Bild auf gleiche 
Weise wie zum Bilde das Original. ^'^^) 

Bringen wir Original und Bild irgendtme unverändert zur 
Vereinigung in einer Ebene, so können nun die Elemente 
beider Systeme auf eines der beiden Fundamentalquadrupel 
bezogen werden. Dann unterliegen die bisher im andern inter- 
pretirten Coordinaten einer linearen Transformation, welche 
durch die Lage ihres Quadrupels im gewählten System be- 
stimmt ist (§ 91). Der geometrische Process zeigt so die 
Identität des analytischen Ausdrucks für Coordinatentrans- 
formation und allgemeine Collineation. Haben wir, wie oben, 
die Collineation nur durch eine Drehung der gegebenen Ebenen 
um die gemeinsame Schnittlinie erzeugt, so sind die Sub- 
stitutionen von der besonderen Art, wo ein Strahlbüschel und 
eine Punktreihe je sich selbst entspricht (§ 98). 

B. 1) Nimmt man den Nullpunkt von rechtwinkligen Coordi- 
naten als Collineationscentrum (0), x = a als Axe (Spur) und 
X'=b als Fluchtlinie F^ so gibt die Ausführung der Construction 
des Textes die Gleichungen 

^— 5_a;' ' ^~ h — x' ' 

Das entsprechende Coordinatendreieck der Projection, in welchem 
die homogenen Coordinaten die Werte (ix\fiy\(i haben, ist ge- 
bildet aus a — 2)|0, Ol<X), 0|0 (Streifencoordinaten § 85). 

2) Man zeige, dafs für a = 2& die involutorische, für a = 
die specielle Collineation des Textes unter der Formel in 1) ent- 
halten ist. Das charg,cteristisehe Doppelverhältnis ist — 1 und 
+ 1, im allgemeinen (h — a) : h, (§ 98). 

3) Zwei Kegelschnitte sind centrisch collinear flir einen Schnitt- 
punkt gemeinsamer Tangenten, für die sie auf einerlei Seiten liegen, 
als Centrum und eine zugeordnete Schnittsehne (§ 279) als Axe. 

425. Elegel zweiten Grades. Alle Projectionen eines 
Kreises aus einem nicht seiner Ebene angehörigen Oentrum 
sind nach § 421 Curven zweiten Grades. Man nennt daher 
Kegel über kreisförmiger Basis selbst Kegel zweiten Grades. 
Die Untersuchung der ebenen Querschnitte solcher Kegel ist 
nach dem Obigen identisch mit der Theorie der zu Kreisen 
coUinearen Curven (§ 310). Es soll hier aus der räumlichen 
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Auffassung die elementare Definition dieser Querschnitte ab- 
geleitet und damit die Bezeichnung der Gurven zweiten Grades 
als Kegelschnitte direct begründet werden. 

Man pflegt einen Kreiskegel ferner gerade oder schief zu 
nennen, je nachdem die Yerbindungsgerade seiner Spitze mit 
dem Centrum des Basiskreises auf dessen Ebene senkrecht ist 
oder nicht: Axe des Rotationskegels im ersten Fall. Da die 
Vorstellung des geraden Kreiskegels die einfachere ist, so ist 
es zweckmäfsig, von ihm auszugehen. Jedoch stimmt die Unter- 
suchung der Schnitte des schiefen Kegels mit derjenigen der 
Schnitte des geraden Kegels völlig überein. 

Die Schnitte eines jeden Kegels mit parallelen Ebenen 
sind ähnliche Curven. Denn, wenn wir in der Ebene der einen 
Curve einen Punkt A und in der Ebene der andern Curve 
den entsprechenden Punkt a auf OA annehmen, und von ihnen 
nach irgend zwei entsprechenden Curvenpunkten JB, 6 Vectoren 
ziehen, so folgt aus den ähnlichen Dreiecken OAB und Oah 
die Verhältnisgleichheit OA: Oa = ABiah, Weil diso jeder 
Vector der einen Curve zu dem entsprechenden Vector der 
andern in dem nämlichen constanten Verhältnis OA : Oa steht 
und die entsprechenden Winkel übereinstimmen, so sind die 
beiden Curven ähnlich (§ 245). Insbesondere wird jeder Kreis- 
kegel durch eine Ebene, welche seiner Basis parallel ist, in 
einem Kreise geschnitten. Wir denken nur die entsprechenden 
Punkte A, a als die Mittelpunkte der beiden Curven. 

Allgemeiner aber erkennen wir nach denselben Über- 
legungen, dafs die Centralprqjection ebener Figuren auf parallele 
Ebenen ähnliche Figuren liefert Da alsdann Spur und Flucht- 
linie unendlich fern sind, so ist unter Umlegung der einen 
Ebene in die andere eine Parallelverschiebung zu verstehen, 
bei welcher alle Punkte Normalen der Ebene beschreiben. 
Man kommt so auf die Ähnlichkeit in ähnlicher Lage als 
Specialfall der Centralcollineation (§ 100). 

426. Die ebenen Schnitte eines Kreishegels sind entweder 
Ellipsen, Hyperbeln oder Farabeln. Im Falle des geraden 
Kegels lege man eine Ebene OAB durch die Axe 00 senk- 
recht zur Schnittebene und betrachte sie als die Ebene der 
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Zeichiiaog. Die Schnittebeae MSsN aowol wie die Basis- 
ebene ASB steht dann senkrecht znr Ebene der Zeichnung, 
ebenso die Gerade MS, in der sich jene beiden Ebenen 
schneiden. Wir setzen alsdann zuerst voraas, dafs die Ge- 
rade MN, in welcher die Schnittebene die Ebene OAB schneidet, 
^ den beiden Seiten OA und OB auf 

derselben Seite des Scheitels be- 
gegnet, wie die Figur es angibt. 

Durch irgend einen Punkt s der 
Schnittcurve legen wir eine zur Basis 
paralleleEbene und erhalten dadurch 
für das Quadrat der Ordinate des 
EreisesJ£iS ^ AB. RB, und ebenso 
rs ^ ar . rh. Wenn man aber die 
ähnlichen Dreiecke .ilitJlf und arM, 
BBN und brN betrachtet, so folgt 
AR.RBiMR. BN^ ar.rh:Mr. rN, 
also 'RS^ i^s* = MB . BN : Mr . rN. 

Das Quadrat einer beliebigen Ordinate rs der Schnitt- 
curve MSsN steht also zu dem Rechteck aus den von ihr 
in der Linie MN bestimmten Abschnitten 
in dem Constanten YerhältnisjßS' '.MB. BN. 
Nach § 162 ist der betrachtete Eegelschuitt 
eine Ellipse, fQr welche MN die Hauptaxe 
ist, und deren kleine Äxe sich aus der Bemer- 
kung bestimmt, dafs ihr Quadrat zu MN 
im Verhältnis RS^ : MR . BN stehen mufs. 
Wir nehmen zweitens an, eine der 
Seiten OA werde von der Geraden MN 
erst in der Verlängerung geschnitten. Der 
vorige Beweis bleibt völlig unverändert, 
nur in dem Endergebnis tritt die Ver- 
änderung ein, dafs nun das constante Ver- 
hältnis zwischen dem Quadrat der Ordi- 
nate rs und dem B«cbteck Mr . rN aas den Abschnitten 
stattfindet, welche ein äufserer Teilpunkt in der Strecke MN 
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bestimmt. Die Schnitteurve ist in diesem Falle eine Hyperbel 
aus den beiden Ästen NsS und Ms'S\ 

Wenn drittens die Gerade MN zu einer der Seiten parallel 
ist, so ist, wegen AR = ar und BB : rb = BN : rN, das 
mit dem Rechteck ar . rb gleiche Quadrat der Ordinate rs 
zu der Abcisse r^ in dem constanten Verhältnis WS^ : BN 
oder AB , BB : BN. Demnach ist die 
Schnitteurve in diesem Falle eineParaibel} '^) 

Man erkennt die Parabel deutlich als 
den Greuzfall zwischen Ellipse und Hyper- 
bel, wenn man die Schnittebene sich etwa 
um die zu OJff senkrechte Scheiteltangente 
drehenläfst. Die Lagen der Schnittebene für 
Hyperbel, Parabel, Ellipse können dadurch 
characterisirt werden, dafs die parallele 
Ebene durch die Spitze des Kegels denselben in reellen oder 
zusammenfallenden oder imaginären Geraden als den Asymptoten- 
parallelen schneidet. Dabei rückt die entsprechende Tangente 
im Falle der Parabel in unendliche Feme. 

B. Construirt man in der Ebene AGB ein zum Dreieck Nrb 
ähnliches Dreieck LNK derart, dafs die rb entsprechende Seite 
NK in NB und die N entsprechende Ecke L m OA fällt, so 
ist NK der Hauptparameter p des Kegelschnittes. Man erhält 
damit leicht die Gleichungsformen der drei Curven von § 206. 

427. Schnitte des schiefen Kreiskegels. Die Ebene der 
Zeichnung sei durch die Spitze des Kegels und den Mittel- 
punkt C des Basiskreises senkrecht zur 
Ebene desselben gelegt; QS sei die 
Schnittlinie der Schnittebene mit der 
Ebene des B[reises AQ8B\ LK der die 
Sehne QS halbirende Durchmesser und 
MN die Gerade, welche die durch ihn 
und die Kegelspitze gelegte Ebene mit 
der Schnittebene gemein hat. 

Nun entwickelt sich der Beweis 
ganz wie vorher: das Quadrat der Ordi- 
nate BS ist dem Rechteck LB . KB 
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gleich, und wenn wir wieder eine zur Basis parallele Ebene 
einführen, so ist das Quadrat der ihr angehörigen Ordi- 
nate rs gleich dem entsprechenden Rechteck Ir . rh. Wir 
beweisen sodann aus den ähnlichen Dreiecken KRM, 
krM und LBN, IrN in der Ebene OLK, ebenso wie im 
Falle des geraden Kegels, dafs das Verhältnis der Quadrate 
BS \rs mit dem Verhältnis der Rechtecke identisch sei, 
welche aus den durch den Fufspunkt der Ordinate bestimmten 
Abschnitten von MN gebildet werden. Demnach ist die 
Schnittcurye ein Kegelschnitt, für welchen MN der die Sehne 
QS halbirende Durchmesser ist, nämlich speciell eine Ellipse, 
wenn MN die Geraden OL und OK auf derselben Seite der 
Kegelspitze schneidet; eine Hyperbel, wenn diese Schnittpunkte 
auf verschiedenen Seiten der Spitze liegen, und eine Parabel, 
wenn einer derselben unendlich fern ist. 

Die in dem Beweise gemachte Voraussetzung, dafs der 
Basiskreis reelle Punkte mit der Schnittcurve gemein habe, 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder der Kreise, welche die 
der Basis parallelen Ebenen in der Kegelfläche bestimmen, 
als Basis betrachtet werden kann. 

Aufser diesen gibt es aber in jedem schiefen Kreiskegel 
eine zweite Serie von unter einander parallelen^ Kreisschnitten. 
Denken wir uns nämlich eine Schnittebene um die Normale 
der Zeichnungsebene in C gedreht, so kommt sie in eine 
zweite Lage, in welcher das zwischen 0-4, OB enthaltene 
Segment A' B' ihrer Spur dieselbe Länge AB annimmt. Der 
von ihr dann ausgeschnittene Kegelschnitt hat zwei gleich 
lange zu einander senkrechte Durchmesser, ist somit ein Kreis, 
ebenso sind alle parallelen Querschnitte Kreise. 

428. Wenn ein Kreisschnitt des Kegels von einer Ebene in 
der Geraden QS geschnitten wird, so begegnen der zu QS con- 
jugirte Durchmesser in diesem Querschnitt und im Kreise sich 
mit QS in demselben Punkte. Schneidet qs den Kreis reell, 
so ist der Satz evident und könnte auf den Fall ausgedehnt 
werden, wo QS nicht in reellen Punkten schneidet. Direct 
wird bewiesen, dafs der Durchmesser df, welcher die zu qs 
parallelen Sehnen eines beliebigen Kreisschnittes halbirt, sich 
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in einem Durchmesser DF projicirt, der die gleichgerichteten 

Sehnen eines parallelen Schnittes halbirt (§ 425). Der Ort 

der Mittelpunkte aller zu qs oder 

Q8 parallelen Sehnen ist die Ebene 

Odf'^ der zu QS in irgend einem 

Schnitte conjugirte Durchmesser ist 

daher die Schnittlinie der Ebene Odf 

mit der Ebene dieses Schnittes und 

geht durch den Punkt JB, wo QS die 

Ebene Odf schneidet. 

Wenn in demselben Falle die m 
QS im Kreise und in einem andern 
Schnitte conjugirten Durchmesser in Segmente BD, BF] Bg^ Bk 
geschnitten werden, so verhalten sich die Bechtecke DB, BF und 
gB.Bh wie die Quadrate des zu QS parallelen und des con- 
jugirten Durchmessers des Schnittes. Wenn qs den Kreis schneidet, 
so ist offenbar rs ^==dr ,rf. Für den allgemeinen Fall ist 
aber soeben bewiesen, dafs die Geraden gk, df, Df in einer 
die Spitze des Kegels enthaltenden Ebene liegen; daher sind 
die Punkte d, D Projectionen von g und liegen mit ihm in 
einer durch die Spitze gehenden Geraden. Wie in § 427 
folgt daher aus ähnliehen Dreiecken 

dr.rfiDB. BF==gr.rk:gB.Bk; 
und weil dr .rf zu gr ,rk sich verhält wie die Quadrate der 
parallelen Halbdurchmesser, so stehen auch DB . BF und 
gB . Bk in demselben Verhältnis. Dieser Satz gestattet, für 
den Schnitt gskq und die Gerade QS das Product DB, BF 
oder das Quadrat der durch B gehenden Tangente des Kreis- 
schnittes zu bestimmen, dessen Ebene durch QS geht. 

429. Jeder Kegelschnitt kann in einen Kreis prqjicirt werden, 
wie jede Kreisprojection ein Kegelschnitt ist. Analog zu 
§ 425 können wir dafür auch sagen: Jeder Kegel zweiten Grades 
ist ein Kreiskegel. Wenn man durch die Spitze des Kegels 
parallel zur Ebene des Basiskreises eine Ebene legt, welche 
die Schnittebene in der Geraden TL schneidet, so folgt als 
ein specieller Fall des Vorigen, dafs gL . Lk : OL gleich dem 
Verhältnis der Quadrate der parallelen Durchmesser des Schnittes 
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ist. Somit ist es eine unbestimmte Aufgabe, zu einem ge- 
gebenen Kegelschnitt und einer Geraden TL seiner Ebene 
die Spitze eines Kegels, der den ersteren zur Leitcurve 
hat, so zu bestimmen, dafs der von einer zu OTL parallelen 
Ebene in ihm bestimmte Schnitt ein Kreis sei. Denn wenn 
wir den zu der Geraden TL conjugirten Durchmesser der 
Schnittcurve ziehen, so ist die Entfernung OL des Punktes L 
von der Spitze des Kegels durch das Vorhergehende bestimmt; 
und OL ist in der Normalen aus zu TL zu messen, weil 
OL dem zu TL normalen Durchmesser eines Kreises parallel 
sein mufs. Die Spitze kann demnach in jedem Punkte eines 
gewissen um L in einer zu TL senkrechten Ebene beschriebenen 
Kreises genommen werden. 

Ein Kegelschnitt kann immer in der Art in einen Kreis 
projicirt werden, dafs eine in seiner Ebene beliebig gewählte Ge- 
rade TL, welche ihn nicht schneidet, in unendlicher Entfm*nung 
projicirt wird. Man hat dazu die Spitze des projicirenden 
Kegels nur auf dem oben bestimmten Kreise zu wählen, und 
irgend eine der zur Ebene OTL parallelen Ebenen als Pro- 
jectionsebene zu nehmen. Statt dessen kann man auch sagen: 
Jeden Kegelschnitt kann man so in einen Kreis projiciren, dafs 
dessen Centrum die Projection eines beliebigen Punktes im Innern der 
Curve ist. Denn wir haben nur die Polare jenes Punktes in 
unendliche Entfernung zu projiciren. 

430. Brennpunkte und Direetrixen lassen sich sehr ein- 
fach an die Betrachtung der Querschnitte des geraden Kegels 

anknüpfen. ^'^) Man kann in jeden geraden 
Kegel zwei Kugeln so einschreiben, dafs sie 
zugleich die Schnittebene berühren; die Be- 
rührungspunkte sind die Brennpunkte F, F', 
und jedem entspricht alsDirectrix derSchnitt- 
curve die Gerade, in welcher die Ebene des 
ßerührungskreises der zugehörigen Kugel 
mit dem Kegel die Schnittebene schneidet. 
Denn, wenn man einen beliebigen Punkt P 
der Schnittcurve mit der Spitze des Kegels durch eine Gerade 
verbindet und die Schnittpunkte derselben mit den Ebenen 
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der Berührungspunkte durch Dy d bezeichnet^ so hat man 
zwischen den Tangentenlängen der Kugeln die Relationen 
PD^PF, Pd=PF', demnach für eine Ellipse Pi^+PJF'=2)d, 
welche constante Länge mit der grofsen Axe MN der Schnitt- 
curve übereinstimmt. Für den hyperbolischen Schnitt befindet 
sich oflfenbar in jeder Eegelöffnung eine Berührungskugel auf 
derselben Seite der Ebene. Der Punkt i?, in welchem die 
Geraden FF' und AB bei genügender Verlängerung sich 
schneiden, ist ein Punkt der Polare des Brennpunktes F, 
weil die Polare von JR in Bezug auf den Kreis AFB zu- 
gleich ihm in Bezug auf die Tangenten OAy OB harmonisch 
conjugirt ist. 

Der Ort der Scheitel aller geraden KreisJcegel, aus welchen 
eine gegebene Ellipse (Hyperbelj Parabel) geschnitten werden kann, 
ist eine Hyperbel (Ellipse, Parabel) in einer mr Schnittebene nor- 
malen Ebene, welche die Brennpunkte der Ellipse (Hyperbel, 
Parabel) m Scheiteln und ihre Scheitel zu Brennpunkten hat 
Denn die Differenz von MO und NO ist constant als gleich 
mr — NF*) etc. 

B. l) Der Parameter der Schnittcurve ist constant, so lange 
ihre Ebene den nämlichen Abstand von der Kegelspitze besitzt, 



*) Mit Hilfe dieses Princips können Eigenschaften der am Brenn- 
punkte eines Kegelschnittes gespannten Winkel aus den Eigenschaften 
von Kugelkreisen abgeleitet werden. Z. B. man weifs, dafs für einen 
festen Punkt P in der Kugeloberfläche und einen beliebigen festen 
Kreis auf der Kugel die Relation tan^-äP . tan^ J5P = const. be- 
steht, wenn A und B die Schnittpunkte dieses Kreises mit einem durch 
den Punkt P gehenden gröfsten Kreise der Kugel bezeichnen. 

Nehmen wir nun einen Kegel, dessen Basis der erstere Kreis und 
dessen Spitze das Centrum der Kugel ist, und denken ihn durch eine 
beliebige Ebene geschnitten, so erhalten wir den Satz: Wenn man 
durch einen Punkt p in der Ebene eines Kegelschnittes eine Gerade 
zieht, welche den letzteren in den Punkten a, h schneidet, so ist das 
Product der Tangenten von den Hälften der Winkel, welche ap^ hp 
an der Spitze des Kegels spannen, constant. Da nun diese Eigenschaft 
für die Spitze jedes geraden Kegels gelten mufs, aus welchem der ge- 
dachte Kegelschnitt geschnitten werden kann, und da sein Brennpunkt 
ein Punkt in dem Orte dieser Spitzen ist, so erhält man für den Brenn- 
punkt die Relation tan -^ a/i) . tan ^ 5/jp = const. "») (Ygi. g 2O8, 7). 
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nämlich gleich dem vierfachen Product aus dem Abstand in die 
Tangente des halben Öffnungswinkels. 

2) Man kann aus gegebenem Centrum jeden Punkt in der 
Ebene eines Kreises in einen Brennpunkt der Projection desselben 
projiciren. 

431. Coxitintdt'ätsprinoip. Kegehchnittlüschel Tonnen in 
KreisMschel prcjidrt werden^ zunächst alle solche, welche nicht 
lauter reelle Schnittpunkte haben. Denn, wenn wir einen der 
Kegelschnitte so in einen Kreis projiciren, dafs eine seiner 
idealen Schnittsehnen mit dem andern in unendlicher Ent- 
fernung projicirt wird (§ 429), so müssen die Projectionen 
der übrigen Kegelschnitte auch Kreise werden, weil sie mit 
dem ersten die unendlich fernen Punkte gemein haben. Ins- 
hesondere können DoppeJberühmngsbüschel in Büschel concen- 
irischer Kreise projicirt werden. Ist die Berührung imaginär, 
so projicirt man sie so in Kreise, dafs die Berührungssehne 
in unendliche Entfernung fällt. (§ 275.) 

Vermittelst solcher Projectionen gelangt man, sofern die- 
selben als reell vorausgesetzt werden, von jeder Eigenschaft 
eines Kreisbüschels zur entsprechenden Eigenschaft eines Kegel- 
schnittbüschels, welches zwei imaginäre Grundpunkte hat. 
Nachdem aber die Centralprojection als mit der Centralcolli- 
neation identisch erkannt worden ist (§ 424), so überträgt 
sich die Allgemeinheit der analytischen Methode (§§ 98, 370) 
auf die Ergebnisse der Methode der Projectionen. Zwar haben 
wir nur reelle Substitutionen wirklich untersucht, aber alle 
algebraischen Operationen und Projectionen müssen eintreten, 
sobald einem einzigen reellen Elemente ein einziges imaginäres 
entspricht; sie können aber so beschaffen sein, dafs nur ge- 
wissen reellen Punkten wiederum reelle entsprechen. 

So wie die analytischen Processe, durch welche die Eigen- 
schaften der durch Gleichungen von der Form S = kLM 
oder 8 = kL^y etc. dargestellten Curven erkannt werden, un- 
geändert bleiben, ob man voraussetzt, dafs die Geraden L = 0, 
M=> den Kegelschnitt S = in reellen oder imaginären 
Punkten schneiden, so ist es nach der erwähnten Identität 
gestattet, den durch Centralprojection gewonnenen Sätzen All- 
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gemeinheit zuzuschreiben. Denn Eigenschaften von Kegel- 
schnittbüscheln mit einer idealen Schnittsehne können un- 
möglich durch allgemeine Gleichungen ausgedrückt werden, 
ohne dafs diese sie zugleich für Büschel mit reellen Grund- 
punkten beweisen. Dies zu übersehen ist mittelst der Algebra 
meist leichter, als mit den Mitteln der reinen Geometrie. In 
der Unabhängigkeit der algebraischen Processe von der Unter- . 
Scheidung zwischen reellen und complexen Gröfsen beruht die 
Berechtigung des Prindps der Continuität, nach welchem Eigen- 
schaften einer Figur , die bei der Realität gewisser in ihnen auf- 
tretender Elemente betviesen sind, auf den Fall der Nichtrealität 
dieser Elemente ausgedehnt werden.^'^^) 

Es sind Beispiele für die Anwendung desselben, wenn 
man den Satz des §236,4 als eine allgemeine Eigenschaft der 
Kegelschnitte so ausspricht: Durch einen Punkt in der Peri- 
pherie eines Kegelschnittes und durch zwei beliebige Punkte 
seiner Ebene lassen sich immer drei Kegelschnitte legen, welche . 
mit dem gegebenen eine Berührung zweiter Ordnung haben, 
und die Berührungspunkte liegen mit den drei angenommenen 
Punkten in einem Kegelschnitt; oder, wenn der Satz des § 121 
zu dem Satze des § 279 erweitert wird (vgl. § 284); oder, 
wenn an Stelle eines mit einem Kegelschnitt verbundenen 
Punktes ein Kegelschnitt tritt, der mit dem gegebenen in 
doppelter Berührung ist (vgl. § 207,1; § 309)-, oder an Stelle 
der Brennpunkte eines Kegelschnittes ein confocaler Kegel- 
schnitt (wie § 247 gegen § 201); oder, wenn wir die Er- 
zeugung einer Curve dritter Ordnung aus zwei projectivischen 
involutorischen Büscheln mit sich selbst entsprechendem 
Scheitelstrahl allgemein aussprechen, auf Grund von §313,9; etc. 
(Vgl. besonders auch die Kap. XIX und XX.) 

432. Elegelsohnitts- und Ereiseigenschaften. Wir geben 
nun Beispiele zu der Art und Weise, durch welche Eigen- 
schaften der Kegelschnitte aus denen des Kreises oder aus 
andern speciellen Eigenschaften der Kegelschnitte centralpro- 
jectivisch abgeleitet werden. 

B. l) Jede durch einen festen Punkt gezogene Gerade wird 
von einem Kegelschnitt und von seiner in Bezug auf diesen ge- 
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nommenen Polare harmonisch geteilt; die Tangenten in den Schnitt- 
punkten schneiden sich auf der Polaren. 

Es reicht hin, zu bemerken, dafs diese Eigenschaft ebenso 
wie ihre Reciproke projectivische Eigenschaften sind, und dafs sie 
für den Kreis Gültigkeit haben; in Folge dessen sind sie not- 
wendig für alle Kegelschnitte wahr. Alle Eigenschaften der Kreise, 
die von der Theorie der Pole und Polaren abhängen, gelten für 
Kegelschnitte überhaupt. 

2) Die auf die Doppelverhältnisgleichheit bezüglichen Eigen- 
schaften der Punkte und Tangenten eines Kegelschnittes sind pro- 
jectivischer Natur; sie gelten für alle Kegelschnitte, wenn sie für 
den Kreis bewiesen sind. Alle Eigenschaften des Kreises, welche 
aus ihnen hervorgehen, sind gleichmäfsig für alle Kegelschnitte 
wahr. Die Sätze von Pascal und Brianchon beispielsweise brauchen 
nur für den Kreis bewiesen zu werden, um allgemein gültig zu 
sein; die PascaFsche Linie wird in unendlicher Entfernung, der 
Brianchon' sehe Punkt als Mittelpunkt des Kreises projicirt, in 
welchen man den- gegebenen Kegelschnitt überführt. Beide Sätze 
nehmen eine so elementare Gestalt an, dafs sie des Beweises kaum 
noch bedürfen: Wenn in einem dem Kreise eingeschriebenen Sechseck 
zwei Paare gegenüberliegender Seiten parallel sind, so sind es 
auch die dritten; wenn in einem einem Kreise umgeschriebenen 
Sechsseit zwei Paare von Gegenecken in je einem Durchmesser 
liegen, so ist dies auch für das dritte Paar der Fall. 

3) Der Satz von Camot (§ 327) ist eine projectivische Eigen- 
schaft und braucht nur für den Fall des Kreises bewiesen zu 
werden, in welchem er deshalb evident ist, weil A1B2 . A^B^ 
= A^B^ . A^Bq^ etc. (Vgl. § 410.) Der Satz gilt ebenso und 
wird in derselben Art bewiesen für ein beliebiges Polygon. 

4) Umgekehrt können aus diesem Carnot'schen Satze die 
Eigenschaften des § 162 leicht abgeleitet werden; denn, wenn 
wir den Punkt G in unendlicher Entfernung voraussetzen, so ist 

A^ B2 . -a.j i>2 : A^ -Ö3 . A^ -D3 = A2 -Oj . A2 B^ : A2 B^ , A2 -03 , 

unter der Voraussetzung, dafs die Gerade A^B2 zu -^gj^i parallel ist. 

5) In zwei concentrischen Kreisen wird jede Sehne des einen, 
welche den andern berührt, im Berührungspunkte halbirfc. — In 
zwei Kegelschnitten, welche eine doppelte Berührung mit einander 
haben, wird jede Sehne des einen, welche den andern berührt, im 
Berührungspunkt und im Schnittpunkt mit der Berührungssehne har- 
monisch geteilt (§ 301, s). § 244, 2 ist ein specieller Fall dieses Satzes. 

6) Wenn drei concentrische Kreise gegeben sind, so wird 
jede Tangente des einen von den beiden andern in Punkten ge- 
schnitten, deren Doppelverhältnis constant ist. — Wenn drei Kegel- 
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schnitte einander in den nämlichen beiden Punkten berühren, so 
wird jede Tangente des einen von den andern beiden in vier 
Punkten geschnitten, deren Doppel Verhältnis' constant ist. 

Der erste Satz ist wegen der Unveränderlichkeit der vier 
Segmente evident; der zweite kann als eine Erweiterung der pro- 
jectivischen Teilung der Tangenten eines Kegelschnittes betrachtet 
werden. In derselben Weise können die Sätze des § 308 in Bezug 
auf D^oppel Verhältnisse in Kegelschnitten, welche sich doppelt be- 
rühren, unmittelbar bewiesen werden, indem man die Kegelschnitte 
als concentrische Kreise projicirt. 

7) Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben ist 
und zwei seiner Seiten durch feste Punkte gehen, so soll man die 
Enveloppe der dritten Seite bestimmen. (§ 309, 4.) 

Wenn wir die Verbindungsgerade der festen Punkte in unend- 
liche Entfernung und zugleich den Kegelschnitt in einen Kreis 
projiciren, so verwandelt sieh die Aufgabe in diese: Ein Dreieck 
ist einem Kreise eingeschrieben, und zwei seiner Seiten sind festen 
Geraden parallel; man soll die Enveloppe der dritten Seite be- 
stimmen. Diese Enveloppe ist ein concentrischer Kreis, weil der 
Winkel an der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Enveloppe 
ist demnach im allgemeinen Fall ein Kegelschnitt, welcher mit 
dem gegebenen eine doppelte Berührung in den beiden Punkten 
hat, welche in der Yerbindungsgeraden der gegebenen Punkte liegen. 

8) Die projectivischen Eigenschaften des in einen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks zu untersuchen (vgl. § 422). 

Nach den gegebenen allgemeinen Entwickelungen kann der 
Kegelschnitt in einen Kreis und zugleich das Viereck in ein Pa- 
rallelogramm projicirt werden. Für ein in einen Kreis eingeschriebenes 
Parallelogramm ist der Schnittpunkt der Diagonalen im Centrum 
des Kreises; denmach ist der Schnittpunkt der Diagonalen des in 
einen Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks der Pol der Geraden, 
welche die Schnittpunkte der Gegenseiten desselben verbindet. 
Für das dem Kreis eingeschriebene Parallelogramm liefern die in 
seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten Tangenten ein Viereck, 
dessen Diagonalen sich auch im Mittelpunkte des Kreises schneiden, 
indem sie zugleich die von den Diagonalen des eingeschriebenen 
Vierecks gebildeten Winkel halbiren; in Folge dessen gehen die 
Diagonalen des in einen Kegelschnitt eingeschriebenen und des 
entsprechenden umgeschriebenen Vierecks durch denselben Punkt 
und bilden ein harmonisches Büschel. 

9) Wenn viei» Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so 
ist der Ort seines Centrums ein Kegelschnitt, welcher durch die 
Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Vierecks hindurchgeht. — 
Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der 
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Ort des Pols einer festen Geraden ein Kegelschnitt, welcher zu 
den Endpunkten jeder Seite und dem Schnittpunkt der gegebenen 
Geraden mit derselben in ihr den vierten harmonischen Punkt 
bestimmt. 

10) Der Ort der Punkte, in welchen alle parallelen Sehnen 
eines Kreises in einem gegebenen Verhältnis geteilt werden, ist 
eine Ellipse, welche mit dem Kreise eine doppelte Berührung 
besitzt. (§ 172.) — Wenn man durch einen festen Punkt eine 
Gerade zieht, welche mit einem festen Kegelschnitt die Punkte 
A^ B gemein hat, und in ihr einen Punkt P so wählt, dafs das 
Doppelverhältnis der vier Punkte 0, A^ J5, P unveränderlich ist, 
so ist der Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, welcher mit dem 
gegebenen eine doppelte Berührung hat. 

433. Mit Hilfe der allgemeinen Definition der Brenn- 
punkte (§§ 195, 312) können Eigenschaften derselben projee- 
tivisch auf ihren allgemeinen Ausdruck gebracht werden. Hier 
ist aber stets eine imaginäre Projection oder, statt derselben, 
nach einer reellen Projection das Continuitätsprincip des § 431 
in Anwendung zu bringen. 

B. l) Wenn ein Kreis zwei gegebene Kreise stets berührt, 
so ist der Ort seines Centrums ein Kegelschnitt, welcher die Centra 
der gegebenen Kreise zu Brennpunkten hat (§ 209). — Wenn ein 
Kegelschnitt durch zwei feste Punkte geht .und zwei feste Kegel- 
schnitte stets berührt, welche auch durch diese Punkte gehen, so ist 
der Ort des Pols der Verbindungsgeraden dieser Punkte ein Kegel- 
schnitt, welcher dem Viereck eingeschrieben ist, das von den Ver- 
bindungsgeraden der gegebenen Punkte mit den in Bezug auf die 
beiden gegebenen Kegelschnitte genommenen Polen ihrer Ver- 
bindungslinie gebildet wird. 

Hier kommen gleichzeitig die folgenden verschiedenen Prin- 
cipien zur Anwendung: dafs alle Kreisß durch zwei feste Punkte 
in unendlicher Entfernung gehen; dafs das Centrum der Pol ihrer 
Verbindungslinie ist; dafs der Brennpunkt als der Schnittpunkt 
der von ihnen ausgehenden Tangenten der Curve betrachtet werden 
mufs; und dafs wir zur Ausdehnung unserer Schlüsse von ima- 
ginären auf reelle Punkte berechtigt sind. 

2) Wenn von einem Kegelschnitt ein Brennpunkt und zwei 
Punkte der Peripherie gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt 
der in diesen Punkten an ihn gezogenen Tangenten in einer festen 
Geraden (§ 204). — Wenn zwei Tangei^ten und zwei Punkte eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt der in diesen 
Punkten an ihn zu ziehenden Tangenten in einer festen Geraden. 
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3) Wenn ein Brennpunkt und zwei Tangenten eines Kegel- 
schnittes gegeben sind, so ist der Ort seines andern Brennpunktes 
eine Gerade. (Nach § 202.) — Wenn vier Tangenten und je ein 
fester Punkt in zweien derselben gegeben sind, so ist der Ort 
des Schnittpunktes der von diesen an den Kegelschnitt zu legenden 
Tangenten eine Gerade. 

Denn die zwei unendlich fernen Punkte eines Kreises liegen 
jeder in einer der vom ersten Brennpunkt ausgehenden Tangenten, 
und die von ihnen ausgehenden beiden andern Tangenten des 
Kegelschnittes schneiden sich im andern Brennpunkte. 

4) Wenn drei Tangenten einer Parabel gegeben sind, so geht 
der ihrem Dreieck umgeschriebene Kreis durch den Brennpunkt 
derselben. (§ 228.) — Zwei einem und demselben Kegelschnitt 
umgeschriebene Dreiecke haben ihre sechs Ecken auf einem und 
demselben Kegelschnitt. 

Denn der Brennpunkt bildet mit den absoluten Richtungen 
ein zweites der Parabel umgeschriebenes Dreieck. 

5) Der Ort des Centrums für einen Kreis, welcher durch 
einen festen Punkt geht und eine feste Gerade berührt, ist eine 
Parabel, welche den festen Punkt zum Brennpunkt hat. — Wenn 
eine Tangente und drei Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, 
so ist der Ort des Schnittpunktes der Tangenten in irgend zweien 
dieser Punkte ein Kegelschnitt, welcher dem von ihnen gebildeten 
Dreieck eingeschrieben ist. 

6) Wenn vier Tangenten eines Kegelschnittes gegeben sind, 
so ist der Ort seines Centrums die Gerade, welche die Mittel- 
punkte der Diagonalen des "Vierecks verbindet. — Wenn vier Tan- 
genten eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der Ort des Pols 
einer Geraden die Verbindungsgerade der Punkte, welche mit den 
Schnittpunkten der ersteren in den Diagonalen diese selbst har- 
monisch teilen. 

7) Aus unserer Definition der Brennpunkte ergibt sich, dafs 
der gemeinschaftliche Brennpunkt zweier Kegelschnitte als der 
Schnittpunkt gemeinschaftlicher Tangenten derselben angesehen 
werden mufs und demnach die im § 279 entwickelten Eigen- 
schaften eines solchen besitzt. Wenn zwei Kegelschnitte einen 
Brennpunkt und die zugehörige Directrix gemeinschaftlich haben, 
so müssen sie als solche Kegelschnitte betrachtet werden, die eine 
doppelte Berührung mit einander haben, und können daher als 
concentrische Kreise projicirt werden. 

8) Auch über die Beziehungen zweier Kegelschnitte führt 
die Methode der Projection mit grofser Leichtigkeit zu einer Pülle 
von Sätzen allgemeiner Natur. Wir projiciren beide Kegelschnitte 
so, dafs eine Seite ihres gemeinsamen Polardreiecks im Bilde 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 50 
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unendlich fern ist, beide also concentrisch werden. Sie haben 
dann im allgemeinen ein reelles gemeinschaftliches Paar con- 
jugirter Durchmesser — nur dann nicht, wenn sie Hyperbeln 
sind, deren Asymptotenpaare sich trennen (§ 300, 3) -r und vier 
reelle gemeinsame Punkte oder Tangenten, wenn sie einen solchen 
Punkt oder eine solche Tangente haben. "Wir nehmen an, dafs 
dies der Fall sei, und nennen a, &, c, d die gemeinsamen Tan- 
genten mit den Berührungspunkten J-j , ^g 5 -^n -^2 5 ^i^ ^2? -^n-^2 
bez. am ersten und zweiten Kegelschnitt; ferner J57, F, G^ H die 

gemeinsamen Punkte, und 61 , 63 ; /i , /2 ; ffi ? ^2 ? ^n ^2 ^^^ i^ ihnen 
an den ersten und zweiten Kegelschnitt gehenden Tangenten. Alle 
erwähnten Punkte liegen in Paaren auf einerlei Durchmesser 
J-^Cj, EG^ -^2^2 5 -^2^? ^^? -^lA ^^^ ^^ Parallelen zu den 
gemeinsamen conjugirten Durchmessern ^2-^2» -^-^i -^i-^u ^i-^n 
GH, C^D^', ÄiD^, EH, Ä^D^, B^C^, FG, B^C^-, die Geraden sind 
in Paaren parallel a^, c^; ft^, d^', e^ g^\ etc. oder sie schneiden 
sich in jenen Durchmessern. (§ 371, 10.) Nach diesen Belationen 
sind die Sätze des § 369 von den Kegelschnitten -Fund O evident, 
zugleich aber noch eine Menge anderer. 

Die vier gemeinschaftlichen Punkte liegen mit jedem Gegen- 
eckenpaar des umgeschriebenen Vierseits in einem Kegelschnitt; 
z. B. E, F, G, H, ai&i, c^d^. Die Geraden Ä^E, B^F, C^G, D^H 
berühren einen Kegelschilitt in -4^, B^, C^, T\ bez. Die Punkte A^, 
B^^A^^B^^ E,F und C^, D^^C^iJ^^i^t^ liegen je in einem Kegel- 
schnitt, und diese berühren sich in E und J^. Das erstere geschieht 
zwölfmal in der Figur, nämlich folgender Tabelle entsprechend, nach 
deren erster Gruppe aufser den vorangeführten auch A^B^A^B^GH, 
C^B-^^CgB^GH doppelt berührende Kegelschnitte sind: 



A^B,A,B^ 



A,1\A^D^ 
Bi C^ B2 C2 



EH 
FG 



EF A^C^A^C^ EG 

GH ' B^B^B^B^ FH 

Die dualistisch entsprechenden Sätze bildet man leicht. ^'^) 

434. Metrik der Projection. Strecken und Winkel, welche 
in der gegebenen Figur constant sind, sind es in einer Central- 
projection derselben im allgemeinen nicht. Es sind daher 
die Gesetze speciell zu untersuchen, nach welchen metrische 
Eigenschaften generalisirt werden können. Nach § 424 mufs 
erwartet werden, dafs dieselben mit den Ergebnissen der Theorie 
der Distanz in § 383 f. zusammenfallen. 

Zunächst ist die Projection einer Strecke mit ihrem Hai- 
birungspunkt eine Strecke, welche durch die Projection des- 
selben und den Fluchtpunkt der Geraden harmonisch geteilt 
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wird. Hiernach kann man im Bilde eine Scala construiren. 
Ferner bilden die Richtungen von zwei zu einander recht- 
winkligen Geraden mit den imaginären absoluten Richtungen 
ein harmonisches Büschel. Wenn also vier harmonische Punkte 
Ay By Cy D einer Geraden durch eine reelle oder imaginäre 
Projection so projicirt werden, dafs die Punkte A und C> die 
wir als reell oder als imaginär denken dürfen^ mit den zwei 
imaginären unendlich fernen Ereispunkten zusammenfallen^ 
so projiciren sich gleichzeitig beliebige durch die Punkte B 
und D gehende Gerade als die Schenkel eines rechten Winkels. 
Und umgekehrt: Wenn zwei Gerade zu einander rechtwmklig 
sind, so werden sie als Gerade projicirt, tvelche die Verhindungs- 
linie der beiden festen Tunkte harmonisch teilen, die als die Pro- 
jectionen der absoluten Richtungen erscheinen. 

Die Projection eines Linienpaares mit seinen Winkel- 
halbirenden ist daher ein Linienpaar und das harmonische 
Paar, welches dasselbe mit den Projectionen der Strahlen der 
absoluten Richtungen gemeinsam hat. Hiernach kann in der 
Projection eine Winkelscala construirt werden. ^ Nehmen mr 
die Projectionen der unendlich fernen imaginären Kreispunkte als 
die absoluten Elemente der Metrik, nach welcher wir die proji- 
cirten Gebilde messen, so übertragen sich alle metrischen Gröfsen 
unverändert^ nicht aber im allgemeinen, wenn wir dieselbe Messu/ng 
in Original und Bild anwenden. Man erhält durch Projection 
nicht die allgemeinste Metrik, sondern nur die der parabo- 
lischen Geometrie (§ 394). 

B. l) Die Tangente eines Kreises ist rechtwinklig zum Radius 
des Berührungspunktes. — Jede Sehne eines Kegelschnittes wird 
durch eine Tangente desselben und durch die Verbindungsgerade 
ihres Berührungspunktes mit dem Pol der gegebenen Sehne har- 
monisch geteilt. (§ 157.) 

Denn sobald wir die Sehne des Kegelschnittes als in die 
unendlich ferne Gerade der Ebene eines Kreises projicirt voraus- 
setzen, so erscheinen die Punkte, in welchen dieselbe den Kegel- 
schnitt schneidet, als die absoluten Richtungen und der Pol der 
Sehne als das Centrum des Kreises. 

2) Jede durch den Brennpunkt eines Kegelschnittes gehende 
Gerade ist rechtwinklig zu der Verbindungsgeraden ihres Pols 
mit dem Brennpunkte. (§ 204.) — Jede Gerade durch einen festen 

50* 
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Punkt bildet mit den beiden von ihm ausgehenden Tangenten 
eines Kegelschnittes und der Verbindungslinie desselben mit ihrem 
eigenen Pol in Bezug auf diesen ein harmonisches Büschel. 

Denn die vom Brennpunkt ausgehenden Tangenten des Kegel- 
schnittes sind die Verbindungsgeraden des Brennpunktes mit den 
absoluten Eichtungen. 

3) Nach § 433, 6) können wir den Ort des Pols einer 
Geraden in Bezug auf ein System confocaler Kegelschnitte be- 
stimmen; denn die Brennpunkte bestimmen, heifst ein dem Kegel- 
schnitt umgeschriebenes Viereck angeben, welches die Verbindungs- 
gerade der Brennpunkte zu einer Diagonale hat. In Folge dessen 
ist der vierte harmonische Punkt zu dem Schnittpunkt der ge- 
gebenen Geraden mit der zwischen den Brennpunkten enthaltenen 
Strecke ein Punkt des gesuchten Ortes. Die andere Diagonale 
ist die unendlich ferne Gerade, und ihre Endpunkte sind die 
absoluten Eichtungen; demnach ist der gesuchte Ort zur gegebenen 
Geraden rechtwinklig und somit vollkommen bestimmt. 

4) Zwei confocale Kegelschnitte schneiden einander unter 
rechten Winkeln. — Wenn, zwei Kegelschnitte demselben Viereck 
eingeschrieben sind, so teilen die beiden in jedem ihrer Schnitt- 
punkte zu ziehenden Tangenten derselben jede Diagonale des um- 
geschriebenen Vierseits harmonisch. 

Wir bemerken, dafs der letztere Satz ein Fall von dem reci- 
proken Satze zu § 301, 6) ist. 

5) Der Ort des Schnittpunktes solcher Tangentenpaare eines 
Centralkegelschnittes, welche sich rechtwinklig schneiden, ist ein 
Kreis aus dem Centrum desselben. — Wenn man von zwei Punkten 
iP, Z), welche eine gegebene Strecke ÄC harmonisch teilen, Tan- 
genten an einen Kegelschnitt construirt, so ist der Ort ihres 
Schnittpunktes ein durch die Punkte Ä^ C gehender Kegelschnitt, 
in welchem diese Gerade denselben Pol hat wie in jenem. 

Der Satz kann auch so ausgesprochen werden: Der Ort eines 
Punktes 0, für welchen seine Verbindungsgerade mit dem Pol der 
festen Geraden A durch den festen Punkt C geht, ist ein durch 
die Punkte Ä und C gehender Kegelschnitt. Alsdann ist seine 
Eichtigkeit direct daraus ersichtlich, dafs wir das Doppelverhältnis 
des von vier beliebigen Lagen der Geraden CO gebildeten Büschels 
als mit dem des Büschels übereinstimmend erkennen, welches die 
vier entsprechenden Lagen von ÄO bilden. (§ 334, 1.) 

6) Der Ort des Schnittpunktes der Tangenten einer Parabel, 
die einander rechtwinklig schneiden, ist die Directrix. — Wenn 
in dem allgemeinen Satze 5) die Gerade Ä C den gegebenen Kegel- 
schnitt berührt, wird der Ort des Punktes die Gerade, welche 
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die Berührungspunkte der von- A and C ausgebenden Tangenten 
des Eegelscbnittes verbindet. 

7) Der Kreis, welcber einem in Bezug auf eine gleichseitige 
Hyperbel sich selbst conjugirten Dreieck umgeschrieben ist, geht 
durch das Centrum der Curve. (§ 179, 4.) — Wenn zwei Dreiecke 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt sich selbst conjugirt sind, 
so liegen ihre sechs Eckpunkte auf einem Kegelschnitt. (§ 312,2; 
§ 361, 3.) • 

Die Schnittpunkte der gleichseitigen Hyperbel mit der un- 
endlich fernen Geraden sind in Bezug auf die imaginären Kreis- 
punkte derselben harmonisch conjugirt; das von ihnen mit dem 
Centrum gebildete Dreieck ist also ein Polardreieck der Curve. 
Durch Reciprocität ergibt sich, dafs die Seiten von zwei in Bezug 
auf einen Kegelschnitt sich selbst conjugirten Dreiecken einen 
Kegelschnitt berühren. 

8) Wenn durch einen beliebigen Punkt eines Kegelschnittes 
zwei Gerade rechtwinklig zu einander gezogen werden, so geht 
die Sehne, welche ihre Endpunkte in der Curve verbindet, stets 
durch einen festen Punkt. (§ 207.) — Wenn durch einen be- 
liebigen Punkt eines Kegelschnittes ein harmonisches Büschel gelegt 
wird, in welchem zwei Strahlen unveränderlich sind, so geht die 
die Endpunkte der jedesmaligen beiden andern Strahlen verbin- 
dende Sehne stets durch einen festen Punkt. 

Dasselbe Ergebnis lautet, anders ausgedrückt: Wenn zwei 
Punkte a, c eines Kegelschnittes gegeben sind, und {ahcd) eine 
harmonische Gruppe ist, so geht die Gerade hd stets durch einen 
festen Punkt, nämlich durch den Schnittpunkt der Tangenten 
des Kegelschnittes in a und c. Denn die Tangente des Kegel- 
schnittes muTs im Punkte a die Gerade })d m dem vierten har- 
monischen Punkte zu dem Punkte K schneiden, welchen ac mit 
ihr gemein hat, weil (a.ahcd) ein harmonisches Büschel ist; und 
das nämliche gilt von der Tangente in c, so dafs diese Tan- 
genten hd in demselben Punkte schneiden müssen. Als ein spe- 
cieller Fall dieses Satzes erscheint der folgende: Wenn durch einen 
festen Punkt eines Kegelschnittes zwei Gerade so gezogen werden, 
dafs sie mit einer festen Geraden gleiche Winkel bilden, so geht die 
Sehne, welche ihre Endpunkte verbindet, durch einen festen Punkt. 

435. Zwei Strahlen, welche einen constanten Winkel 

einschliefseil, bilden mit den Strahlen absoluter Richtung aus 

ihrem Schnittpunkt ein constantes Doppelverhältnis (§ 387). 

Daher beschreiben die Projectionen der beiden Schenkel eines 

sich in seiner Ebene um einen Scheitel drehenden constanten 

Winkels projectivische Büschel, deren Doppelstrahlen nach 
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dem absoluten Punktepaar der Projection gehen. Dieses Ab- 
solute der Bildebene wird also auf der Fluchtlinie der Original- 
ebene durch jede Projection einer Rechtwinkelinvolution definirt. 

Umgekehrt kann jede Strahlinvolution, reell oder imaginär, 
in eine Bechtwinkelinvolution und gleichzeitig eine gegebene Gerade 
ihrer Ebene in unendliche Entfernung prqjicirt werden (§ 96). 
Man hat das Centrum auf einem gewissen Kreis zu wählen, 
der die Gerade als Mittelnormale hat (vgl. § 429). Es können 
überhaupt irgend zwei gegebene Winkel gleichzeitig in Winkel 
von gegebenen Gröfsen projicirt werden, denn die Strecke, 
welche jeder von ihnen auf der gegebenen Geraden, d. h. der 
Fluchtlinie r abschneidet, wird von allen Punkten einer gewissen, 
die Endpunkte der Strecke enthaltenden Kugel unter vor- 
geschriebenem Winkel gesehen; reelle Projectionscentra gibt 
es aber nur, wenn die Strecken in einander greifen. 

Dieselbe Construction kann aber dazu dienen, zwei ge- 
gebene concentrische Strahleninvolutionen, reell oder imaginär, 
gleichzeitig in symmetrische zu projiciren. Denn, denken wir 
uns die beiden Paare der Doppelstrahlen bestimmt, so sind 
diese nur gleichzeitig in Rechtwinkelpaare zu projiciren. In 
den symmetrischen Involutionen sind die Strahlen absoluter 
Richtung einander zugeordnet (§ 96). 

B. l) Der in demselben Segment eines Kreises enthaltene' 
Winkel ist constant. Dieser Satz ist, wie der gegenwärtige Artikel 
lehrt, die von der Doppelverhältnisgleichheit von vier Punkten, 
eines Kreises angenommene Form für den Fall, wo zwei dieser 
Punkte in unendlicher Entfernung sind. 

2) Die Enveloppe derjenigen Sehnen eines Kegelschnittes, 
welche einen constanten Winkel am Brennpunkt spannen, ist ein 
Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen Kegelschnitt den Brenn- 
punkt und die Directrix gemein hat. (§ 313, 3.) — Wenn die von 
dem Punkte gezogenen Tangenten mit dem Kegelschnitt die 
Punkte T, T' gemein haben, und zwei Punkte Ä und B in dem- 
selben so gewählt werden, dafs das Doppelverhältnis (0 . Ä TB T') 
constant ist, so ist die Enveloppe der Sehne AB ein Kegelschnitt, 
welcher den gegebenen in den Punkten T, T' berührt. 

3) Der Ort des Schnittpunktes derjenigen Tangenten einer 
Parabel, die einander unter gegebenem Winkel schneiden, ist eine 
Hyperbel, die mit der Parabel den Brennpunkt, und die Directrix 
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gemein hat. — Wenn eine begrenzte Gerade ÄB^ welche einen 
Kegelschnitt berührt, von zwei Tangenten desselben nach con- 
stantem Doppelverhältnis geteilt wird, so ist der Ort ihres Schnitt- 
punktes ein Kegelschnitt, der den gegebenen in den Berährungs- 
pimkten der von J, B ausgehenden Tangenten berührt. 

4) Wenn durch den Brennpunkt eines Kegelschnittes eine 
Linie gezogen wird, welche mit einer Tangente desselben einen 
gegebenen Winkel einschliefst, so ist der Ort des Punktes, in 
welchem sie dieselbe schneidet, ein Kreis. — Wenn eine veränder- 
liche Tangente eines Kegelschnittes zwei feste Tangenten in T, T' 
und eine feste Gerade in M schneidet, und ein Punkt P in ihr 
so bestimmt wird, dafs das Doppel Verhältnis (PTMT') constant 
ist, so ist der Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, welcher durch 
die Punkte geht, in denen die festen Tangenten die feste Gerade 
schneide!;!. (§ 304, 3.) 

5) Ein Specialfall von 4) ist: Der Ort des Punktes, in welchem 
der von zwei festen Tangenten eines Kegelschnittes in einer ver- 
änderlichen Tangente desselben bestimmte Abschnitt in einem 
gegebenen Verhältnis geteilt wird, ist eine Hyperbel, deren 
Asymptoten den festen Tangenten parallel sind. v 

6) Wenn von einem festen Punkt die Gerade gezogen wird, 
welche einen gegebenen Kreis im Punkte P schneidet, und an 
sie der constante Winkel TPO angetragen wird, so ist die En- 
veloppe des neuen Schenkels TP ein Kegelschnitt, welcher den 
Punkt zum Brennpunkt hat. — Wenn das Doppelverhältnis 
eines Büschels, von welchem drei Strahlen durch feste Punkte 
gehen, gegeben ist, und der Scheitel desselben sich auf einem 
durch zwei dieser Punkte gehenden gegebenen Kegelschnitt bewegt, 
so umhüllt der vierte Strahl desselben einen Kegelschnitt, welcher 
die Verbindungsgeraden dieser zwei Punkte mit dem dritten festen 
Punkt berührt. 

7) Ein Specialfall von 6) ist: Wenn zwei feste Punkte Ä 
und B eines Kegelschnittes mit einem veränderlichen Punkte P 
desselben durch Gerade verbunden werden, und der von den Ver- 
bindungslinien in einer festen Geraden bestimmte Abschnitt in 
dem Punkte M in einem gegebenen Verhältnis geteilt wird, so 
ist die Enveloppe der Geraden PM ein Kegelschnitt, welcher die 
durch A imd B gezogenen Parallelen zu der festen Geraden berührt. 

8) Wenn man an die um den festen Punkt sich drehende 
Gerade OP in ihrem Schnittpunkt P mit einer festen Geraden 
den cons tauten Winkel TPO anträgt, so ist die Enveloppe seines 
neuen Schenkels PT eine Parabel, welche den Punkt zum Brenn- 
punkt hat. — Wenn das Doppelverhältnis eines Büschels, von 
welchem drei Strahlen durch feste Punkte gehen, gegeben ist. 
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und sein Scheitel sich längs einer festen Geraden bewegt, so ist 
die Enveloppe des vierten Strahles ein Kegelschnitt, der die drei 
Seiten des von den gegebenen Punkten gebildeten Dreiecks berührt. 

9) Die von einem beliebigen Punkte zu einem System con- 
focaler Kegelschnitte gezogenen Tangenten machen mit zwei festen 
Geraden gleiche Winkel. (§ 247.) — Die von einem beliebigen 
Punkte zu einem System von demselben Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitten gezogenen Tangenten schneiden jede Diagonale des 
Vierecks in einer Involution, welcher die Endpunkte der Diagonale 
als ein Paar conjugirter Punkte angehören. (§ 301.) 

436. Farallelprojection. Wenn das Projeetionscentrum 
in unendliche Entfernung rückt; so gehen die Strahlen des 
projicirenden Bündels in parallele Strahlen über, deren Richtung 
gegenüber der Bildebene angegeben werden mufs. Legt man 
durch alle Punkte der Begrenzung einer Figur Strahlen einer 
Richtung, so bilden sie einen projicirenden Cylinder und jeder 
Querschnitt desselben heifst eine Parallelprojedion der Figur (§ 1). 

Die gebräuchlichste Projectionsrichtung ist die zur Bild- 
ebene normale. Die Fufspunkte der von den Punkten der Be- 
grenzung einer Figur gefällten Perpendikel bilden die Ortho- 
gonalprojection derselben. Die entsprechenden Figuren haben 
nicht nur unveränderten projectivischen Character, sondern 
auch gewisse metrische einfache Beziehungen. 

Parallele Strahlen hohen parallele Prqjecäonen. Die ge- 
gebene Strecke und ihre Projection sind den Seiten eines 
Dreiecks gleich, dessen Winkel nur durch die Neigungen der 
Strecke und der Projectionsrichtung gegen die Bildebene be- 
stimmt sind. Parallele Strecken stehen zu ihren Parallelprojectionen 
in constantem Verhältnis. Insbesondere ist die Orthogonal- 
projection einer Strecke das Product der Strecke in den Cosinus 
des von ihnen eingeschlossenen Winkels. Wie die in der Bild- 
ebene selbst liegenden Strecken nicht geändert werden, so ist 
die Projection jeder mir Bildebene parallelen StrecJce ihr gleich. 

Der Flächeninhalt einer ebenen Originalfigur steht m dem 
ihrer Parallelprojection in einem constanten Verhältnis, Setzen 
wir die Ordinaten der Figur und ihrer Projection rechtwinklig 
zur Schnittlinie ihrer Ebenen voraus, so setzen sich beide 
Flächen aus Parallelstreifen von je gleicher Breite zusammen, 
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deren Höhen in einem coüstanten Verhältnis stehen, das nur 
von den Neigungen der Ebene und der Projectionsrichtung 
abhängt. Nach der Methode des XIII. Kapitels (§ 254) folgt 
die gleiche Proportionalität der ganzen Flächen. Die Fläche 
der Orthogonalprojection ist gleich der Originalfläche, mul- 
tiplicirt mit dem Cosinus des Winkels der Ebenen. 

Bringt man die ebenen Figuren durch Drehung der einen 
um die Schnittlinie ihrer Ebenen in dieselbe Ebene (§ 424)^ 
so erhält man den speciellen Fall der centrischen Lage col- 
linearer Systeme, bei welchem das CoUineationscentrum un- 
endlich fern ist. Wir haben sie in § 100 als Affinität bezeichnet. 
Die Affinität zwischen der Umlegung des Originals und der 
Orthogonalprojection wird man selbst orthogonal nennen, weil 
die Affinitätsrichtung zur Collineationsaxe normal ist. 

Diese Affinität geht in schiefe bez. orthogonale Symmetrie 
zur Axe über, wenn die Richtung der projicirenden Strahlen 
der Halbirungsebene des Drehungswinkels zwischen beiden 
Ebenen angehört. Gehört die Richtung dagegen der Hal- 
birungsebene des Nebenwinkels an, so wird die Affinitäts- 
richtung mit der Axenrichtung identisch, und man erhält 
flächengleiche Systeme (§ 100). 

437. Jede Ellipse kann orthogonal in einen Kreis projicirt 
werden. Wir wählen die Projectionsebene so, dafs ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Axe 
dieser letzteren parallel ist und zugleich so, dafs der Cosinus 
des von den beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem 
Verhältnis 6 : a der kleinen Axe zur grofsen Axe gleich ist. 
Alsdann bleiben alle zur kleinen Axe parallelen Sehnen der 
Ellipse unverändert in der Projection, während alle der grofsen 
Axe parallelen Sehnen in dem Verhältnis b:a verkürzt werden; 
folglich wird die Projection ein Kreis vom Radius b. (§ 172.) 
Die rechtwinkligen Durchmesserpaare des Kreises liefern die 
conjugirten der Ellipse. (§ 183.) Dabei kann ein Brennpunkt 
an eine beliebige Stelle des Kreisinnern projicirt werden. 

Da bei Parallelprojectionen keine im Endlichen gelegenen 
Geraden in die unendlich ferne projicirt werden, so sind alle 
Querschnitte eines Kreiscylinders Ellipsen (oder zwei Mantel- 
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linien etc.). Durch Parallelprajection wird die Gattung des Kegel- 
schnittes nicht geändert. Auch entsprechen sich in Original 
und Bild die Mittelpunkte. 

B, l) Untersuchung des Ausdrucks in § 183, 7) für den 
Badius des Kreises, der einem in einen Kegelschnitt eingeschriehenen 
Dreieck umgeschriehen ist.^^^) 

Bekanntlich gilt die Relation 2 FE = ?i^2^3) wenn R diesen 
Radius, ^F den Flächeninhalt des Dreiecks, lil2h ^^^® Seitenlängen 
desselben bezeichnen. Projiciren wir dann die Ellipse in einen 
Kreis vom Radius 6, so gilt, weil dieser Kreis als der umge- 
schriebene Kreis des projicirten Dreiecks erscheint, die Relation 
2F'b = lil^l^' Wenn wir nun die den Seiten dieses Dreiecks 
parallelen Halbmesser der Ellipse durch h\ h'\ &'" bezeichnen, 
80 gelten die Proportionen l^ : l^ = hih\ l^ \l2=^h -, h'\ l^ : l^ 
= h : &"'. Es steht ferner F' zum Inhalt des Kreises 6, also 
7tb^^ in demselben Verhältnis, wie F zum Inhalt der Ellipse von 
den Halbaxen a und 6, also jraft; demnach ist F' : F = h : a. 
Alles dies gibt die Relation 

6 : i? « ^'}^ : ^4i = «&' ' h'h"b''\ oder B = — ^' • 
2jp 2Jt ab 

2) Gute weitere Beispiele liefern die Probleme von der 
kleinsten einem Dreieck umgeschriebenen und der gröfsten ihm 
eingeschriebenen Ellipse, etc. Jene geht in den umgeschriebenen 
Kreis Über für ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecktangenten 
zu den Gegenseiten parallel sind; und dies letztere gilt auch für 
die Projection. 

3) Man schreibe einer Ellipse ein convexes «-Eck P^P^P^. .. . 
ein, dessen Seiten am Brennpunkt F gleiche Winkel PiFP2 = P2FP^ 
= etc. spannen, und projicire die Ellipse orthogonal in einen 
Kreis. Die Projection P^P^P^ . . . des w-Ecks heifst ein har- 
monisches Kreispolygon in Bezug auf den Punkt F, d. h. ein solches, 
dessen Seiten ihren Abständen von dem festen Punkt F' pro- 
portional sind. 

Denn ziehen wir in Pj, Pg die Tangenten PjjT, P^T an die 
Ellipse, so ist P^T' = P^T\ also verhalten sich die Abstände 
der Seiten P^P^, ^z^i von T wie sin T'P/Pg' : sin T'P/P/ 
= sin P/Pg'Pg' : sin Pg'P/Pg' == P/P2' : P3'P2', aber auch wie die 
analogen Abstände von F\ weil F'P^i" ebenso wie FP^T in 
einer Geraden liegen. 

4) Jedem harmonischen Kreispolygon kann eine Ellipse ein- 
geschrieben werden. Denn auf der in 3) benutzten Ellipse er- 
zeugen die Schenkel eines sich um F drehenden constanten Winkels 
projectivische Reihen von Schnittpunkten P^P^P-^.,, und P2PSP4 
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Bie Verbindungslinien entsprechender Punkte, d. h. die Polygon- 
Seiten umhüllen einen doppeltberührenden Kegelschnitt (§ 309). 
Die Berührungspunkte liegen auf den Strahlen absoluter Richtung 
von Fy also hat der Kegelschnitt mit dem ersten den Brennpunkt F 
und die Directrix gemeinsam. 

438. Orthogonalsystem im Bündel. Auch die geometrische 
Verwandtschaft der Polarreciprocität läfst sich in fruchtbarer 
Weise mit dem Process der Projection durch geradlinige Strahlen 
aus einem Centrum auf eine Ebene verbinden in dem spe- 
ciellen Falle, wo die Directrix ein Kegelschnitt von der Glei- 
chungsform x^ -^ y^ '\' z^ = 0f d. h. ein aus dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten mit dem Radius i beschriebener 
Kreis. Es ist dies der wichtige Fall, wo die polarreciproken 
Gleichungen identisch sind, aber dualistisch interpretirt werden 
(§ 465). Die Gleichung der Polare des Punktes x' \ y' oder 
P ist xx' + yy' -f- 1 == 0; man construirt sie wie folgt: Man 
bildet aus dem Vector FO^ des Pols und der Einheit z als 
Katheten ein rechtwinkliges Dreieck F0^{0) und schneidet den 
erstem durch das im Endpunkt (0) der letzten auf seiner 
Hypotenuse ((y)P errichtete Perpendikel; die im Schnittpunkt 
P' auf dem Vector errichtete Normale p ist die Polare von P. 

Dies Verfahren ist einer einfachen stereometrischen Ver- 
anschaulichung fähig. Denken wir uns das Dreieck P(0)P' 
um PF' aufgerichtet, bis 0^0 = 0^ (0) auf der Bildebene 
senkrecht ist, so ist die durch p und gelegte Ebene nor- 
mal zur Geraden OF, Wird also in det' Entfernung Eins vom 
Centrum der Reciprocität auf der Normale ihrer Ebene ein Fro- 
jectionscentrum angenommen^ so sind der Sehstrahl OF eines Fols 
und die projicirende Ebene Op seiner Folare normal zu einander. ^'') 

Ordnet man nun in einem Bündel den Strahlen ihre 
Normalebenen als entsprechend zu, so nennt man die Gesammt- 
heit solcher Elementenpaare ein Orthogonalsystem. Interpre- 
tiren wir die Coordinaten x\y\z aber im Bündel, so stellt 
^ ^ y2 _j_ ^2 __ Q eineji imaginären Kegel dar, in Bezug auf 

welchen der Strahl OF und die Ebene Op als polarconjugirte 
Elemente zusammengehören, wie der Punkt P und die Gerade^ 
in Bezug auf den Querschnitt des Kegels mit der Bildebene, 



796 XXII. Von der Methode der Projection. 439. 

Das Ortbogonalsystem ist also eine Polarreciprocitat mit dem 
Eegel als Directrix. 

Endlich aber kann dieser Kegel auch als die aus als 
Mittelpunkt beschriebene Ktigel vom Eadim NuU bezeichnet 
werden. In der Tat liegt in jeder durch 00^ gelegten Ebene 
ein Mantellinienpaar des Kegels^ welches nach den absoluten 
Richtungen dieser Ebene geht, somit als ein Nullkreis gilt 
(§ 103); denn die Mantellinien schneiden auf den Schenkeln 
0^0 j P'P eines rechten Winkels Segmente von den Längen 
1 und i ab. Durch Drehung dieser Querschnitte um 00^ ent- 
steht aber ein Kegel absoluter Richtungen oder eine Nullkugel. 

' B. 1) Jeder Eegel zweiten Grades kann definirt werden als 
Directrix eines Polarsystems im Bündel. Man hat in der Tat nur 
das ebene Polarsystem, welches einen seiner Querschnitte definirt, 
aus seinem Centrum zu projiciren. Zwei concentrische Kegel haben 
ein gemeinsames harmonisches Polartripel. 

2) Ein Kegel zweiten Grades besitzt drei zu einander recht- 
winMige Axen. Denn das ihn definirende Polarsystem hat mit dem 
Orthogonalsystem an seinem Scheitel ein harmonisches Polartripel ge- 
meinsam, dessen Strahlen zu den entsprechenden Ebenen normal sind. 

3) Das concentrische Orthogonalsystem ordnet einem Kegel 
zweiten Grades einen normalen Kegel zweiten Grades zu, dessen 
Mantellinien die Normalen der Tangentialebenen des ersten sind. Die 
Querschnitte beider Kegel sind polarreciproke Curven in Bezug auf den 
Fufspunkt des vom Kegelscheitel auf die Ebene gefällten Perpendikels. 

4) Die beiden Parallelebenen durch zu den Kreisschnitt- 
ebenen enthalten Bechtwinkelinvolutionen harmonischer Polaren 
in Bezug auf den Kegel. Das Orthogonalsystem ordnet ihnen 
zwei Strahlen mit Rechtwinkelinvolutionen harmonischer Polar- 
ebenen in Bezug auf den normalen Kegel zu. 

5) In jedem Kegel zweiten Grades gibt es zwei FocalstroMen^ 
d. h. Strahlen, deren jeder einen Brennpunkt aller zu ihm nor- 
malen Querschnitte enthält. Denn sind die Strahlen die Träger 
von Rechtwinkelinvolutionen im Bündel, so haben ihre Fufspunkte 
in Normalebenen dieselbe Eigenschaft (§ 195). Die Focalstrahlen 
sind die Normalen der Kreisschnittebenen des normalen Kegels. 

439. Methode der EreisscheiteL Da im Vorigen der 
Directrixkreis und das Projectionscentrum sich gegenseitig 
bestimmen, so kann man die zu Grunde liegende Betrachtungs- 
weise dahin aussprechen, dafs überhaupt ein Kreis vom Mittel- 
punkt M und dem Radius r in der JEbene E durch zwei 
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Punkte S und S' im Räume dargestellt oder bestimmt werden 
kann, welche in den durch MS = MS' = — r^ gegebenen 
Distanzen MS = — MS' von M in der in M auf E errich- 
teten Normale liegen. Sie sind offenbar für jeden reellen 
Kreis imaginär und für jeden imaginären reell und zwar sind 
sie als zu jedem Paar von Durchmesserendpunkten associirte 
Punkte zu characterisiren (§ 96). Daher wird man dieselben 
auch die associirten Punkte oder die Scheitel des Kreises nennen. 
Also sind die Scheitel auch als die Mittelpunkte der Kugeln vom 
Badius Ntdl aneusehen, von welchen der gegebene Kreis der Quer- 
schnitt ist. Denn ist X ein Punkt des Kreises, so hat man 
MX^ = - MS\ und offenbar SX^ = MZ' + MS^ = 0, d. h. 
die Scheitel haben von jedem Punkte des Kreises den Ab- 
stand Null. 

Die Beziehungen von Kreisen in der Ebene lassen sich 
nun an den räumlichen Beziehungen zwischen ihren Scheiteln 
studiren. Der Hauptsatz dieses Übertragungsprincips lautet: 
Die Entfernungen istvischen den Scheiteln zweier Kreise sind gleich 
den Längen ihrer gemeinsamen Tangenten, Bezeichnen wir die 
auf der einen Seite der Ebene gelegenen Scheitel von Kreisen 
{Si) mit Si, ihre symmetrischen mit S/, so ist S1S2 oder 
S1S2 gleich den innern, ^i^^g' oder iS//S2 gleich den äufsem 
Tangenten von (S^) und (S2). Denn ihre Quadrate sind gleich 
dem Quadrat der Centraldistanz c, vermehrt um das Quadrat 
der Differenz bez. Summe der Normalen der Scheitel oder 
auch vermindert um das Quadrat der Differenz bez. Summe 
der Kreisradien (§ 129). 

B. Das ApoUonische Problem (§ 133). 

Setzen wir zuerst die Mittelprmktscoordinaten und Badien der 
drei gegebenen Kreise /S'uÄ'gj/S's des Problems gleich cik\ßk\i{^ — yk) 
für z als eine Constante, so sind die Gleichungen derselben 

(x - a,f + («/ - ß,y + {,- y,y = 0, 

und der Apollonische Kreis (8) hat die Gleichung 

(x - uY + (y- ßy -{-(z- yY = 0, 

wenn a | /S | i (^r — y) seinen Mittelpunkt und Radius bestimmen. Die 
Bedingungen z. B. der inneren Berührung zwischen ihm und jenen sind 

(« - «*)* + (|3 - ß,f + (y - y,f = 0, 
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denn diese Gleichungen sagen aus, dafs die Längen der äufsem 
gemeinsamen Tangenten zwischen ihm und jenen Null sind. 

Zur Elimination der a, /3, y zwischen den drei Bedingungen 
und der Gleichung des Apollonischen Kreises führt dann folgende 

Überlegung. Es ist 88^ = 0, wenn die inneren gemeinsamen 

9 

Tangenten, und 88^ = 0, wenn die äufseren gemeinsamen Tan- 
genten der Kreise die Länge Null haben; jenes ist also die Be- 
dingung der äufseren, dieses die Bedingung der inneren Berührung. 
Den Apollonischen Kreis suchen heifst daher nichts anderes als: 
diejenigen Kugeln vom Radius Null bestimmen, welche von jedem 
der drei gegebenen Kreise einen Scheitel enthalten. 

Nun besteht aber zwischen den Distanzen vOn fünf Punkten 
im Räume eine Relation, welche sich von der in § 140, l für 
vier Punkte der Ebene gegebenen nur dadurch unterscheidet, dafs 

2 2 2 2 

der Saum 1, 16,25,35,45,0 rechts und unten hinzutritt, 
also die Relation in B. 2 a. a. 0. ; wenn dann der fünfte der Punkte 
das Centrum einer durch die vier ersten gehenden Kugel vom 

Radius Null ist, so dafs 15, 25, 35, 45 sämmtlich Null sind^ so 
kommt man zu der am Schlufs des B. 2 a. a. 0. gefundenen Re- 
lation, welche die Beziehung zwischen den Längen der gemein- 
samen Tangenten von vier Kreisen ausdrückt, die von demselben 
fünften Kreis berührt werden; hier also erscheint sie als eine 
Relation zwischen den gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten 
einer Kugel vom Radius Null. Die irrationale Form derselben 

23.14 + 31.24+12.34 = führt wegen 

23_= y{{a, - a,y + (ß, - ß,y + (y, - y,y}, etc.; 

14 = V{(x^ «i)^ + (y- ß^y + (^ - y^y } , etc., 

wonach 23, 31, 12 die Längen der äufseren gemeinsamen Tan- 
genten der bezeichneten Kreispaare sind, direct zu der Gleichung 
von Casey in § 140 

23 . l/^ + 31 . }/ä^ + 12 . |/6^3 = 0, 

welche zwei der Berührungskreise ausdrückt. 

Der geometrische Sinn dieser Lösung ist, dafs die Querschnitte 
der Projectionsebene mit den beiden Nullkugeln (8) und (Ä'), 
welche durch die Scheitel 8^, /Sg, 8^ oder durch /S/, /Sg', 8^ bez. 
gehen, zwei der Apollonischen Kreise sind. 

Und die Construction von Gergonne ergibt sich daraus in 
folgender Weise. Die Geraden /Sj/Sg, 8^8^, 8^8^^ schneiden die 
Ebene der drei Kreise in ihren äufseren Ähnlichkeitspunkten, die 
in der Schnittlinie derselben mit der Ebene der drei Scheitel 8^828^ 
als der bezüglichen Ähnlichkeitsaxe liegen. Die Gerade 88' schneidet 
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dieselbe £ildebene in einem von 8^^ 8^^ 8^ gleich weit entfernten 
Punkte, also in einem Punkte gleicher Tangentenlängen zu den 
gegebenen Kreisen oder im Radicalcentrum B derselben. Dafs die 
Punkte 8, 8' von jedem Punkte der vorerwähnten Ähnlichkeitsaxe 
gleichen Abstand haben, sagt weiter aus, dafs die Tangenten von den 
Punkten der Ähnlichkeitsaxe an die erhaltenen Apollonischen Kreise 
gleichlang sind, oder dafs sie die Eadicalaze derselben sein mafs. 

Da endlich die Kreise 8 und 8^ sich berühren müssen, so 
haben die entsprechenden Kugeln vom Radius Null (8) und (8^) 
in allen Punkten der Geraden /S/Sj 'Berührung mit einander; somit 
liegen die Berührungspunkte des Kreises 8^^ mit den beiden Apollo- 
nischen Kreisen 8 und 8' in der Ebene 8^8 8' E^ welche auch die 
Normale zur Ebene 8^828^ im Punkte 8^ enthält. Daher ist ihre 
Schnittlinie mit der Bildebene die Gerade, die das Radicalcentrum 
E mit dem Pol der Ähnlichkeitsaxe in Bezug auf den KxeiB Eins 
verbindet; denn jene Normale ist die Polare der Ähnlichkeitsaxe 
in Bezug auf die Nullkugel Eins.^''®) 

440. Methode der räumlichen Kepräsentation. Cyklo- 
graphie. '^^) Die vorige Methode ist sehr bequem, um die Kreis- 
lehre nach ihrer Anleitung analytisch zu entwickeln, aber sie 
ist infolge des Übergangs vom Reellen zum Imaginären nicht 
ebenso vorteilhaft für die geometrische Oonstruction. Diese 
Schwierigkeit kann man nun leicht beseitigen, indem man das 
imaginäre Scheitelpaar des Kreises durch das reelle Stellver- 
treterpaar ersetzt (§ 17). Es kommt dies darauf hinaus, ais 
die repräsmtirmden Punkte des Kreises die Spitzen der gleichseitigen 
geraden Kegel m betrachten, welche den Kreis zur Basis haben; 
d. h. jeden Kreis als Distanzkreis zugehöriger Projectionscentra 
nach § 424. 

Denken wir in der Mittelnormale jedes Kreises den 
Badius q als MS und MS' beiderseits abgetragen, so ent- 
spricht oflFenbar eine gerade Beihe repräsentirender Punkte der 
Gesammtheit der einem Tangentenpaar eingeschriebenen Kreise. 
Denn die Orthogonalprojectionen M von S erfüllen eine Gerade, 
die Centrale der Kreise, deren Radien MS den Abständen MA 
vom Schnittpunkt A der Geraden mit der Ebene proportional 
sind. Also ist A ein gemeinsamer Ahnlichkeitspunkt der Kreise. 
Punkte einer Ebene repräsentiren ebenso Kreise, welche die 
Spur der Ebene zu einer Ähnlichkeitsaxe haben (§ 131). 
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In jedem Ereisbüschel ist die Dififerenz der Quadrate des 
^ Radius und der Mittelpunktsentfernung vom Gentralpunkt des 
Büschels constant. Die repräsmtirenden Funkte eines Kreis- 
büschels bilden also eine gleichseitige Hyperbel^ welche die Centrale 
des Büschels und die im Gentralpunkt errichtete Normale der 
Ebene zu Axen hat (§ 179, i). Die Grenzpunkte des Büschels 
sind die in der Centrale liegenden Scheitel der Hyperbel (§ 126). 

Alle KreisCy welche einen gegebenen Kreis berühren, werden 
durch die Punkte des über jenem Kreise stehenden geraden gleich- 
seitigen Kegels repräsenMrt Denn einer Mantel linie desselben 
entsprechen alle die Basis in ihrem Fufspunkt berührenden 
Kreise. Damit ist wieder ein Mittel zur constructiven Lösung 
des Apollonischen Problems gegeben ; es führt nach der Methode 
der Projection ^®^) direct auf die Construction des § 133. 

Wie die Kreise nach diesem speciellen Process, so können 
überhaupt die Kegelschnitte eines Systems dritter Stufe durch die 
Punkte oder Ebenen des Baumes nach bestimmten Gesetzen re- 
präsentirt werden. Denn der Raum ist ein dreidimensionales 
Gebilde, eine dreifache Mannigfaltigkeit von Punkten und 
Ebenen, wie das System dritter Stufe eine dreifache Mannig- 
faltigkeit von Curven enthält 

Insbesondere aber weist die Lehre von den linearen Ver- 
wandtschaften überall hinaus auf die räumliche Geometrie, 
weil erst da die organische Entwickelung aus Grundgebilden 
ihre vollständige Durchführung findet. Der Wert der Pro- 
jectionsmethode beruht vor allem in der geometrischen Anschau- 
lichkeit, welche sie den analytischen Operationen m suhstituiren 
erlaubt Als Hauptunterschied in der Handhabung der geo- 
metrischen und der analytischen Methode stellt sich aber 
klar der heraus, dafs das rein geometrische Verfahren meist 
einfacher zuerst zu einem speciellen Satze führt, dessen Ver- 
allgemeinerung die Projectionsmethode liefert, während die 
algebraische Rechnung den allgemeinen Satz in der Regel 
ebenso leicht wie den speciellen beweist, so' dafs nach Auf- 
stellung des ersteren nur zu specialisiren bleibt. 
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Die Zahlen sind Seitenzahlen; die gesperrt gedruckten Worte gelten immer auch für 
die daroh — mit ihrem Satze verhundenen nachfolgenden Anführungen ; die Autoren- 
Namen findet man in den Literatur-Noten. Für einige häufig wiederkehrende Worte 
sind oft Abkürzungen gebraucht, nämlich für Ellipse, Hyperbel, Kegelschnitt, Kreis, 
Pajcalttl resp. E., H., Ke., Kr., P.; für CoUineation , Constraction, Coordioaten, Doppel- 
Verhältnis, Doppelpunkt etc., Involution resp. GoU., Constr., Goord., D. verh., D. p. etc., 
Inv.; für conjugirt, harmonisch, imaginär, projectivisch, perspectivisch resp. conj., härm., 

imag., proj., persp. 

Absolute Richtungen 93 f., 126, 177, 192 f., 208, 267, 350, 372", 
886, 418, 672 f., 687, 695, 789, 796. Absoluter Ke. 706 f. Absolutes 
der Metrik 694 f., 697 f. Addirbarkeit der Mafsunterschiede 699. 
Adjungirte Elemente 150. Aehnliche ähnlich liegende Curven 261 f. 
(homothetische) — Reihen 166, 187 f. — Systeme 14, 292 f., persp. 
191 f. Aehnlichkeit der Kr. 259 f. — der Ke. 410. Aehnlichkeits- 
axen dreier Kr. 261 f., 269, 262 — homothetischer Ke. 409. von Ke., 
die einen Ke. doppelt berühren 660. Aehnlichkeitscentra zweier 
Kr. 249, 259 — zweier Ke. 407 f. Aehnlichkeitskreis zweier Kr. 250. 
Aehnlichkeitstransformationen 14. Aehnlichkeit s Verhältnis 192 f., 409. 
Aequianharmonische Gruppen 135, 613, 616, 618, 636, 668, 738. Aequi- 
conjugirte Durchmesser der E. 337 f. Aequidist^nz von Curven 430, 
von Elementen 698. Aeste der Hyperbel 317, 351, 353. Affinität 
ebener Systeme 187, 190 f., persp. 189 f., 793. Analytische Geometrie 
32. Anfangspunkt der Coord. 2. Anharmonisches siehe D.verh. 134. 
Anomalie (Polareoord.) 7 — excentrische 316. Arten der CoUineation 
ebener Systeme 182, der Inv. 176. Associirte Punkte der Brennpunkte 
351 — von conjugirt imag. 231, zum Kr. 737. Asymptoten des 
Ke. 288, 319, 328, 632 f., des Kr. 209, 231, 672 — Brennpunkte, 
Directrixen 362. Asymptotengleichung der H. 321. Asymptotenparallelen 
560. Asymptotensegment constantes 340. Asymptotenwinkel 319 f., 
353 f. Axe der Affinität 189, 191 — der Coli. 182, 188 — der Inv. 
169. Axen der Coord. 1 f. — des Ke. 287 f., 333 f., 338, 565 f., 690 f. 
Axenab schnitte der Geraden 41 — des Kr. 207 f. Axenbestimmung 
des Ke. 667, 672 f., 691 f., 749. Axengleichung der Ke. 306 f., 308 f. 
Axenlängen der Ke. 313, 317, 333, 338, 694. 

Bedeutung der Substitutions-Coefficienten 159 — desFunctions- 
werthes in einem Punkte für Gerade 53 f., Kr. 218 f., 469 f., 569, 571, 
Ke. 300 f. — in einer Geraden für den Punkt 468, den Kreis 470. 
Bedingung de» Ineinanderliegens 121, 144 — für die Gleichung des 
Kr. 195 f., 688 — für drei Punkte in einer Geraden 49, 113 f., 151 
— für drei Gerade durch einen Punkt 46, 58, 61 f., 79, 82, 99. Be- 
rührung der Ke. 395 f., doppelte 396 f., 409, 669 (siehe Ke.) — der 
Kr. 256 f., 268 f., 273, 751, 797 f., 800 — höherer Ordnung zwischen Ke. 
396 f., 401, 409, 670 — zweier Mafsbestimmungen 703 f. Berührungs- 

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Kegelschn. 5. Aufl. 61 
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büschel von Ee. 441. Berührongsselinen gemeinsamer Tangenten 247 f. 
Bewegungen in der Ebene 709 f. Brennpunkte der Gentralkegel- 
schnitte 348, 351, 867, 362, 373, 418, 619 f., 629, 691 f., 693 — der 
Parabel 386, 691 f. Brennpnnktabstände der Tangenten 368, 388, 674, 
692. Brennpunkteigenschaften aus der Normalform 618 — er- 
weitert nach der Methode der Protection 784 f. Brennpunktskriterien, 
homogene 690 f. Brenn strahl des Ee. 361, 369 — des Pols einer 
Sehne 361, 390. Brennstrahlparallele vom Centrum 369. Brenn- 
strahlen abschnitte des Punktes im Ee. 368, '414 — -relationen 366, 
366 f. Büschel von Geraden 27, 99, 766 — von Gleichwink elkr. zu 
drei Er. 264 — von gleichseitigen H. 439 — von Ee. 434, 442 f., 444, 
622, 670 f., spec. doppelt berührenden 442 f., 452, 468 — von Er. 237, 
437, 444, 800, im Netz der Er. 244. 

Centralabstand der Tangente des Ee. 333. Centralcoll. ebener 
Systeme 182, 770 f. — zweier Ee. 448, 772 — zweier Er. 264. Central- 
curven 2. Gr. 284, 305. Centraldistanzen der Er. des Dreiecks 671. 
CentralevonEr. 229, 238, 371. Centralpunkt der Inv. 1 69, 697. Centrum 
der Coli. 182, 771 — der mittleren Entfernungen 81 f. — des Ee. 283, 
304, 460, 469. Charakteristik der Centralcoll. 184 (174), 772. Classe 
einer Enveloppe 124. Coli, ebener Systeme 168, 180 f., zur centralen 
Lage übergeführt 186 f., 711. Complexe Zahlen 21, 23. Congruenz 
der B«ihen 168, 188, 792 — der Büschel 176 — der ebenen Systeme 
14, bei paralleler Lage 192. Conjugirte Durchmesser 327 f., 338, 566 

— Ellipsen und Hyperbeln 318 f. — Ereisbüschel 241 f. Conj.-imag. 
Gerade 63 f , Punkte 22, 29. Cons tauten der Transformation der Central- 
gleichung 310 f. Construction conj. Durchmesser 329, von gegebenem 
Winkel 336 f. — der Geraden aus der homogenen Gleichung 114 -— der 
E. aus den Scheitelkreisen 314 f. — der H. 324 — der Ee. aus der 
Gleichung 281 f. — aus linaren Bedingungen 681 f. — aus Pol- resp. 
Polar- Inv. 490, 684 — der osculirenden Ee. durch zwei Punkte 496, der 
oscul. Er. 400, 503, der hyperosculirenden durch einen Punkt 497 — proj. 
Gebüde aus drei Paaren 171 — Contragredienz 167, 623, 645. Contra - 
Variante 646 — Ee. zu zwei gegebenen 646, 651 f., 664 f. — lineare 
Systeme 637 f. Coordinaten Cartesische 2 , als trimetrische 
119 — Plücker'sche 47 f., 120 f. — polare 7 f. — bipolare 8 — pro- 
jectivische 141 bis 148, reguläre 146, Streifen- 146 — trimetrische 109 f., 
111, 126 f.; — elliptische 414 — pleonastische 631 f., 686 — der End- 
punkte conj. Durchmesser 327 — des Punktes in der Reihe 16 f., 126 f. 

— des Strahls im Büschel 122. Correspondenz , algebraische 610. 
Co Varianten 693 f., 603 — der cubischen Form 614 f. — der bi- 
quadratischen Form 618 — der Ee. 644, 647 bis 666, 674 f., 679 f. 
Curve, algebraische 33 — als Grenze ein- u. umgeschriebener Polygone 
419 — dritter Classe 680 — dritter Ordnung 621 f., 636, 674, 680 f., 
781 — sechster Ordnung 621, 636 — vierter Ordnung 645 — zweiter 
Classe u. Ordnung 194, 473, 211, 276, 304 — degenerirende 474, 476 

— von Cayley-Hermite 681 f. Curvenzüge, reelle 28. 

Determinanten 149 f. — Functional- oder Jacobrsche 694, 
607 f., 617 f., 673 f., 676 — von drei Ee. resp. Er. 676 — Hesse'sche 
608, 615 f., 618 f. Differenz der Tangenten u. Bögen bei Confocalen 
431. Directrix des Ee. 349, 360, 387, 389, 391, 619, 664, 690 — des 
Polarsystems 728 — zu zwei polarreciproken Ee. 734. Discriminante 
der binären quadratischen 19, 89, 587, cubischen 612, biquadratischen 
614; der temären quadratischen Form u. Gleichung 96 f., 163 f., 276, 
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304 f., 642, 621 f. Distanz zweier Punkte 5 f., 9, 116 f., 152 — 
zwischen Punkt u. Gerade 53 f., 66, 108. Distanzen, extreme 708 f., 
Distanzformeln 699, 701 f., 707 f., 715 f. Distanzvergleichung 714 f. 
Doppelelemente der Coli, von Ebenen 180 f., 476 f. — der Inv. 176, 
492 — der proj. Reihen u. Büschel 174 — der proj. Systeme auf dem Ke. 
49 1 , 509 f. Doppelt reciproke Elemente der Reciprocität 727, 754. 'Doppel- 
verhältnifs aus vier Elementen eines Gebildes erster Stufe 133, 
136, 138, 168, 691, 614 — eines Ee. 334 f., 470 f., 480 f., 607 ^— eines i 
Ke.-Systems erster Stufe 496. D.verh. der Grundpunkte im Ke. des 
Büschels 668 — von vier Durchmessern eines Ee. mit ihren conj. 486. 
D.verh.-Eigenschaften in der Inversion 766, der Projection 767, der 
Reciprocität 747, der quadratischen Transformation 762. D. verh.-Gleich- 
heiten der Inv. 698. Dreiecke, ein- resp. umgeschriebene eines Ke. 199, 
323, 331, 341, 364, 384, 391 f., 486, 506 f., 613 f., 526 f., 529 f., 636, 
644 f., 663, 669 f., 676 f., 692 f., 616, 636 f. — persp. 106, 147, 768 f. 
Dualität 128 f., 131 f., 451 f., 465, 472 f., 485, 490, 493 f., 495, 499, 
623 — der metrischen Relationen 707, 722. Durchmesser der Centralke. 
283 f., 286 f., 566 i — der Parabel 286. Durchmessergleichungen 
306 f., 376. 

Einheitelemente der Coord. 142. Elemente, gemeinsame von 
zwei concentr. Ee. 673 — von zwei Ke. 785 f. Ellipse 280, 311, 313 f., 
340 f., 362 f., 364, 477 f. E.-Zirkel 317. Enveloppen von Geraden 
79 f., 123 f., 470, 501 f., 607 f., 517 f., 628, 692 — durch Polar- 
reciprocität 733 f., 742 f. — durch Projection 790 f. — zweiter Classe 
372 f., 389, 470, 476, 478 f., 503 f., 607, 610, 546, 576 f., 656, 741 f, 
783, 791 f. — von Kegelschnitten 693. Erzeugnifs von proj. Inv. 622, 677. 
Erzeugimgen der Ke., projectivische 459, 472 bis 476, 484 f. Evolute 
des Ke. 405, 629 f., ihr Bogen 430, 763. Excentricität des Ke. 
312 f., 320, 333, 338, 381. 

Fadenconstruction der E. u. H. 366, 363. Felder der Ebene 3, 29. 
Fläche der E. 423, des Kr. 421, des hyperb. resp. parab. Sectors 424, 
422; des Vielecks 57; von Dreiecken 55 f., 117, 161 f., 330 f., 368 f., 
384, 404, 694, 716; zwischen den Asymptoten u. ihren Parallelen aus 
einem Curvenpunkt 321, 482, 753. Focaldistanz 348. Focalgleichung 
der Ke. 353 f., 386 f. Focalpolargleichung einer Sehne u. Tangente 366: 
Focalpunkt u. Focalradius siehe Brennpunkt u. -strahl. Focalsehnen 349, 
361, 354, 366 f. Formensystem, endliches 619. Fufspunktcurven 427, 755. 

Gattungen der Ke. 279 f. Gattungskriterien derEe. aus der allgem. 
Gleichung 663, 694. Gegenaxen der coli. Ebenen 187 — der Pro- 
jection 765. Gegenpunkte proj. Reihen 166 — reciproker Systeme ^ 
725, 730. Geometrie auf der Eugel 712 — im Bündel 769 f. — 
Euclid'sche u. Nicht-Euclid'sche 703, 711 f., speciell parabolische 713, 
787. Geometrische Oerter ersten Grades 68 bis 81, 84 bis 87, 
360, 391, 393, 413, 633 f., 641, 785, 788 — zweiten Grades, specielle 
87 f., 196 f., 201 f., 206, 214, 216 f., 225, 244 f., 323, 327, 360, 369, 
389, 392 f., 413, 439, 535, 556, 563, 641 f., 643 f., 786, 788; allgemeine 
340 f., 347, 352, 367, 369 f., 392, 439, 469, 472 f., 484 f., 496, 501, 
605 f., 508, 611 f., 620, 624, 646 f., 560, 577, 691 f., 626, 629, 641, 
664 f., 669, 719, 733 f., 741 f., 783 f., 791 f. Gerade, Gleichung 
ersten Grades 37 f. — aus zwei linearen Bedingungen 47 f. — 
durch Punkt u. Richtung 48, 51, 112 — durch zwei Punkte 49 f., 
66, 113, 122, 161, speciell imag. 492 — eines Büschels 46, 60 f., 79, 
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82, 87 f. — Ton absoluter Richtung 94, 108. Geradfühmng 217. Ge- 
webe von Ee. 454. Gleichung, geom. Bedeutung oder Ort derselben 
27, 30 — lineare homogene 121, 144 — der Asymptoten 666 — der 
Pascarschen Linie 601 — des Ke. für Normale u. Tangente als Axeu 
364 — des Linienpaares 88 f., 305 f. — des Punktepaares 19 — n*^*^ 
Grades, Tollständige u. homogene 130 — zweiten Grades 539, in De- 
terminantenform 658. Gleichungen, binäre 585 — der gemeinsamen 
Elemente zweier Ke. 648 f., 670 — homogene reciproke 744 f. — 
reciproker Ke. 761 f. — sich selbst duale mit zwei u. drei Gliedern 
489 f., 516. Gleichungs-Symbolik 98, 148 f., 433, 586, 604. Gleich- 
winkelkreise eines Kr. (u. Netz) 254 — zu drei Kreisen 252 f., 259. 
Grenzpunkte u. Grundpunkte im Kr.-büschel 240 f. 

Halbaxen der Ke. 313, 317, 319. Halbirung des Ke. durch einen 
Durchmesser 424. Halbirungsliuien der Winkel des Linienpaars 48 f., 
64, 90 f. Halbmesser des Ke. 283, 313, 319. Harmonikale des Punktes 
im Dreieck 105, 115, 144, 458 f: Harmonische cubische Formen 617 

— Elementegruppen 17 f , 20 f., 39, 91 f., 126, 134, 596, aus zwei 
Kegelschnitten 533, mit imag. Elementen 493 — Ke. 637 f., im Büschel 
669 — Kr. eines Ke. 639 f. — Mittel 19, 226, der Focalsehnenabschnitte 
354. — Polaren im Ke. 299, 489 f., 544 — Pole im Kr. 224, im Ke. 
299, auf der Directrix 362. — Secanten- resp. Tangentenpaare zweier 
Ke. 651 — Teilpunkte der Vierecksdiagonalen 534 f., 559 — Trennung 
von Pol u. Polare 289, 300. Hauptkreis aus drei Kr. 232 — des 
Centralke. 327, 555, 689. Hauptkreise der Ke. einer Schaar u. eines 
Gewebes 556. Hauptparameter der Parabel 378 f., 403. Höhenschnitte 
(ter Dreiecke aus vier Geraden 456 f. Homogenmachen von Tangential- 
gleichungen 572. nomothetische Figuren 192 f. — Ke. 406 f., 410, 
speciell concentrische 672 — Parabeln 407. Hyperbel 280, 312, 352 f., 
364, 450, 459, 477 f., 527, 535 — gleichseitige 322 f., 331, 337, 342, 
344, 346, 372, 439, 478, 522, 688 f., 800. 

Identität der Erzeugnisse aus proj. Büscheln u. Reihen 561 — 
lineare für die Dreiliniencoord. 110 f. — quadratische für die Drei- 
punktcoord. 127 f. Imaginäre Elemente 21 f., 62 f., 178 — imag. 
Ke. 282, 287 — Kr. 197 f., 327. Invariante (Determinante) linearer 
Gleichungen 155 f. — der Berührung von Ke. 627 f., 630 — Gattungs- 
kriterien 687 f. Invarianten binärer Formen 588 f., 596, rational 
ausdrückbar durch einige 591 — der biquadratischen Formen 613 f. 

— der Inversion 269 — temärer Formen 620, bes. absolute 621. In- 
varianten der Gleichung zweiten Grades bei der Transformation 
zwischen Parallelcoord. 307 — confocaler Ke. 687 — des Ke.büschels 
623 f , 625 f. — für Kreise, P. u. Kr. etc. 626 f. — für Ke. u. Linien- 
paar 631 f. — von drei Ke. 683 f. — Invariantenbedingung 
der Doppelberührung von Ke. 649 f. — der Berührung zwischen doppelt 
berührenden Ke. 657 f. — der Osculation zwischen Ke. 628, 650. In- 
variantensystem, vollständiges zweier Ke. 678 f. Invariantentheorie 
der Inv. 595 f. — reciproker Ke. 736 f. Inverse Curven 426 f., 754 

— Kr.büschel u. Netze 267 f , 270 — Kr. Vierecke 755. Inversion, 
Inversionskreis 265, 753 f., 762 — u. Homothetie 270 — von Kr. u. 
Gerade 216, 267 — von Kr. zu Kr. 266. Involution coUinearer Ebenen 
184 f., 189, 771; reciproker 727 — aus proj. Elementargebilden erster 
Stufe 167, 170, 595, 600 — aus conj.-imag. Paaren 494 — aus dem 
Kr.büschel 244, dem Ke.büschel 493 f.. 579, 589, besonders auf einem 
Ke. durch zwei Grundpunkte 496 — aus der Ke.schaar 490, 493 f., 580 *— 
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aus Ke. mit gemeinsamem Polardreieck 523 f., 698. -- der Brennpunkte 
347 f. — der conj. Durchmesser 488, 566 — harmonischer Pole u. 
Polaren 487 f., am Brennpunkt 349, 488, 619 f. — symmetrische 176 f. 

— von sechs, fünf u. vier Elementen 597 f., 601 — - Punkt- u. Tangenten- 
systemen eines Ke. 491, 610 -- rechten Winkeln 169, 176 — Strahlen 
aus einem Ke.-Punkt 364 f., 489, 660. Involutionen höherer Grade 608, 
618. Isogonalität, Verwandtschaft der 269. 

Kegel zweiten Grades 772, Kreisschnitte derselben 776. Kegel- 
schnitt 276, drei Gattungen 279 f. — als Enveloppe von Geraden 372 f., 
389, siehe Enveloppe — als harmonisch zu oder durch Polardreiecke von 
festen Ke. 638 f., von fünf Polarsystemen 738 — als Mittelpunksort 
von Kr. 370 f. — aus Beruhrungsbedingungen mit einem Ke. 496 f., 
652, 681 — aus Brennpunkt, Directrix u. Exentricität 352, 387, 468 — 
aus Brennpunkt u. drei Punkten oder Tangenten 683, 746 — aus fünf 
Punkten 276, 440 f , 457 f., 474 f. — aus fünf Tangenten 449 f., 474 f , 
530, 538 — aus Pol- oder Polar-Involutionen 490 — aus sechs Ke. 464 

— aus Sehnenviereck oder Tangentenvierseit u. Parameter 467 f. — aus 
Tangentenpaaren eines Ke. 365 — der 11 Punkte im Viereck oder Ke.- 
Büschel 677 — durch die Punkte resp. Tangenten der gemeinsamen 
Tangenten oder Punkte zweier Ke. 662, 649 — in involutorischer Coli, 
mit sich selbst 491 — u. doppelt berührender Kr. 468 — Ke.büschel 
u. Ke. durch einen Grundpunkt 497. Ke.- u. Kr.-Eigenschaften nach 
der Methode der Projection 781 f. — Kegelschnitte als centralcoll. 
448, 772 — an die Doppelgeraden resp. durch die Doppelpunkte einer 
Coli. 476 f. — concentrische mit einer gemeinsamen Asymptote 672, 
homothetische 409, 426, 444 — confocale 371, 411, 416 f , 461, 691, 
750 f., 763, 781, 788, 792 — durch drei Punkte resp. an drei Tangenten 
626 f., 629 f. — durch vier Punkte 443 — eines Büschels zu gegebener 
Tangente 435, 495, 567 f., 681 — in doppelter Berührung mit einem 
Ke. 503 bis 509, 514, 537 f., 646, 649, 660, 672, 678, 725, u. durch drei 
Elemente 663, resp. drei andre solche Ke. berührend 659 f , 662 f., mit 
zwei Ke. resp. zwei Kr. 562 f., 576 — mit gemeinsamem Polardreieck 
623 f. — mit gemeinsamen Richtungen 405 f. — polarreciproke 731 f. 

— Ke.- Systeme, lineare punktuelle oder tangentielle erster bis vierter 
Stufe 453 f. Kreis 27, 371, 707; als Hilfskreis 491, als invers zu 
einer Geraden 216, als Ort 202 f., 223, 522, 535, aus congruenten 
Büscheln 201 f., 478, aus Mittelpunkt u. Radius 195, 199 f., 572 — 
durch drei Punkte 198 f., 331, 391, 469, 527 f. — in Liniencoord. 211, 
homogenen 574 — über gegebenem Durchmesser 202 — von Feuer- 
bach 116, 625 f., 569, 677, 717. — Kreise an drei Tangenten 529 f. 

— aus dem Centrum der mittleren Entfernungen 197, 214 f. — aus 
einem Brennpunkt als Orte 360 — alle aus drei Kreisen 245 — be- 
rührend zu drei gegebenen 266 bis 258, 272 f., 570, 751, 797 f., 800 — 
unter vorgeschriebenen Winkeln zu zwei u. drei Kr. 370, 273. Kreis- 
polygon, harmonisches 794 f. — Kreispunkte der Ebene 208, 572 f., 
688, 715, 763. — Krümmungscentram des Ke. 404 f , 483 — im Schnitt 
confocaler Ke. 429 — Krümmungskr. des Ke. 389, 403, 442, 568, 
629; seine Central- u. Focalsehne 403, 428 f., Krümmüngssehne 401 f. 

— Erümmungskreise durch einen Punkt des Ke. 402 — Krummungs- 
mafs u. Krümmung einer Curve 399 f., einer Mafsbestimmung 704 — 
Krümmungsradien 399, 403 f., 427 f., 429, 469. 

Länge der Sehne im Ke. 689, 716 f. — constante der Sehne oder 
der Tangente 426 ; Längen der gemeinsamen Tangenten zweier Kr. 249 f., 
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— der Halbaxen des Ee. 313, 693 f. siehe Axenlängen. Längenzahl 
als Doppelverh. 136, 702. Liniealconstniction der harmonischen Gruppen 
103, der Inv. 170. Linearfactoren der binären Gleichung 586. Linear- 
parameter 363 f., 383, 386, 398. LinearTcrwandtschaft zweier binären 
Formen 588. Linienpaare im Ee. büschel 435, nach den Schnitt- 
punkten von Ee. u. Gerade 660 — u. Doppellinien im linearen Ee.- 
gebilde vierter Stufe 633. 

Mannichfaltigk^it, n-dimensionale 26. Mafsbestimmungen, elliptische 
u. hyperbolische 702 f., parabolische 700, 703 f., 787. Mafse, un- 
geändert durch Bewegung 710. Methode der Cyklographie 799 f. — 
der Ereisscheitel 796 f. — der Parallelprojection 793 f. — der Central- 
projection 764 f. — der reciproken Coordinaten 767 f. — der reciproken 
Polaren 732 f. Metrik erster Stufe 696 f. — zweiter Stufe 704 f. — 
der Projectionen 786 f. Metrische Eigenschaften 131, 686, proj. aus 
solchen 717 f. — Theorie reciproker Ee. 748 f. Minimalwinkel conj.. 
Durchmesser der Ellipse 337. Mittelpunkt siehe Centrum. Mittelpunktsort 
der Ee. des Bfischels resp. der Schaar 438 f., 452, 486 f , 633 f. Modul 
der Substitution 155, 587, 620. Multiplication von Determinanten 162, 587. 

Netz, geometrisches 104 f. — von Ee. 463, 679 f., durch einen 
Punkt 684 f. — von Er. 243, 677, 681. Normale der Geraden durch 
einen Punkt 61 f., 66, 151 — des Ee. 343 f., 345, 355 (u. Zusatz dazu), 
357, 359, 385. Normalen des Ee. aus einem Punkte 343 f., 345 f., 
360, 385, 393, 403, 676, 738, 763, für concentrische homothetische Ee. 
410. Normalenkegel eines gegebenen 796. NormalformderGleichung 
des Central- Ee. 311 — der Geraden 42 f., insbesondere der Tangenten 
eines Ee. 326, 388 — des Ee. überhaupt 445, 614 f. — des Er. 197, 
516. Nullkreis 198. Nullkreise im Büschel u. im Netz 241, 243. Null- 
kugel 796. Nullpunkt in homogenen Coord. 130 — und Nullstrahl 
in Polarcoord. 7. 

Ordinaten eines Durchmessers im Ee. 285, u. Polaren in der P. 
383 f. Ordnung einer Curve 34 f. Ordnungscurven der Reciprocität 
724, als concentrische Er. 727, 754. Ort, geometrischer 26 — con- 
stanter Quadratsumme der Abstände vom Ee. 629 — der Normalen- 
schnitte zu den Sehnen eines Büschels 393, 624 f. — der Scheitel 
hannonischer (proj.) Tangentenbüschel zweier Ee. 591 f. Orte des Pols 
einer Geraden in Ee.-Systemen 413, 544 f., 575 — gleichwinkliger 
Tangentenschnitte des Ee. 327, 392, von Tangentenschnitten der Parabel 
393 — rechtwinkliger Tangenten- u. Normalenschnitte der Ee. 224, 327, 
347, 393, 555, 689 — von Brennpunkten 352, 620 f , 636 f., 663 f., 
692. Orthogonalität von Geraden 45, 107, 695 — von Gerade u. 
Ee. 346 — von zwei Er. 233 f. — von confocalen Ee. 412. Orthogonal- 
kreis zu drei Er. 234 f. Orthogonalkreise des Tnversionskr. 268 

— zu zwei Ereisen 246. Orthogonalsystem im Bündel 796 f. Orts- 
gleichung des Punktepaares 549. Osculation u. osculirende Curven 396. 
Osculationsbüschel 441, 444. 

Paar, gemeinsames von zwei Inv. 492, 598 f., 611 — von Parallelen 
379 f. Paare von conj. imag. Elementen des Ee. 489. Parabel 280, 
364, 371, 375 f., 450, 469, 477 f., 500, 663, hyperosculirende442. Parabeln 
im Ee.-Büschel 438 — parallelaxige 406. Parallelcurven 430, der Ee. 
628 f. Parallelismus von Geraden 41, 45, 107. Parallelprojection 792 f. 
Parameter des Ee. (Latus rectum) siehe Linearpar. — der Linien- 
paare im Ee.-Büschel 624 — einer Gleichung 98 — im Strahlbüschel 
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99, 434. Parameterdarstellung der E. 315 — der H. 324 f. — des 
Kr. 213 f., 625, 629 — der Ke. 499 f., 603 f., 515 f., 561 f., 554, der 
collinearen 611 f. Parametergleichheit u. Projectivität 140; Parameter- 
gleichung der Projectivität 165 — der Inv. 166, 602 f. Pol u. 
Polare im Ee. 220 f., 325 f., 291, 296, 336, 468, 491, 501, 504, 641, 
643 f. — im absoluten Ke. 707. Polaren, höhere 604 f., 618, eines 
vielfachen Elements 606 — von Polaren 606. Pole der Aehnlichkeits- 
axen von Kr. 257 — conjugirte in Ke. u. Kr. 220, 296 — doppeltconj. 
im Kr.- u. Ke.-Bäschel 239, 242, 434, 495 f., 680. Polarconj. u. Polar- 
dreiecke 226 f., 297 f., 516 f., 542, 635 f., 634 Polarenbüschel u. Pol- 
reihen in Ke. u. Ke.-Büscheln (Schaaren) 224, 239, 295, 434, 452, 524, 
576. Polargleichnng von Gerade, Kr. u. Ke. 66, 215, 278, 293, 312 f. 
Polarität in Ke.-Systemen 576 f. — zweier Paare oder Ke. in Bezug' 
auf einen dritten 610, 738. Pol-Ke. der Geraden im Ke.-Büschel 496, 
524. Pol- u. Polar-Ke. der Reciprocität 723 f. Polarsystem 727 f., 
circulares 738 bis 744, parabolisches 752 f. Potenz der Inv. 169 — 
der Punkte in Kr. u. Gerade 218 f., 244, 568 f. — gemeinsame von 
zwei Kr. 263 — zweier Kr. oder Geraden 235 f. Potenzhaltende Punkte 
bei zwei Kr. 263. Potenzkr. zweier Kr. 219, 263. Potenzlinie 228, 
238 f. Princip der Continuität 781 — der Stetigkeit 724. Problem 
von Malfatti- Steiner 654. Projection 1, 764 f. — der Normale auf den 
Brennstrahl siehe p.Yill Nachtrag zu § 201 — des Ke. in den Kr. 777 f. 

— des Ke.-Büschels in das Kr.-Büschel 780 — und Polarreciprocität 
795. Projectivität der Elemeutargebilde erster Stufe 138 f., 164 f., 
576, 699 — der Polarenbüschel im Ke.-Büschel 575 — der Reihen u. 
Büschel 2. Ordnung oder Classe 490 f., 508, 726 — reelle 179 — 
singulare 174, 608, 768 — von Reihe u. Inv. 173, 489, 603, 616 — 
von zwei Inv. 173, 603 f., 609 Projectivitäts-Eigenechaften 131, 688 f., 
595, 766 f. Punkte einer Reihe 49, 125 — merkwürdige des Dreiecks 
100 f , 108 f., 116 f., 127, 148 — mit reciproken Coordinaten 101 f., 
757 f. Punktepaare der Ke.-Schaar 451. 

Quadrant 700, 706. Quadrat der Tangentenlänge u. der kürzesten 
Halbsehne des Kr. 213, 218 f. Quadratdifferenz resp. Summe conj. 
Durchmesser 330, 332. Quadratsumme der Reciproken rechtwinkliger 
Durchmesser 333 — der Tangenten concentr. homothetischer E. 410. 
Querschnitte des Kreiskegels, des geraden 773 f., des schiefen 775 f.; 
ihre Brennpunkte u. Directrixen 778 f. 

Radicalaxe zweier Kr. u. eines Buscheis 228, 231, 238, 371, 569. 
Radicalcentra dreier Ke., die einen vierten doppelt berühren 455, 660. 
Radicalcentrnm von drei Kr. 231 f. Realität der Entfernung zweier 
Punkte 22 — der gemeinsamen Tangenten zweier Kr. 249 — des gemein- 
samen Polardreiecks zweier Ke. 437. Reciprocität, lineare 722 f. Reci - 
procal- Determinante 155 — Form 645 — Ke. 342, 749. Reciproke 
Kegel Schnittsysteme 750. Reduction auf die Normalform für 
Gleichungen ersten Grades 43 f. — für zwei Gleichungen zweiten Grades 
664 bis 667, 670 t., 677 f. Relation der Abstände von zwei Polen 
u. ihren Polaren am Kr. 225 — der Anomalien von vier cyklischen 
Punkten eines Ke. 401 f — der Co Varianten von zwei u. drei Ke. 
676 f., 683 — der Invarianten der biquadratischen resp. cubischen 
Form 619, 615 — von dem Dreieck ein- u. umgeschriebenen Ke. 642 f. 

— von drei Ke., die einen vierten doppelt berühren 663 — von vier 
Ke., die einen doppelt berühren u. selbst von einem solchen berührt 
werden 661 f. — von fünf Ke., die einen doppelt berühren 661 f. 
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Relation für sechs Punkte resp. Tangenten eines Ee. 566 f. — zwischen 
den Entfernungen von vier Punkten einer Greraden 271, eines Kreises 
200, 271, einer Ebene 272 — den Längen der gemeinsamen Tangenten 
von fünf Er. 273, von vier Er. mit demselben Bernhrungskr. 273 — 
den Quadraten der Gleichungen von sechs Tangenten des Ee. 633 — 
drei Ee. (Er.) eines Büschels 439 f. — vier Er. eines Netzes 245 — den 
Schnitt wink ein von vier Er. 274 — von zwei Gruppen von fünf Er. 
273 f. Relation eil der Centralabstände zweier Tangenten u. zu- 
gehörigen Normalenlängen am Ee. 469 — der Coefficienten der all- 
gemeinen Gleichung zweiten Grades für den Er. 567 — der D.verh. 
von vier Elementen 601 — der Focalsehnen, erweitert auf Tangenten 
von Confocalen 414 — der gemeinsamen Tangenten zweier Er. 248. 
Resultante zweier binären quadratischen Gleichungen 590 f. Richtung 
und Richtungscoef&cient der Geraden 40. Richtungen conj. Durch- 
messer 665 f. — des Ee. 278 f., 511. 

Scalen in Elementargebilden erster Stufe 689, 701, 787. Seh aar 
der Confocalen 580 — der Ee. 450 f., 579, 634, aus zwei Er. 470. 
Scheitel der Ee. 213, 288, 317, 319 — persp. symmetrischer Inv. 179 f. 
Scheitelgleichung des Ee. 363, 376, 501. Scheitelkr. 318, 342, 359 f., 
369. Scheiteltangente 369 f., 388. SchliefBungsprobleme 512 f., 547, 
577 f. Schnittpunkt von Geraden 46, 122, imaginären 492 — von 
Ee., Tangenten u. Normalen 340, 347, 384, 392 f. — von Gerade u. Ee. 
oder Er. 203 f., 277 f., 511, 660, 573 — von zwei Curven 659 — Ee. 
oder Er. 230, 394 f., 648, 670. Schnittsehnen zweier Ee. 394. Schnitt- 
sehnenbüschel von drei Ee. durch zwei Punkte 465, in Doppelberührung 
mit einem vierten 447. Schnittwinkel zweier Kr. 233 f., 259, gleich 
dem der inversen 269, aus den Längen der gemeinsamen Tangenten 
250. Secantenabschnitte zwischen den Asymptoten 338 f. Sechseck 
von Ke.-Punkten 486, 650 u. Pascalgerade 456, 475, 480, 486, 601 f., 782. 
Sechsseit von Ke.-Tangenten 668 f. u. Brianchonpunkt 448 f., 457, 475, 
480. Sehne des Kr. 205 f., 209, 213 f. — der E. 330 — des Ke. durch 
drei Punkte oder Tangenten 527, 630. Seiten der Curve 29 — des 
Ke., Aeufseres u. Inneres 294, 314, 316, 356, 662. Simultaninvarianten 
589. Sinn der Drehung 6, 269, 267 — der Strecke 4. Stellvertreter 
eines imag. Kr. 197 f. Stellvertreterpaar einer imag. Geraden 65, eines 
imag. Punktes 23 f., 348, 360. Strecken 3. Subnormale u. Subtangente 
des Ke. 3^4, 382, 386. Substitutionen, lineare 31, 154 f., 586, 
inverse 147 — zur Überführung zweier Ke. in die Normalform 666 f., 
671. Supplementarsehnen u. conj. Durchmesser 336. Symmetrie in 
Bezug auf Axe oder Centrum 191 f., des Ke. 284 f., der Brennstrahlen 
u. Tangenten eines Punktes 358 — u. Inv. 193. Symmetrisch gleiche 
Büschel 167, Systeme 14. Symmetrische des Brennpunktes für die 
Tangenten 360 — Pol- resp. Polar-Inv. 489. 

Tactinvariante zweier Ke. 627. Tangente des Ke. 289 f., 540 f., 
325 f., 330, 382, 384, 421 f. — des Kr. 204 f., 209 f., 213 f., 222, 420. 
Tangenten der Confocalen aus Axenpunkten 413, 417 — gemeinsame 
von zwei Ke. 395^ 537 — homothetischer 408 — zweier Kr. 246 f., 
553 — Sehnen concentrischer homothetischer E. 410. Tangenten- 
abschnitte n. Dreieck mit den Asymptoten 339 f., 450. Tangenten- 
paar aus einem Punkte an den Ke. 293 f., 299, 326, 511, 656, 637 -r- 
mit gegebener Berührungssehne 576 — des Kr. 211 f., 222. Tangenten- 
paare absoluter Richtung 209, 350 — confocaler Ke. aus einem Punkte 
413. Tangentenrelationen, erweitert für Polaren 358 f. Tangential- 
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distanz der Er. 259. Tangentialgleichung der Ee. 303 f., 326, 
384, 543 f., der confocalen 417 f. — der absoluten Richtungen 672 — 
des Linienpaares 649 — doppelt berührender Ee. 657 f. — und Simultan- 
invariante 632. Teilstrahl, Teilyerhältnifs des Winkels 38 f. Teilung 
des elliptischen Quadranten nach der Differenz der Halbaxen 431. Teil- 
yerhältnifs der Strecke 14 f., 83, 134 f. T r an s f o r m ati o n der Coord. 10 f., 
12 f., der proj. 161 f., 163 f. — lineare, der Gleichung zweiten Grades 
276, der Parabel zur Scheitelgleichung 377 f., zu den Axen resp. 
Asymptoten 666 f. — der Gleichungen zweier concentri scher Ee. auf 
die gemeinsamen conj. Durchmesser 671 f., zweier Ee. zur Normalform 
664 f., 670, 678 — u. Bewegung 701. Transformirbarkeit cubischer 
u. quadratischer Gleichungen in einander 686 f. Transversalen im Dreieck 
84, 126, 426. Tripel doppeltharmonischer Ee. 737 f. — harmonischer 
Pole u. Polaren in Ee. u. Er. (reellen u. imag.) 297, 226 f. — ge- 
meinsames im Ee.-Hüschel 436, 648, unbestimmt bei Doppelberührung 
443. Tripel inv. entsprechender Elementenpaare der Reciprocität 726. 
Trisection des Er.-Bogens 342. 

Überführung, coUineare, eines Ee. in einen andern 512, in sich 
selbst 610 — proj. Elementargebilde erster Stufe in persp. Lage 140 

— von zwei coli. Ebenen in centrische Lage 185 f., 711 — von zwei 
reciproken Ebenen zum Polarsystem 729. Übergang von Punkt- zu 
Linien-Coord. u. umgekehrt 501, 643, 649. Überschufs der Tangenten- 
summe über den Bogen bei Confocalen 430 f. Umfahrungssinn einer 
Fläche 56. Umfangsverhältnifs zweier Er. 421. umgeschriebenes Polygon 
des Ee. mit den Ecken in Confocalen 432. Unendlich ferne Gerade 
der Ebene 112, 117 f., 130, 229, 292, als Parabeltangente 381 — ferner 
Punkt der Geraden 16. ünendlichfemes der Ebene 709 f. Unbestimmt- 
heit der polaren Zuordnung 647 f. Unveränderlichkeit der D.verh. von 
Reihen u. Büscheln durch Projection 136, 137 f., 767 f. 

Vector 7. Verallgemeinerung der metrischen Sätze 717 f., des 
Normalenproblems 720 f. Verbindung imag. nicht conj. Elemente 178. 
Verhältnifs von Flächen ähnlicher Figuren 424. Verschwinden der 
Simultaninvariante als allgemeine lineare Bedingung 636 f., 638 f. 
Verwandtschaft, lineare 167 f., der Flächengleichheit 191 — doppelt 
conj. Elemente 761 f. — reciproker Coord. 563 f., 571, 767 — zweiten 
Grades 727, 768 f. Vierecke u. Vierseite 102 f., 105 f., 172, 391, 
394, 768 -- bei Ee. 154, 391, 515. Vollständige Figur des Pascal'schen 
Sechsecks 460 bis 466, 602 und Nachtrag p. X f. Vorzeichen der 
Coordinaten 2, 142. 

Wechselsehnen bei zwei Er. 261. Winkel am Brennpunkt 360, 
362, 366, 390, 479, 520, 741 f., 799 Anm. — conj. Durchmesser mit 
der Hauptaxe 328, unter sich 331 f., 336 f., 666 — des Linienpaares 
90, speciell des Tangentenpaares von Ee. oder Er. 323, 326 f., 368, 
384, 389, 690 f. — entsprechende rechte in proj. Büscheln 167 — - über 
der Secante oder Tangente zweier Ereise aus einem Grenzpunkt 760 f. 

— von zwei Geraden 46, 64, 107, 236 f., speciell Axe u. Brennstrahl 
369, Normale u. Brennstrahl p. VIII Nachtrag zu § 201. Winkel- 
gleichheit 696. Winkelmafs als D.verh. 136, 702 f., 709 f., 789. Winkel- 
relationen durch Projection 787 bis 792. 

Zahl der gemeinsamen Wurzeln algebraischer Gleichungen 36 f. 
Zusammenhang der Ee.-Normalen aus einem Punkte 719 f., 402 Nachtr. 
p. IX, Zwischenformen 646, zweier Ee. 678 f. 
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